Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika, Mechatronika és Terméktervez6é BSc szakok

Matematika A1H - Irasbeli vizsga I - J feladatsor
Datum: 2015. januar Munkaid6: 90 perc
Hallgaté neve: Hallgaté Neptun kédja:

1.) (4 pont) a) Lehet-e egy relacié aszimmetrikus és reflexiv? b) Mondjon példat
aszimmetrikus és tranzitiv relaciéra! Hogyan nevezik az ilyen tulajdonsagu relaciokat?

2.) (6 pont) Tegyiik fel, hogy f € D(I) egy I C R intervallumon, és a € int I belsé pont.

a) Lehet-e tobb tamaszegyenese f-nek a-ban?

b) Igaz-e, hogy ekkor f-nek sziikségképpen van tamaszegyenese is?

¢) Igaz-e, hogy ha f’ monoton I-n, akkor f-nek van tdmaszegyenese is tetszbleges a € I-
ben? (Valaszait indokoljal)

3.) (5 pont) Fogalmazza meg és bizonyitsa be az Integralszamitds Alaptételét egy adott
xo pontban folytonos fliggvény Riemann-integralfiiggvényérol!

4.) (4 pont) Adjon formulat az 1,3,...,2n — 1 szdmok — tehdt az els6 n paratlan szam
n

- P, = Z(2kz — 1) Osszegére, és bizonyitsa is be azt!
k=1
5.) (6 pont) Legyen f € C(R) péros fiiggvény, és tegyiik fel, hogy lim, o f(z) =
a) Bizonyitsuk be, hogy ekkor f-nek vagy létezik minimuma, vagy létezik maximuma (ahol
a ”vagy” itt nem kizaré értelemben értendé, tehat akar mindkettd is létezhet).
b) Mondjunk példat olyan, a feltételek szerinti fliggvényre, amelynek csak az egyik fajta
széls6értéke 1étezik!

nvn
6.) (4 pont) Szédmitsa ki a lim ————=— hatarértéket!
n—o0 exp(log3 n)

7.) (5 pont) Lehet-e megadni olyan k konvex fliggvényt R-en, amelyre k(—1) = 2,
k(0) = 0, k(1) = —37

8.) (4 pont) Keressitk meg az Gsszes olyan pontot a ®(t) := (4cost + 3,3sint + 4)
elipszis-gérbén, ahol a gorbe érintéje fliggbleges!

22 4+ 51 4 4

xt + 522 +

10.) (5 pont) Szédmitsa ki az z(t) := e! + e~ ¢, y(t) := 5 — 2t paraméteres egyenletii gorbe
ivhosszat, amidén ¢ befutja a [0, 3] szakaszt!

9.) (6 pont) Szamitsa ki az / d:z: integralt!

11.) (5 pont) Tekintsiik az y = 22 egyenletii parabola gérbe (1,1) és (2,4) pontok
kozotti szakaszanak y tengely korili korbeforgatasaval keletkezd P forgasi paraboloid alakza-
tot. Mennyi a P alakzat F'(P) feliilete?

12.) (6 pont) Igazoljuk a majorizdldsi tételt: ha |f(z)| < g(x), és [~ g(z) dx improprius
integral konvergens, akkor az floo f(z) dzx improprius integral is konvergens. (Utmutatas.
Cauchy kritérium!)



Matematika A1H — 1 és J feladatsorok — Megoldasok

1.) (4 pont) a) NEM (1) mert a r a = a /r a az aszimmetriat alkalmazva, ami
ellentmondas volna, ha a r a lenne, tehat sohasem lehet a r a, azaz sziikségképpen irreflexiv
a reldcié (és igy nagyon nem reflexiv) (1). b) Pl. a < reldcié N-ben (1). Szigoru rendezés (1).

2.) (6 pont) a) NEM (f diffhatd, a belsé pont — bizonyitottuk az e.a.-on) (141) b) NEM
pl. f(z) = 23 0-ban (14+1) ¢) IGEN, mert ha f’ pl. monoton névé I-n, akkor f konvex, és
igy van tdmaszegyenese is tetszc’ileges a € I-ben (1+1).

3.) (5 pont) Tétel: Ha R(x f f(t)dt, akkor IR/ (x¢) és R'(x¢) = f(z0) (2). Biz.:
hm:,;quo w — f(xo) = hmggﬁ\xO — xo fxo{f t) — f(zo)}dt ([ intervallum-additivitdsa),

és ha |z — zg| < 0, akkor |f(t) — f(zo)| < & (folytonossag) (14+1+1).

4.) (4pont) Py =1, P, =143 =4(1). All: P, = n? (1). Teljes indukciéval bizonyitunk
(1); a szamsor elején igaz (1d. el6bb, ez volt 1 pont), n — n+ 1 pedig P11 — P, =2n+1 =
n?+2n+1—n?= (n+1)%2 —n?, tehat ha P, = n?, akkor P,,1 = (n+1)% (1).

5.) (6 pont) 1. &ll.: ekkor f korldtos fv. . Biz.: ha z > K, akkor |f(z) — 1| < 1,
tehdt |f(z)| < 2 a limesz miatt (1); mivel f paros, ugyanez teljesiil, ha z < —K ; végiil a
[— K, K| korlatos, zart intervallumon e.a. tétel miatt f valamilyen C korlat alatt marad, tehét
|f(z)] < max(2,C) az egész R-en (1+1). a) Ha akdr a := sup f > 1, akdr f :=inf f < 1,
akkor ezeket maximum- ill. minimumként fel is veszi f (allitasért 1). Ugyanis pl. ha o > 1 és
f(zr) — a, akkor xj, korlatos kell legyen, mert ¢ < a—1 mellett elég nagy K-ra |z| > K esetén
|f(z)] <14¢e < a (1), és ekkor kivélasztva egy konvergens zy, részsorozatot és felhasznalva
f folytonossagat, f(xg,) — f(z*) = @, * maximum-helye f-nek (1).

b) PL. f(x):= lf_% amelyiknek csak minimuma van (az x = 0-ban a 0 értékkel) (1).

6.) (4 pont) = lim, . exp(y/nlogn —log3n) = +oo, mert /nlogn —log®>n — 400 és
lim, 00 €% = 00 (14+14+1+1).

7.) (5 pont) NEM. U.i. konvex fv.nek a hur gérbepontok kozotti szakasza alatt kell
mennie, de a (—1,2) és (1, —3) pontok kozotti H(x) = —2,52—0, 5 hdrra H(0) = —0,5 < k(0),
tehét a fliggvénygorbe pontja van magasabban. (Més: a —1 és 0 ill. a 0 és 1 z-koordinataja
pontok kozotti hirok meredeksége rendre -2 és -3, tehat csokkend, holott konvex fiiggvénynél
ennek novekednie kéne — ezért nem lehet £ konvex.) (Més: A (0,0) gérbeponton &t nincs
olyan T'(x) egyenes, amelynek (—1,2) és (1, —3) is folotte volna = A tdmaszegyenese k-nak.)

8.) (4 pont) V®(t) := (@(t),y(t)) = (—4sint,3cost) (2), ennek meredeksége m(t) =
—0,75cott (1), ami akkor valik végtelenné, ha t = kn, azaz t = 0 és t = 7 esetén (1).

9.) (6 pont) f(w§+15?{il dr (1) = w2+1+f 2;”3(‘1@% = arctanz + J (1),
J= fAHB CetD gy (1); az e.h. kraA+C—0B+D—O4A—|—C—54B—|—D—O(1),
)-

z2+1 x2+4
P he oy SR VP
10.) (5) fy /(ef — e )2+ (=2)%dt = f Ve 121 e 2dt = [(el + e_t)dt — 33,

11.) (5 pont) F = fl 2w/ (22)? 4 1dx = § fl ((42? +1 3/2) de = % [(42® + 1)3/2]3 =
(173/2 — 53/2).

12.) (6 pont) W dx‘ < [V f(@)| dz < [y g(x)dz < e ha M > N > Np(e), teht
J7° f(z) dz konvergens.
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