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Matematika A1H - Irasbeli vizsga H feladatsor
Datum: 2015. januar Munkaid6: 90 perc
Hallgaté neve: Hallgaté Neptun kédja:

1.) (5 pont) Fogalmazza meg és bizonyitsa is be egy (z,)52; C C komplex szdmsorozatra
vonatkozdan a Cauchy-féle konvergencia-kritériumot!

2.) (7pont) Mit jelent az, hogy egy f fiiggvénynek az (a, f(a)) pontban (ahol a € int Dy)
egy L(x) = mx+cegyenes (i) az f fiiggvény érintdje? (ii) az f fuggvény alsé tamaszegyenese?

a) Melyikbél lehet akar tobb is?

b) Mondjon példakat olyan fliggvényekre, amelyeknél az egyik létezik, a masik nem!

c) Mi a kapcsolat kozottiik, ha mindkett6 1étezik?

3.) (5 pont) A Riemann-integrél alaptulajdonsdgai kozott 6todikként szerepelt az tn.
”minimum-maximum korlatozas”. Fogalmazza meg és bizonyitsa is be ezt a tulajdonsagot!
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4.) (4 pont) Oldjameg z € C-re a 22 4+22+3 = 5 egyenletet!
Z [R—
5.) (4 pont) Sziintesse meg a A(z) := arctan <2> fiiggvény szakadasat!
x
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6.) (4 pont) Egy f figgvényt lényegében pdratlannak neveziink, ha lim =-1.
z—oo  f(x)

a) Igazoljuk, hogy ha egy f € C(R) fliggvény lényegében paratlan, akkor van gyoke is
(azaz olyan r € R szam, amelyre f(r) = 0)!

b) A valés polinomok koziil melyek lesznek lényegében paratlan fliggvények?

7.) (6 pont) Tegyiik fel, hogy az F' : R — R fiiggvény konvex, és F'(0) = —2. Bizonyitsuk
be, hogy ha F' valahol felveszi a —1 értéket is, akkor van gyoke is!
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9.) (5 pont) Tekintsiikk a [0,7/3] szakaszon a h(x) := In(cosz) fiiggvénygorbét, és
szamitsuk ki az {vhosszat!

8.) (6 pont) Keresse meg az / dx primitiv fliggvényt!

10.) (4 pont) Vegyiik a chz figgvényt 0 < = < l-re, és forgassuk koriil az y tengely
koriil. Szamitsuk ki a korbeforgatds soran sturolt H felillet A := A(H) felszinét!

11.) (5 pont) Hatdrozza meg annak a @ sikidomnak a silypontjat, amely az y = cosx
gorbe 0 < x < /2 szakasz feletti ive és az x tengely ezen szakasza kozott fekszik!
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12.) (5 pont) Milyen a € R paraméter-értékek esetén lesz konvergens az /
2

improprius Riemann-integral?



Matematika A1H — H feladatsor — Megoldasok

1.) (5 pont) Cauchy-kritérium: A (z,)22, sorozat pontosan akkor konvergens, ha Ve >
0 AN € N, hogy ha m,n > N, akkor |z, — z,| <& (2).

Két iranyt kell igazoljunk. Konvergens = Cauchy: ha z, — z, akkor ¢* := ¢/2-hoz is
AN = N(eg/2), amelyre |z, — z| < e* =¢/2ill. |z, — 2| < € = ¢/2 minden m,n > N-re: igy
|2n — 2m| < |zn — 2| + |2 — 2m| < € is teljesiil Ym,n > N (1).

Megforditva, legyen most (z,) Cauchy. Akkor nyilvan korldtos is, és a Bolzano—Weierstrass-
tétel értelmében kell legyen konvergens részsorozata, azaz 3(z,, )52, C (2n)pe; részsorozat,
hogy zp, — z (k — 00) (1).

Vélasszunk &’ := £/2-h6z N'-t a Cauchy tulajdonsdg szerint, és N”-t, amelyre ha k, > N7,
akkor mar |z,, — z| < €/2. gy minden n > N := max(N’, N”) és hozzé tetsz. ny > N”
esetén |z, — z| < |zn — 2n, | + |2n, — 2| <€/24¢€/2 =¢, tehdt z, = 2z (n — 00) (1).

2.) (7 pont) (i) L(x) érinté, ha L(a) = f(a) (azaz ¢ = f(a) —ma), ami azt jelenti, hogy
L atmegy az (a, f(a)) ponton, és m = lim,_, W (beleértve, hogy ez 3)  (1).

(ii) L(z) tdmaszegyenes, ha L(a) = f(a) (¢ = f(a) — ma, L dtmegy az (a, f(a)) ponton),
és Vo € Dy f(x) > L(x) (azaz a fiiggvény az L egyenes folott halad) (1).

a) Tdmaszegyenesbdl akar tobb is lehet, 1d. pl. az f(x) := |z| az a = 0 pontban  (1).

Mivel az érinté (az érint6 m meredeksége) hatarértékkel van definidlva, az vagy nem
létezik (és akkor nincsen érinté sem), vagy létezik, és akkor egyetlen lehetséges m értéket
hatdroz meg: igy érinté vagy nincsen, vagy csak egy lehet  (1).

b) Az a = 0 pontban g(z) := |z| példa arra, hogy sok tdmaszegyenes van, de érinté nincs
(1) és h(z) := 23 fv. példa arra, hogy tdmaszegyenes nincs, de érint6 (derivélt) van  (1).

c) Ha az érint6 1étezik, akkor az egyértelmii, és az e.a.-on bebizonyitottuk, hogy — feltéve,
hogy a € int Dy belsd pont! — csak ez az egyetlen L(x) lehet az egyetlen tamaszegyenes is (1).

3.) (5 pont) ”Minimum-maximum korldtozas”: ha f € R(I) (Riemann-integralhatd) az
I = [a, b] korlédtos, zart intervallumon, akkor inf; f (b —a) < fab f(z)dz < sup; f (b—a) (2).
(" Gyengébb” formaban: ha m < f(z) < M (Vx € I), akkor m(b—a) < fff < M(b—a)).

Ennek bizonyitdsa azon mulik, hogy ez minden S(f,t,x) Riemann-féle integral-kozelito
osszegre is mind teljestil (1): w.i. ha Aty 1=ty —tg, akkor inf; f (b—a) =inf; f > 7 Aty <
> ko flzr) Aty (= S(f,t,x)) < D2k _gsup; f Aty =sup; f (b—a) (1).

Ha f Riemann-integralhaté, akkor fab f ezen S(f,t,x) Osszegek hatarértéke, igy a renddr-
elv miatt a hatdrértékre is teljesiilnek ugyanezek az egyenlétlenségek (1).

4.) (4 pont) A nevezd miatt z # 2 (1). Felszorozva (z — 2)-vel, (z — 2)(2%2 +22 +3) =
2(14252)—2—22—2% = 242(2+72)—2—2(2+%) = 2—2z (1), tehdt (2—2)(224+22+3) = —2+2,
azaz 2> = 8 (1). A megolddsok tehat /8 = 2 abszoliitértékiiek és (2/2)3 = 1, tehdt z = 2 és
z = —14+/3i. Ebbél z # 2 miatt csak z = —1 4 /3i a valédi megoldasai az egyenletnek (1).

5.) (4 pont) A A(z) fv. péros, és folytonos mindeniitt, ahol = # 0 (1), és a 0 € Dy \ Dy
pontban kell megvizsgdlni, hogy a szakaddsa megsziintetheté-e (1). A 0-ban a hatarértéke
létezik, éspedig lim, 0 A(w) = limy_ /52_, o arctany = /2 (1). Igy a hatérértékkel értelmezve
a kiterjesztést, a A(z) := A(x) (x # 0) & A(0) := /2 fv. folytonos lesz a 0-ban is (1).

6.) (4 pont) a) (2 pont) Legyen 0 < £ < 1 tetsz., és K (> 0) olyan, hogy > K-ra mér
|f(—z)/f(x) — (—1)] <e(< 1), azaz (f(z) #0és) f(—z)/f(xr) < =1+ <0, negativ.  (1).



Ez azt jelenti, hogy az I = [ K, K| intervallum két végpontjaban f értékei kozrefogjdk a 0-t,
tehat Bolzano tétele értelmében van olyan z € I, amelyre f(z) =0 (1).
b) (2 pont) Ha f(x) = apz™ + -+ + a1z + ag, deg f = n(< a, # 0) polinom, akkor

limyso f(—2)/ (@) = lmg oo (F(=2)2™)/(f(2)/2") = im0 (f(—2)/2™)/ Ty soo (f(2)/27) =

an(—=1)"/a, = (—=1)" (1). Tehat f lényegében ptlan < n ptlan < f pératlan fokd (1).

7.) (6 pont) Legyen F(a) = —1, és tekintsiik a (0,—2) és (a, —1) fv. pontokon athaladé
hirt (1), aminek egyenlete H(z) = max — 2, ahol m := F(ag:(l;—'(O) = _1_61(_2) = 1/a a hur
meredeksége (1). A konvexitas értelmében a hir a 0 és az a x-koordinatak kézotti I szakaszon
a fv. felett, azon kivil azonban a fv. alatt kell haladjon (1). Ma&rpedig, mivel a hir nem
vizsszintes (m = 1/a # 0), a hir fel fog venni tetsz6legesen nagy pozitiv értékeket is (I-n
kiviil is) (1). Kokrétan pl. mar H(2a) = 0, 2a ¢ I, és mar ott is F'(2a) > H(2a) = 0;
altaldban H(na) =n — 2, és F(na) > H(na) = n — 2. Tehat van b, hogy F(b) > 0, mikézben
F(a) = -1 <0, és F folytonos is — mert konvex fv. folytonos is (1) — igy alkalmazhatjuk
Bolzano tételét: van olyan c is, amelyre F'(c) =0 (1).
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8.) (6 pont) %I::f% d:c—fe(ji%i) dx:f% dz (1).

Helyettesitve y := e™-et, = [ %yﬁry&iﬁ dy = f QH + f 2+1 dy + f QH dy (1+1).

Az els6 két integrél arctan(y) és —ﬁ (1), mig a harmadlkra y =tgt helyettesités utan
i m dy = [2cos®t dt = [(1+cos(2t)) dt =t+ 3 sm(2t) =arctany + /> +C (1)

C —8arctan( )+46621+C( ).

Osszevonva és visszahelyettesitve I = 8 arctan(y) +4-2

1+ 2
Meg lehet oldani gy elindulva is, hogy I = [ % dr =4 f ha Ch — +2tanh x, ahol
C‘fl—xx = gfff’i’ = 2arctan e® + C, és végiil ugyanaz jon ki, mert tanhz = Qzﬁ =1- egfj

9.) (bpont) I= 7T/3\/h’ ldz, (1) 7r/3\/tg x+ ldx = W/3 —L_dz (1),

amit a Weierstmss fele x =2 arctant t= tg (z/2) helyettesztessel meg lehet oldanl (1).
Innen g := tg(/6) = 1/v/3 jeloléssel I = [} -1, Hiﬁdt = JiZzdt (1), azaz

1+¢2

I=[f (ﬁ _ t%) dt = [ln 1“}0 In (%J&) (1). Ugy is meg lehet oldani, hogy

az integralasi hatarokkal nem toérédve primitiv fv.t keresiink, majd visszairjuk az eredeti x
_ /3

valtozét és a Newton-Leibniz szabalyt alkalmazzuk: igy I = [ln (haii%ﬂ " , ami ugyanaz.

10.) (4 pont) A= fo 21xz+/ch’( ldx = fo 2y /sh?(z)? + ldx = fo 2wz chzx drx

(141). Legegyszertibb parcialis mtegralassal : fo x ch (z) dr = [z shaz]{— fo shz dx =

SR R ML et e )
11.) (5 pont) M = f(;T/Q cosx dx = [sinat]g/2 =1 az 0ssz teriilet (1).
S, = M Orr/Zxcosxdx =z Sil’ll‘]g/Q B (;7/2 sinzdr = /2 — 1 (1+1);

Sy = 7 Oﬂ/2%cos rdr =1 07r/2(1+cos(2x)) dx =m/8 (1+1).

12.) (5 pont) Ha létezik, akkor f;o zlolg — dr = lim7 o0 f2T m dr (1).

¢ . (o log T —aylog T
Igy el6bb ezt szamitjuk ki: f2 xlog — fl;g% yl = [y gz (haa #1), (1),
mig a = 1 esetén = [loglog x|l = loglog T — loglo 2—>oo T — 00), divergens  (1).
g g10g L] glog glog g
Ha a # 1, akkor ha a > 1, akkor [—Ly!~ “]igég — —L-log' ™2, azaz konvergens  (1);

és ha a < 1, akkor log! =% T — co miatt divergens az 1mpropr1us mtegral (1).
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(Osszegezve: az improprius integral a > 1-re konvergens, és ekkor f2 xlog —dr = —5log""2))



