3. hazi feladat

1.feladat. Jeldlje az ma, mp, me, mp magassagegyenesek metszéspontjat a
szemkozti lappal M4, Mg, Mo, Mp, tovibba jeldlje axyz az X,Y, Z pontok
altal meghatarozott sikot.

I: Az ABCD tetraéder szemkozti élei merélegesek egymaésra.
1I: Az ABCD tetraédernek létezik magassagpontja: M

Bizonyitas (I = II) irdny:

I:>C*I>)J_,@

QaBCD 1L AMs = @ 1L AMy
Tehat: @ 1 aapm,

Analég modon belathatd, hogy C@ L aaBnmg-

Ebbél az kovetkezik, hogy aapam, = aapny, tehat A, B, M4, Mp pontok egy
sikban vannak, emiatt m 4 és mp magassagegyenesek metszik egymast.
Ugyanezen gondolatmenet alapjan mind a 4 magassagegyenes paronként metszi
egymést, amibgl kovetkezik, hogy mind atmennek egy M magassagponton.

Bizonyitas (II = I) irany:

(CD L AM ¢s CD L BM) = CD L aapy = CD L AB

Hasonléan belathato barmelyik szemkozti élpar esetén a merdlegesség.

2.feladat.
oM’ :

—  OA+O0B+0C+0D
B 2

Ekkor:

— —O71+O.B>+(ﬁ+(7ﬁ_5ﬁ—(f4+0?+o.é
> -

AM' =
2 2

BC=0C - 0B 1 0C +0B :=v

Itt hasznaltuk ki, hogy O a beirt kér kdzéppontja, ami miatt |O?| = |O?’|
Most hasznaljuk fel, hogy a szemkozti oldalak merélegesek:

BC LAD=0D-0A==w

MivelB?J_vésB?J_w,ezértB?L‘”rT‘”:w

— — .
Analog modon lathato, hogy CD L AM’ tehat apep L AM’, ami éppen azt
jelenti, hogy M’ € m 4.
Ugyanigy igazolhato, hogy M’ € mp, mo, mp, tehat M’ = M



Euler egyenes tétele 3-dimenzidora. FEgy magassdgpontos tetraéder M
magassagpontija, S sulypontja és a koré irt kor O kdzéppontja eqy egyenesen van.
Az S pont az MO szakasz felezépontja.

Bizonyitas:

—
OA+ 0B +0C + 0D
4
Jelolje s4 az A cstcsbol indulo sulyvonalat a tetraédernek. (tehat az A csics
és a BC'D héaromszog sulypontja altal meghatarozott egyenest)
BOD st . 0S4 =1 OC + 0D
stlypontjat jeldlje S4. Helyvektora: OS4 = 5(OB +0OC + OD)
Tehét s 4 silyvonal pontjanak helyvektorai:

—
0S8 =

— —
k-OA+(1-k)-OS4 , ahol k € [0,1]
k = } bizonyitja, hogy S’ € s4
Ugyanigy igazolhato6, hogy S’ € sg, sc, sp, tehat S’ = S a tetraéder sulypontja.

e
Az a tény, hogy OM = 20?’ bizonyitja a tétel allitasat.

3.feladat.
a.) 100 db 90°-os forgatas kompozicidja, tehat eltolas.

b.) Ty :=F4,Fa,Fa,Fa,, ez nyilvan eltolas, melynek vektorat egy tetszéleges
ponton vizsgalva megkapjuk, hogy 2A4; As.
25 5 5 ’
T = T2, tehat T eltolas vektora PT(P) = 504, A3 = 251/2

c.) Mivel ez 99 darab 90°-o0s forgatas kompozicidja, ezért ez egy 270°-os forga-
tas. (99 =3 mod 4)

4.feladat. Hatarozzuk meg a kocka csicsait:

A z tengelyen 1év6 csticsok: A = (0,0, ?)T, G = (0,0, 7@)@

Két olyan kocka van mely kielégiti o feladat feltételeit, itt most az eqyiket szd-
molom ki, a mdsik ennek a tikorképe [x,y] sikra.

Tegyiik fel, hogy B € [z, z], és B, > 0.
Hasznéljuk fel, hogy |AB| =1 és |AG| = /2.
Ezekbsl B = (2,0, 712)7 adodik.
Ezt a B pontot forgassuk el z tengely koriil 120°-al kétszer, és megkapunk két

tovabbi csiicsot:

_1 _\3 0
2 2
T =Rponrize = | L -1 0
0 0 1
E=T(B)= (-7 % 575)"
D=T(FE) = (—%, —g, ﬁ)T Az hidnyz6 3 csicsot megkaphatjuk, ha tiik-

rozziik B, E, D cstucsokat az origéra:



H e 23
/1 p) 1 \T

0= (5= .=5)
_ 1 2 1 \T

F_(ﬁvTa_m)

Egy kockat dnmagéra képezs egybevagdsiga esetén minden csics egy ké-
pének koordinatija eredetileg is egy csics koordindtaja volt. Ezen egyszerd
észrevétel segitségével konnyen leszamolhatjuk hany kiilénb6z6 ilyen transzfor-
mécio létezik:

A cstcs képe 8-féle lehet (barmelyik cstcs).

B csics képe szomszédos kell legyen A cstcs képével, tehat 3 lehet&ség van.

C cstucs képe szomszédos kell legyen B csucs képével, és nem lehet azonos A
képével, ami 2 lehetGség.

Ezen 3 csiics képe mar egyértelmiien meghatarozza az egybevagosdgunkat, ami
azt jelenti, hogy pontosan 48 ilyen matrix létezik.

Példa:
Legyen: T, az a leképezés, mely megcseréli A, B cstucsokat, és C csucs atviszi
D-be. Konnytd atgondolni, hogy ez éppen arra a sikra valé tiikrozés, melynek

normélvektora: n = AB = (%707 —%)T Tehat ennek a transzformaciénak a
matrixa:
_1 g 2v2
3 3
To=M,=| 0 1 0
2v2 g 1
3 3
Megjegyzés:

Egybevigosigi transzforméciok matrixai szortasra nézve zartak:

T, Ty j6 matrixok, igy T2, (T20T), (T20T?) is j6 matrixok. Konnyti atgondolni,
hogy ezek mind kiilénbozGek is.

(T? métrix is trivialisan jo, hiszen identitds matrix.)

5.feladat.

Menelaosz-tétel. Legyen ABC' egy tetszdleges hdaromszdg, melyet e egye-
nes két pontban metsz: M € AC, E € BC pontokban. Tovibbd N legyen az e
egyenes metszéspontja az AB oldal meghosszabbitdsdval. Ekkor:

AM CE BN )
. ===
MC EB NA
Bizonyitas:
Jelolje B cstcs merdleges vetiiletét e egyenesre F'.

Ekkor AMN és BF N haromszogek hasonléak, valamint CEM és BEF harom-
szOgek hasonloéak. Tehéat:

o

o vi o op e

BP “EB BF

sl



Ezeket 6sszeszorozvas:
AM CE NA MC

BF EB NB BF
Innen egyszerd atrendezéssel adodik a tétel allitdsa, ha felhasznaljuk, hogy
NB=—BN.

Ceva-tétel. Legyen ABC tetszdleges haromszdog, oldalain egy-egy pont E €
b, F €c, D€ a. Ekkor AD, BE, CF egyenesek pontosak akkor metszik eqymdst

egy O pontban, ha
AF BD CE

. . =1
FB DC EA
Bizonyitas:
Menelaosz-tétel ABE haromszigre:

AF BO EC )
FB OF CA

Menelaosz-tétel BC'E haromszogre:

Bl 5
pé AE OB

A két egyenletet Gsszeszorozva éppen a tétel allitasat kapjuk az egyszertsitések
utan.



