5. hazi feladat

1.feladat. z+1 = %2 = 23 egyenest jeldlje e.

2 2

v =(1,2.2)7 az irdnyvektora.
1 -7 4 4
Ry 180 = 9 4 -1 38
4 8§ -1

Az eltolasi rész pedig: (I — Ry 180)(—1,2,-9)7 = §(—12,48, —42)7
Tehat az e egyenesre valo tiikrozés matrixa:

-7 4 4 —12

14 -1 8 48
T = 94 8 —1 —42
0 0 0 9

-1 0 0 O
0 1 0 O
Ty = 0 0 -1 0
0 0 0 1

Tehat a kompozicio 4x4es matrixa a sorrendtdl fiiggGen:

7T 4 -4 12
1]-4 -1 -8 48

Ty =TT, = 9|l—-4 8 1 -—42
0 0 0 9
7T —4 —4 12
1 _
T, —T,T, - 4 1 8 48

9—-4 -8 1 42
0 0 0 9

Allitas:
Jeldlje d két tiikrozés tengelyeinek tavolsagat. A kompozicié eltolési vektoranak
nagysaga legalabb 2d, de fels6 korlatot nem lehet ra adni d fliggvényében.
A bizonyitdshoz haszndljuk fel, hogy az eltoldsi vektor nagysdga éppen az origd,
€s az origo képének tdvolsdga.

Bizonyitas (also korlat):

Legyen « egy olyan sik, mely nem meréleges egyik tiikrozés tengelyére sem, és
tartalmazza a két tiikkrozés egyeneseinek norméltranszverzalisat.

Erre a sikra valé merdéleges vetiiletet vizsgilva a transzformacié két parhu-
zamos egyenesre vald tiikrozés kompozicidja, melyek tavolsaga d. Tehat eltolds
2d-vel. Ez azt jelenti, hogy az eltolasi vektor meréleges vetiilete « sikra 2d nagy-
sdgi. Egy vektor meréleges vetiilete nem lehet hosszabb az eredeti vektornél,
ezért az eltolasi vektor nagysaga legalabb 2d.

Az alsé korldt éles. Erre példa ha a két egyenes és az origé egy sikban vannak.



Bizonyitas (felsé korlatra konstrukeio):
Rogzitsiink két pozitiv paramétert: k,d. Tikrozziink elGszor az x tengelyre,
majd az (r = k,y = d) egyenesre. (z tengely eltolva (k,d,0)T vektorral)
Ekkor a két egyenes tavolsaga d.
Az origo képe pedig: (2k,2d,0)7.
Tehat az eltolasi vektor nagysaga 2vk?2 + d?
Ez bizonyitja az allitast, hiszen rogzitett d esetén az eltolasi vektor tetszélegesen
nagy lehet k vélasztasatol fliggben.

2.feladat.

(a)

Oldalakat ismerjitk: a = 5,b=%,c = 2?”
Szogek koszinusztétellel szamolhatéak:

v =125°15'62” = 2,186276

B =54°44'8 = 0,9553166

a="T0°31'44" = 1,230959

Jelolje O a beirt kor kdzéppontjat, és jelolje P a beirt kor érintési pontjat
AB oldallal.

BCO haromszogre szogekre vonatkozo koszinusz-tétel:

cos(COB<) = —cos(3) cos(g) + sin(3) sin(g) cos(a) = —0,408248
COB<« = 114°5'41” = 1,99133

sin(3)

————— =0,972835
sin(COB<) ’

sin |OB| = sin(a)
|OB| = 76°36'53" = 1,33718
Ezek utdn r = |OP| meghatarozhat6 OPB derékszogli haromszoghdl:
sin |OP| = sin(OB) sin(2) = 0, 447213
Tehat a beirt kor sugara: r = 26°33/54” = 0, 463647

A koriilirt kor sugardnak meghatarozasa:

Jelolje D az AB oldaliv felez6pontjat.

BCD gémbi haromszog alapjan:

cos |CD| = cos(%) cos(F) + sin(5)sin(F) cos(8) = 0,5

Innen |CD| = 60° = 7 adodik.

Mivel |CD| = |AD| = |BD|, ezért D a koriilirt kor kézéppontja.

A koriilirt kor sugara: R = 60" = 5
Nem. Ellenpélda:
Legyen o = 3 = v = I, ekkor nyilvan a = b = ¢, tehat a® + b # ¢?

Gombi Pithagorasz-tétel:
Ha v = 7 akkor koszinusztétel alapjan: cos(c) = cos(a) cos(b)

3.feladat.
(@) a=Zb=%.c=1
cos(b) = cos(a) cos(c) + sin(a) sin(c) cos(fB)



Innen: 8 = 108°31'56” adodik.

BA; A derékszogii haromszogre szinusz tétel:
sin |[AA;| = sin(c) sin(8)

Innen |AA;| = 28°17'56” = 0,49391 adodik.
cos(c) = cos|AA;|cos | BA;|

Innen [BA;| = 10°23/55” = 0, 18149

Ha egy gémbi haromszdg egyik oldalan fekvé mindkét szdge derékszog,
akkor nincs egyértelmi magassagegyenese ennek az oldalnak. (végtelen
sok magassagegyenese van)

Tétel. Ha Egy gombi haromszognek legfeljebb egy derékszdge van, ak-
kor minden magassagegyenes egyértelm, és ezek egy atellenes pontparban
metszik egymast.

Bizonyités:

Jeldlje a, b, c a gdbmb kozéppontjabdl a csticsokba mutatd vektorokat.
Az AB oldal ive mer6leges a x b vektorra.

A CC; magassagegyenes tehat merdleges ¢ x (a x b) vektorra.
Hasonléan: AA; magassagegyenes meréleges a X (b x ¢) vektorral.
Tehat AA; és CCy metszéspontjaba mutato vektor parhuzamos
v:=(c x (ax b)) x (ax (bxc)) vektorral.

Hasznaljuk fel, hogy: a x (b x ¢) = —(c x (ax b)) — (b x (¢ x a))

Ezt alkalmazva: v = —(c x (a x b)) x (b x (c x a))

Mivel ez parhuzamos két masik magassagegyenes metszéspontjaba mutato
vektorral, ezért ezzel belattuk, hogy létezik magassagpont.

Ha t6bb, mint 2 derékszdg lenne, akkor ¢ x (a x b) =0 fordulna eld.

ABF, haromszogbdl ismert 2 oldal, és kozrezart szog:

cos |AF4| = cos(c) cos(§) + sin(c) sin(§) cos(B) = 0, 73934
Tehdt |AF,| = 42°19'45”

Innen konnyen szamolhat6: BAF < = 32°36'14” = BAS<

Hasonléan BFpA haromszoget vizsgalva:
a = 50°43'43”

|BFg| = 24°44'8”

ABFp< = 67°40'45” = ABS<«

Mar ismerjiik ABS haromszog egyik oldalat, és a rajta fekvs két szoget,
igy minden paramétere szamolhato:

BSA< =83°35'6”

|AS| = 27°44'22”

Igen, egy gombi haromszdgnek 1étezik stilypontja.

Bizonyitas (b) feladathoz hasonléan:
AF 4 silyvonal meréleges ((b + c) x a) vektorra.



BFp sulyvonal meréleges ((a+ c) x b) vektorra.
CF¢ stlyvonal meréleges ((a+ b) x c) vektorra.

Tehat AF4 és BFp metszéspontjaba mutaté vektor parhuzamos:
((b+c) x a) x ((a+ c) x b) vektorral.

Ezt hozzuk szebb formara:
(b+c)xa)x((at+c)xb)=(bxa)x(axb)+(bxa)x(cxb)+
(cxa)x(axb)+(cxa)x(cxb)=

= 0 — (bac)b + (cab)a + (cab)c = (abc)(a+ b +c)

Lathato, hogy ugyanezt a vektort kapnank mésik 2 sulyvonal metszéspont-
jat vizsgalva, tehdt mindharom stlyvonal egy pontban metszi egymaést.

4.feladat. Tegyiik fel, hogy a goémb 1 sugart.
A gdmbi n-szog teriilete: a1 + ...+ a,, — (n — 2)m, esetiinkben ez 4o — 27w = 1,
amib6l a = 12T = 1.820796 = 104°19'26” a négyszog szdge.

Egy cstcs koré irt kor teriiletének 5--ad része esik a négyszogbe, igy a kere-
sett teriilet 7' =1 — 4T}, 5~ lesz.

A koOrok teriiletének kiszamitasahoz ismerniink kell a sugarukat, ami a négy-
szOg oldalanak fele. A négyszog oldalat a szogekre vonatkozod koszinusztételbsl
kaphatjuk meg. Nézziik a négyszog két oldala, és egy atloja altal meghatéarozott
haromszoget. Ekkor

cos (%) = —cos (%) cos(a) + sin (%) sin(«) cos(a)

, igy a = 52°53'28” a négyszog oldala. A korok sugara ennek a fele, tehét
r = 26°26'44” .A kor teriilete Tk = 27(1 — cos(r)) = 0.65749.

Ebbdl a keresett teriilet T = 0.23787.

5.feladat. Ptolemaiosz-tétel: Egy hurnégyszog atloinak szorzata megegyezik
a hirnégyszog szemkozti oldalainak szorzatanak Osszegével.

Bizonyitas: Vegylink fel az AC &atlon egy E pontot, melyre teljesiil, hogy
ABD< = CBE«.

Mivel az ADB< és az ACB< az AB ivhez tartozé keriileti szogek, igy
ADB<g = ACB4, igy az ADB és BEC haromszogek hasonlok.Oldalaik ara-
nya megegyezik, tehat AD : BD = EC : BC, ebbsl EC = (BC - AD) : BD
kovetkezik.

BAC< = BDC<, mivel ezek a BC' ivhez tartozo keriileti szogek. Tehat
az ABE és BCD haromszogek hasonlok. Ekkor az oldalak aranya megegyezik,
tehat AE : AB=CD : BD, amib8l AE = (CD - AB) : BD.



A két kapott egyenletet Gsszeadva kapjuk, hogy

AE + EC = (CD - AB) : BD + (BC - AD) : BD
CD-AB+ BC - AD
A =
¢ BD

AC-BD=CD-AB+ BC-AD

, amivel bizonyitottuk a tételt.



