1. Vektorterek és linearis leképezések

1.1. Feladat. Legyenek A, B : R? — R? az
Az, y) = (22 - y,y)
B(‘Ta y) - (—Z',.Z' =+ y)

moédon definidlt leképezések. Ellendrizziik, hogy linedrisak és irjuk fel a méatrixukat a standard
bazisban. Irjuk fel az A o B és B o A kompozicidk méatrixat is. Mi a kapott matrixok nyoma és
determindnsa? Irjuk fel A matrixat az {(1,0), (1,1)} bazisban is.

1.2. Feladat. Tekintsiik azt az A : R? — R? linedris leképezést, ami az (1,0) vektort a (2, —1,0)
vektorba, a (0,1) vektort pedig a (—1,0,3) vektorba viszi. Mi a métrixa a standard bazisban? Tek-
intsiik R?-ben az {(1,1), (1, 3)} vektorokat, R3-ben pedig az {(1,1,0), (1,—1,0), (0,0, 1)} vektorokat.
Ellenérizziik, hogy ezek bazisok és irjuk fel A méatrixat ezekre nézve.

1.3. Feladat. Mik az (1,2,0) vektor koordinatai a
{(07 17 1)7 (1a ]-7 0)’ (1a 17 _1)}
bazisban?

1.4. Feladat. Legyen a = (0,—1,3,4,0), b = (1,0,—-2,—1,7) és ¢ = (—3,1,7,9,0). Mennyi |4a|,
| —1(2b—c)|, (a+b,a—b) és (2a, —c) a standard skaldris szorzatra nézve?

1.5. Példa. Példik R? és R3 linedris transzformécidira: forgatés, vetités, nytjtas, tikrozés, ezek
matrixa az i, j, k ortonormélt bazisban.

1.6. Feladat. Szamoljuk ki a sik a szogil forgatasanak R(a) méatrixat és ellendrizziik a szogfiig-
gvényekre vonatkozé addiciés képleteket. Mi az x tengelyre vonatkozé tiikkrozés matrixa? Ha v
egységvektor R3-ban, akkor mi a v egyenesére vetités matrixa?

1.7. Feladat. Mekkora annak a hiromszognek a teriilete, amelyiknek két oldala a = (1,2,5) és
b=(-1,1,-3)7

1.8. Feladat. Legyen a = (—1,3,4), b = (1,0,7) és c = (—12,9,0). Mennyi abc és bac? (—153,
153)

2. Vektorfiiggvények derivalasa
2.1. Feladat. Mi az r : R — R3, r(t) = sin(2¢t)i + sin (t + %) j sikgorbe to = 5 pontjdban az érintd
egyenlete?
2.2. Feladat. Tekintsiik az egységgomb
r(0,¢) = sin(0) cos(¢)i + sin(0) sin(¢)j + cos()k
paraméterezését. Mi az érintésik egyenlete a (0o, o) = (5, 7) paraméterti pontban?
2.3. Feladat. Legyen f : R? — R, f(z,y,2) = (2% +y*+2?). Mi grad f? Mi divgrad f? ((z,y, 2),3)

2.4. Feladat. Mi a sikon az sin(z + y)sin(z — y) — 3 = 0 gorbéhez az (z¢,y0) = (5, §) pontban
hiizott érint6 egyenlete?

2.5. Feladat. Mi a térben az 22 + 3zy — 23 — 222 + y* + 1 = 0 feliilet érint6sikjanak az egyenlete
z (o, Yo, 20) = (3,1,2) pontban?

2.6. Feladat. Legyen fi(x,y) = e®siny és fo(x,y) = e” cosy. Mi grad f1, grad fa, divgrad fi, div grad fo?
2.7. Példa. Leibniz-szabalyok:

1. grad(fg) = (grad f)g + fgradg
2. AMfg) = (Af)g+2(grad f) - (grad g) + f(Dg)



3. Gorbementi integral
3.1. Példa. A :R3 — R3 linedris leképezés roticidja
3.2. Feladat. Mi az r(t) = e’ costi + e’ sintj + e'k gorbe ivhossza a t € [0,2] intervallumon?

3.3. Feladat. Mi az r(t)

?i + %t%j + 3t?k gorbe fvhossza a t € [—1, 1] intervallumon?

3.4. Feladat. Mi az r(t) = (sinht¢ + cosh t)i + (cosht —sinh t)j + v/2tk gorbe ivhossza a t € [0,1n 2]
intervallumon?

3.5. Feladat. Mi az u(z,y,2) = (y+2)i+ (z + 2)j + (x + y)k vektormez6 integralja az AB szakasz
mentén, ha A = (1,-2,3), B =(2,1,4)7

3.6. Feladat. Mi az u(z,y, z) = (y? —2?)i+2yzj — 2’k vektormez6 integralja az r(t) = ti+t%j+t°k
gbérbe mentén ¢t = 0-t6l ¢t = 1-ig.

3.7. Feladat. Mi az u(z,y) = ﬁi + ﬁj vektormezd integrélja

a) Az origé koriili R sugart kor mentén pozitiv irdnyitassal?
b) Az origé korili R sugaru kor mentén negativ irdnyitdssal?
c) Az r(t) = ai+ tj egyenes mentén (a > 0) t = —oo-t6l t = +oo-ig?

3.8. Példa. Nem konvex esetben nem elég rot = O:

u(ey.2) = 5t git 5]
:L‘, ) z =
Y 2+ 2y yz-]
lokélisan
u— grad arctan ¥ ha x # 0
grad — arctan % ha y # 0
de

2
/ (—sinti+ costj, —sinti+ costj)dt = 27w # 0
0
3.9. Feladat. Potencialos-e az alabbi vektormez6? Ha igen, adjuk meg egy potencialjat.

a‘) u(l‘, y) = yi + l‘j
b) u(z,y, 2) = eSFSINY i 4 eTHINY 5 cogyj + eTHSINY
) (@ +y2)i+ (y—2D)j+ (z + ay)k

)

u(z,y,z) = (yz_l)ysm(zx)i — CO;; 3 + sin® 2k

c
d

e vektorpotencidlos vektormezd vektorpotencidlja: adott u : R? — R3, divu = 0, keressiink
v : R? — R3 vektormez6t, amire rot v = u azaz

ov, B % .
oy 0z *
Ovy  Ov,

9z Oz —
% B 0vy .
oz oy ?



e harot v = u, akkor rot(v+grad f) = u is, legyen f(z,y,2) = [5 v:(z,y, {)d(, ezzel a harmadik
komponens eltiinik, megoldandé

Ovy
o, U
(%xiu
9z
Gy O _
oz oy -

e az elsd két egyenletbdl
Uy(x, Y, Z) = Cy(l'a y) - /O Ux(l', Y, C)dC
va(a,,2) = Calay) + [ (@9, 0)dc

e a harmadikbol

L ac, aC, 9 [ o
e T kol IHCR ST o AEHCATS
. % B oC, # Ou(z,y,()
T oy + o
oc,  aC,

:%_ ay +uz($7yaz)_uz(x’y’0)

tehat u,(x,y,0) = 90y _ 00x Ay egyik fuggvényt 0-nak valaszthatjuk, pl. Cp(z,y) = 0, ekkor
ox oy

e egy vektorpotencial tehat:

z

U:r(xvy7z) :/0 Uy(%%CMC
oy(e.9) = [ w600~ [ oy Ode
Uz(x,% Z) = 0

3.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy u(z, y, z) = 2%i + 3222j — 2x2k vektorpotencislos és adjuk meg
egy vektorpotencialjat.

4. Feliileti és felszini integral

4.1. Feladat. Adjuk meg az a = (2,1,9), b = (1,5,10) és ¢ = (0,4,0) helyvektori pontokat
tartalmazo sik egy paraméteres egyenletét és ennek segitségével irjuk fel egy normalvektorat.

4.2. Feladat. Adjuk meg az r(u,v) = (u + v)i + (u? + v?)j + (u3 + v3)k feliilet (ug,vo) = (1,—1)
paraméterti pontjaban a normalvektort és az érintGsik egyenletét.

4.3. Feladat. Adjuk meg az 22 +y? — 22 = 1 egyenletii egykopenyii forgashiperboloid egy paramé-
teres egyenletét és hatdrozzuk meg minden pontjaban a norméalvektorat.

4.4. Feladat. Forgassuk meg az y = f(z) differencidlhaté fiiggvény grafikonjat az = tengely koriil.
Irjuk fel a kapott forgastest egy paraméteres egyenletét. Mekkora az a < x < b savba es6 rész
felszine?



1/2
pl. f(z) =VI—22 a=—1,b=1, gsmb felszine: 27 [, VT — 2 (1 T lfﬂ) " g = 4.

4.5. Feladat. Mekkora az r(u,v) = e*(cosvi+sin vj+ k) feliilet (u,v) € [0, 1] x [0, 7/4] paraméter-
tartomanynak megfelel6 darabjanak a felszine?

4.6. Feladat. Hatérozzuk meg az x2 +12+ 22 = 4 egyenlet(i gombfeliilet (z — 1) +y? < 1 egyenletii
hengeren beliili részének a felszinét.

4.7. Feladat. Hol van a tomegkdzéppontja az origé kozépponti, vékony, R sugari, egyenletes p
feltileti tomegsiirtiségli gobmbhéjnak, ami a z > 0 féltérben talalhat6?

4.8. Feladat. Mi az u(z,y, z) = ri—yj+zk vektormezé integralja az r(u, v) = (u+2v)i+vj+(u—v)k
felillet (u,v) € [0,3] x [0,1] darabjan 25 x & iranyitds mellett?

5. Térfogati integral
5.1. Feladat. Hatarozzuk meg annak a térusznak a térfogatat, aminek a kozépkore R sugari, a
keresztmetszete pedig r sugartd, r < R.
5.2. Feladat. Mekkora a térfogata az 22 + y? + 22 < 4 gémb és a (v — 1)2 + y?> < 1 henger
metszetének? (Viviani-féle test)

2
5.3. Feladat. Az (%)2 + (%)2 + (%‘2) "< tartomanyt homogén anyagu, m tomegii test tolti ki

(R,h > 0). Mekkora a koordinatatengelyekre vonatkozo6 tehetetlenségi nyomatéka? Mi torténik, ha
n — oo?

5.4. Feladat. Mennyi az f(z,y, z) = xyz fiiggvény integralja az 22 +y? < R?, 0 < z < h hengeren?
5.5. Feladat. Integraljuk az f(z,y,2) = /22 + 42 fiiggvényt az 2 + y? + 22 < R? gébmbon.

5.6. Feladat. Mennyi az m tomegi egyenletes tomegeloszlasi vékony R sugaru kor alaka drét egy
atmérdjére vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka

5.7. Feladat. Szamitsuk ki az m tomegii egyenletes tomegeloszlasi vékony R sugart gombhéj egy
atmérdjére vonatkozo tehetetlenségi nyomatékat.

6. Integralatalakité tételek, vektorpotencial

6.1. Feladat. Szamitsuk ki az u(z,y, z) = yzi + xzj + xyk vektormez6 integraljat az = > 0,y >
0,2 > 0,2+ y+ 2z <3 tetraéder feliiletén kifelé mutatd iranyitds mellett?

6.2. Feladat. Integraljuk az u(z,y, z) = y?i + 22j + 2%k vektormezét az ABC haromszdgvonalon
(ebben az irdnyban), ahol A = (a,0,0), B = (0,a,0) és C = (0,0,a), a > 0.

6.3. Feladat. Mennyi az u(z,y, 2) = x(x — 2zy +2y22)i —y(22% + doyz +y22)j+ 2x2(z + 2y +2y2)k
vektormez6 integralja a 0 < x < 1, 0 <y <1, 0 < z < 1 egységkocka feliiletén kifelé mutatd
irdnyitas mellett?

6.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy u(z,y, z) = 2%i + 322%j — 2x2k vektorpotencialos és adjuk meg
egy vektorpotencidljat.
6.5. Feladat. Integraljuk a v(z,y, z) = —22yi + xy?j vektormez6t az 2 + y? = a? egyenletii koron
pozitiv forgasirannyal.
6.6. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy T sikidom teriiletét
A= :cj-dr:—j{ yi-dr
or or

moédon is szamithatjuk és ennek segitségével hatarozzuk meg az r(t) = cos®ti + sin®tj gorbével
hatarolt asztroid teriiletét.



7. Kozonséges differencidlegyenletek 1

7.1. Feladat. Szamoljuk ki az ¢'(x) = y(z)? — (z + 1)y(x) + 1 differencidlegyenlet szukcessziv

s sz

e sz

7.2. Feladat. Szamoljuk ki az y'(x) = y(x) differencidlegyenlet szukcessziv approximécidjival
kapott elsé négy kozelité fiiggvényt, ha a kezdeti feltétel y(0) = 1.

7.3. Feladat. Szamoljuk ki az ¢/ (x) = % differencidlegyenlet szukcessziv approximéaciéjaval kapott
els6 harom kozelité fiiggvényt, ha a kezdeti feltétel y(1) = 1.
7.4. Feladat. Szukcessziv approximécié segitségével hatarozzuk meg az y'(x) = = + y(x) differen-

cidlegyenlet y(0) = 1 kezdeti feltételhez tartozé megolddsat.

e ¢/ (z) = f(z,y(x)) egyenlet kozelitd megoldasat keressiik y(xo) = yo kezdeti feltétellel
o Fuler-moédszer: rogzitiink egy h > 0 lépéshosszt, x = x¢ + kh,

Yk+1 = Yk + hf(@r, yi)

azaz a figgvényt az (xg,yr) ponton dthaladé integralgorbe érintéjével helyettesitjiik, ennek
yr-beli értéke az 0j fliggvényérték

7.5. Feladat. Euler médszerével hatdrozzuk meg az y/(z) = x + y(x) differencidlegyenlet y(0) = 1
kezdeti feltételt kielégité megolddsdnak kozelitését © = 0 és x = 1/2 kozott h = 0,1 1épéshossz
mellett és hasonlitsuk 6ssze a pontos megoldéassal.

7.6. Feladat. Euler mddszerével hatarozzuk meg az y'(x) = y(x) differencidlegyenlet y(0
kezdeti feltételt kielégité megoldasanak x = 1-ben felvett értékének (azaz e-nek) kozelitését
lépéshossz mellett.

) =1
h=1

o /(z) = f(x,y(x)) egyenlet kozelitd megoldasat keressiik y(xg) = yo kezdeti feltétellel
o Runge-Kutta-médszer: rogzitiink egy h > 0 1épéshosszt, zp = zg + kh,

1 1
Y1 =Yk +hf (wk + §h7yk + ihf(xk, yk))

azaz a figgvényt az (xy,yr) ponton athaladé integralgorbe érintjével helyettesitjik, ezzel
kozelitjik az xj + h/2-beli fliggvényértéket, majd az ott dthaladé megoldds érintjének mere-
dekségével haladunk elére

7.7. Feladat. Hatérozzuk meg a Runge-Kutta médszerrel az y'(x) = x + y(z) differencidlegyenlet
y(0) = 1 kezdeti feltételt kielégité megoldasanak kozelitését x = 0 és x = 0,6 kozott h = 0,2
lépéshossz mellett és hasonlitsuk 6ssze a pontos megoldéssal.

8. Kozonséges differencialegyenletek 11

8.1. Feladat. Az 3" = 2x + 4y — 3y’ egyenletre az R? melyik tartomanyan teljesiilnek a Cauchy-
Peano-tétel illetve a Picard-Lindel6f-tétel feltételei?

8.2. Feladat. Az 1y = ytan x egyenletre az R? melyik tartomanyén teljesiilnek a Cauchy-Peano-tétel
illetve a Picard-Lindelof-tétel feltételei? Létezik-e az y(0) = 0 kezdeti feltételt kielégité megoldas?

8.3. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha f(z,y) folytonos és fliggetlen a masodik valtozotol, akkor
y' = f(x,y)-nak tetszbleges kezdeti feltétel mellett 1étezik egyértelmii megoldasa.
Oldjuk meg az y' = 222 — sin z differencidlegyenletet y(0) = —1 kezdeti feltétel mellett.

8.4. Feladat. Oldjuk meg az ' = e~ ¥sin? x differencidlegyenletet y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.



8.5. Feladat. Hatarozzuk meg a (2z 4+ 1)y’ — 3y = 0 differencidlegyenlet altaldnos megoldésat.
8.6. Feladat. Hatarozzuk meg az (1+z2)y’ + (1+%2) = 0 differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat.

8.7. Feladat. Oldjuk meg az zy’ = y + /a? + y? differencidlegyenletet y(3) = 4 kezdeti feltétel
mellett.

8.8. Feladat. Oldjuk meg az yy' + x = 0 differencidlegyenletet y(—2) = 4 kezdeti feltétel mellett.
8.9. Feladat. Mely fiiggvények a megoldéasai az 3y’ = ay differencidlegyenletnek, ha o € R tet-

sz0leges?

9. Fontosabb egyenlettipusok

9.1. Feladat. Hatarozzuk meg az

e%xy’ =22 + e%y
differencidlegyenlet y(1) = 0 kezdeti feltételt kielégité megoldasat. Létezik-e az y(0) = 1 kezdeti
értéknek megfelel6 megoldas?

9.2. Feladat. Oldjuk meg az zy’ =y — x cos® ¥ differencidlegyenletet.

9.3. Feladat. Oldjuk meg a 2zyy’ = y? — 22 differencidlegyenletet y(2) = 0 kezdeti feltétellel.

[ 2 QQ
Yy =y/x*ty+ .

differencialegyenlet altalanos megoldasat.

9.4. Feladat. Hatarozzuk meg az

9.5. Feladat. Hatarozzuk meg a (2zy — 22) + (22 — y?)y’ = 0 differencidlegyenlet dltaldnos megol-
désat.

9.6. Feladat. Egyvaltozés multiplikdtorral tegyiik egzakttd az x> + y* + S8xy3y’ = 0 differencidle-
gyenletet, majd oldjuk meg.

9.7. Feladat. Oldjuk meg a 2x + cosy — (zsiny)y’ = 0 differencidlegyenletet y(1) = 0 kezdeti
feltétel mellett.

9.8. Feladat. Hatdrozzuk meg az y cosh x 4 (sinh x — 2y)y’ = 0 differencidlegyenlet y(0) = 1 kezdeti
feltételnek eleget tevé megoldasat.

9.9. Feladat. Oldjuk meg az y” = ze® differencidlegyenletet.

9.10. Feladat. Egy test zuhan fiiggllegesen a gravitacio és a sebesség négyzetével ardnyos kozegel-
lenallas hatasara. A mozgast az y : R — R magassag-id6-fliggvény irja le, ami eleget tesz a

y'(t) = —g + ay/ ()

differencidlegyenletnek. A t = 0 pillanatban a test all és y(0) = h magasan tartézkodik. Hogyan
mozog ezutan?

9.11. Feladat. Hatdrozzuk meg az y” + y = 0 differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.

9.12. Feladat. Oldjuk meg az yy” = 1 + 3> differencislegyenletet y(0) = 1, y/(0) = 0 kezdeti
feltétel mellett.



10. Linearis differenciadlegyenletek

10.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az yi(z) = 23 és yo(x) = 1 fiiggvények az xy” — 2y’ = 0
differenciadlegyenlet megoldasterének egy bazisat alkotjak.

10.2. Feladat. Hat4rozzuk meg az xy” — (z + 1)y’ + y = 2%e® differencislegyenlet &ltaldnos meg-
oldasat, ha tudjuk, hogy y1 = €” és yo = x + 1 megoldja a hozza tartozé homogén egyenletet.

10.3. Feladat. Oldjuk meg az zy"” + 2y" = % differencidlegyenletet y(1) = 1, ¥'(1) = ¢"(1) = 0
kezdeti feltétellel.

10.4. Feladat. Oldjuk meg az y' — 3y = 0 differencidlegyenletet y(1) = —2 kezdeti feltétellel
10.5. Feladat. Hatdrozzuk meg az y” — 5y’ + 6y = 0 differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.

10.6. Feladat. Oldjuk meg az y” + 6y’ + 9y = 0 differencidlegyenletet y(0) = 0, ¢/ (0) = 1 kezdeti
feltétellel.

10.7. Feladat. Oldjuk meg az y” + 2y’ + 10y = 0 differencidlegyenletet y(0) = 3/(0) = 1 kezdeti
feltéltel mellett.

10.8. Feladat. Hatarozzuk meg az y*) +43” = 0 differencidlegyenlet y(0) = 2, y/(0) = 0, y//(0) = 4,
y"(0) = 8 kezdeti feltételt kielégité megoldasat.

10.9. Feladat. Oldjuk meg az y"” + 3y” + 3y’ + y = e % cos z differencidlegyenletet.

10.10. Feladat. Melyik fiiggvény az y” + 9y = 18 cos 3z differencidlegyenlet y(0) = 1, v/(0) = 3
kezdeti feltételt kielégité megoldasa?

10.11. Feladat. Hatarozzuk meg a 6y” — 5y’ + y = 152e?® — 2cos 2 differencidlegyenlet altaldnos
megoldasat.

10.12. Feladat. Oldjuk meg az vy + 2y” + ¢ = x + cosz differencidlegyenletet y(0) = /(0) =
y"(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

11. Megoldas sorfejtéssel, Laplace-transzformacio
11.1. Feladat. Oldjuk meg sorfejtéssel az y' = x + y differencidlegyenletet y(0) = 0 kezdeti feltétel
mellett.

11.2. Feladat. Sorfejtés segitségével hatdrozzuk meg az (1—x)y” +xy' —y = 0 differencidlegyenletet
y(0) = 4/(0) = 1 feltételt kielégi{té megoldasat.

11.3. Feladat. Hatarozzuk meg az f : (0,00) — R, f(t) = cos? t fiiggvény Laplace-transzformaltjat.
11.4. Feladat. Legyen 0 < a <b. Mi az f: (0,00) — R,

0 hat<a
fA)={ =% haa<t<b
1 hat>b

fliggvény Laplace-transzformaltja?
11.5. Feladat. Szdmoljuk ki az f : (0,00) — R, f(t) = t~1/2 fiiggvény Laplace-transzformaltjat.
11.6. Feladat. Mi az f(t) = sgnsin(nt) fiiggvény Laplace-transzforméaltja?

11.7. Feladat. Laplace-transzformécié segitségével oldjuk meg az y” + 2y’ + 2y = 0 differencidle-
gyenletet y(0) = 0, /(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.

"

11.8. Feladat. Hatarozzuk meg Laplace-transzforméaciéval az 4"’ +y = 1 differencidlegyenlet y(0) =

y'(0) = ¢ (0) = 0 kezdeti feltételt kielégitd megoldésat.

11.9. Feladat. Laplace-transzformécié alkalmazasival oldjuk meg az xy” + 2y’ + xy = 0 differen-
cidlegyenletet.



12. Linearis differenciadlegyenlet-rendszerek

12.1. Feladat. Mi a Jordan-felbontasa az

5 4
matrixnak?
12.2. Feladat. Adjuk meg az
4 1 -1
A= -2 1 1
2 1 1

matrix Jordan-felbontasat.

12.3. Feladat. Adjuk meg az

Y1 = by1 + 4y
Yy = —9y1 — Tyo

differencialegyenlet-rendszer altalanos megoldédsat.

12.4. Feladat. Oldjuk meg az

Y= —uy1 + 2y
Yo = —2y1 — Y2

differencidlegyenlet-rendszert y1(0) = 1, y2(0) = —1 kezdeti feltétel mellett.

13. Stabilitasvizsgalat

13.1. Feladat. Instabilis vagy stabilis az

Yy =y + 3y2 + 2u3
Yh = —y2 — 2y3
yh = 21 + 3y2 — 3

differencialegyenlet-rendszer? Igaz-e, hogy aszimptotikusan stabilis?
13.2. Feladat. Hol vannak és milyen tipustuiak stabilitds tekintetében az
y=y—y°
differencialegyenlet stacionarius pontjai?
13.3. Feladat. Mik a stacionarius pontjai az
)
Y1 =Y +y2 —yiy2 — 2
Yo = —y% —2y2 +y1y2 +4

egyenletrendszernek? Melyek stabilisak és melyek instabilisak?



13.4. Feladat. Hatarozzuk meg az

4 2 -3 2
0O 1 0 O
A= 5 2 -4 2

matrix Jordan-féle normalalakjat.
13.5. Feladat. Hatarozzuk meg az

Y = 2y1 + 3y
Yy = —3y1 + 2y2

differencialegyenlet-rendszer altalanos megoldédsat.

13.6. Feladat. Oldjuk meg az

Y= —2u1 + 1y
Yy = —2y2 + 3
ys = —2y3

differencidlegyenlet-rendszert y1(0) = 0, y2(0) = 0, y3(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.
13.7. Feladat. Stabilis-e az

Y1 =3y1 — 9y2 + Yy3

Yo = —1y1 + 4y2 — 5y3

ys = —2y1 + Tya — 8ys
differencialegyenlet-rendszer?

13.8. Feladat. Stabilis-e az

l/ll =—Yy1+ys+uys
Yy = —2y1 + Y2 — 24
Ys = —y2 + Y3+ 2y
Y= —2y1 + Y2 — Ya

differencidlegyenlet-rendszer?

13.9. Feladat. Hol vannak az
vi =2y + 45
Yo = —2y1 + Y2

differencialegyenlet-rendszer staciondrius pontjai? Ezek koziil melyik instabilis illetve aszimptotiku-
san stabilis?

13.10. Feladat. Mik az

y1 = siny; + sinyy

Yo = —siny; + sinyy

differencialegyenlet-rendszer stacionarius pontjai? Melyek stabilisak ezek koziil?



13.11. Feladat. A csillapitott sikinga mozgdsegyenlete y” + 2ay’ + sin(y) = 0, ahol a > 0 jelent
csillapitast, y a fiiggblegessel bezart szoget jelenti (y = 2k7 lefelé, y = (2k + 1)7 pedig felfelé). Mik
az egyensilyi pontok és melyek stabilisak?

13.12. Feladat. Mik az

yi=01-yl—v3)n
yh = (1 =y —93)y2

differencialegyenlet-rendszer stacionarius pontjai? Milyen tipustiak stabilitas tekintetében?

14. Tovabbi vegyes feladatok

14.1. Feladat. Hatarozzuk meg az xyz = 1 egyenletii feliilletnek azokat az érintésikjait, amelyek
parhuzamosak az = + y + z = 5 egyenletii sikkal.

14.2. Feladat. Mekkora az r(t) = ati + v/3abt?j + 2bt3k gorbe —1 < t < 1 szakaszdnak {vhossza,
ha a,b > 07

14.3. Feladat. Szamitsuk ki az u(z,y,z) = (22 + y?)i + (2? — y?)j vektormezd integréljét az
y =3 — 2z, z =0 egyenletrendszerti egyenes x = 1 pontjatél az r = —2 pontjaig.

14.4. Feladat. Vékony homogén lemezbdl h magassagtu kuppaldstot hajlitunk, az alapkor sugara
R. Hol van a kapott test tomegkdzéppontja?

14.5. Feladat. Integraljuk az u(z,y, z) = 2%i 4+ y?j + 2%k vektormezdt az origd kozéppontt egység-
gémb felszinének z > 0 felén kifelé mutaté irdanyitds mellett.

14.6. Feladat. Szamitsuk ki az u(z,y,z) = (y+ 2)i+ (y — 2)j + (v — y)k vektormez6 integraljat az
ABCD négyzet mentén ebben a sorrendben koriiljarva, ha A = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (1,1,0)
és D = (0,1,0).

14.7. Feladat. Szamoljuk ki az ¢y = (sin z)y differencidlegyenlet y(0) = 1 kezdeti feltételt kielégitd

sz

14.8. Feladat. Oldjuk meg az y cosh x + (sinhz — 2y)y’ = 0 differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti
feltétel mellett.

14.9. Feladat. Hatarozzuk meg az y" + 4y’ + 4y = ze~2* differencidlegyenlet dltaldinos megoldésat.

14.10. Feladat. Laplace-transzformacié segitségével hatarozzuk meg az y” — 2y +y = x differen-
cidlegyenlet y(0) = 0 3/(0) = —1 kezdeti feltételt kielégité megoldésat.

14.11. Feladat. Hol vannak az

yi=(y1 — 1) +y5 -2
Yo = (1 + 1) +y3 — 2

differencialegyenlet-rendszer stacionarius pontjai és milyen tipusiiak stabilitds tekintetében?
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