15. eldadas: Az integralszamitas alkalmazasai

Szabé Szilard



Teruletszamitas

Legyen f : [a, b] — R4 korldtos fliggvény és

A={(x,y): a<x<b, 0<y<f(x)}

Tétel
Ekkor

Bizonyitas
T(A) megegyezik f téglanyosszegeinek minden hataron tul
finomodd P; felosztds-sorozatokra vett hatdrértékével.



Paraméteresen megadott gorbe terlilete
Legyen most t € [a, ] esetén

(x(t), y(t))
egy paraméteresen megadott gorbe, amelyre minden t esetén

y(t) > 0 és x(t) injektiv folytonosan differencidlhaté fliiggvénye
t-nek. Legyen tovabba

A={(x(t),y): a<t<p, 0<y<y(t)}

Tétel
Ekkor

B
T(A) = / y(D)x(t)dt.

Bizonyitas

Alkalmazzuk az x = x(t) helyettesitést a kovetkez8 képletben:



Szogtartomany teriilete
Legyen o < f < a4+ 2m, f : [, 8] — R4 egy korlatos fliggvény és

A={(r,p): a<p<B, 0<r<f(p)}

polérkoordindtakban megadott tartomany.

Tétel
Ekkor

Bizonyitas
Barmely P = (a = o, 1, - .., on = () felosztds esetén

[y

M (o — Pr-1);

M=

5 > mi(px — k1) < T(A) < >

N
k=1

x
[l
-

a két szélsé 6sszeg hatdrértéke éppen % | f f(p)?dp.



Forgdstest kobtartalma

Legyen f : [a, b] — R4 korldtos fiiggvény.

Tétel
Azon forgdstest térfogata, amelyet f grdfjanak azx = aésx=b
sikok kozotti részének x-tengely koriili megforgatasaval nyeriink:

b
V= 7r/ f(x)?dx.

Bizonyitas
Barmely P = (a = xo, x1, . ..,xy = b) felosztds esetén

N

N
WZ mi( — xk—1) <V < WZ M2(xj — x_1)-
k=1 k=1



Rektifikalhaté gorbék

Legyen
(x(1), (1))

egy paraméteresen megadott gorbe, ahol t € [, 5]. Tegyiik fel,
hogy x(t) és y(t) folytonos fliggvényei t-nek. Legyen
P=(a=tyt,...,tn = ) egy tetsz8leges felosztas, és

P; = (x(t;), y(t;)). Ekkor, a PoP; ... Py pontok &ltal ebben a
sorrendben meghatarozott torottvonalat a P-hez tartozé
hurpoligonnak hivjuk. Amennyiben a P-hez tartozd hdrpoligonok
hosszdnak létezik hatdrértéke, amint P minden hatéron tdl
finomodik, akkor a gorbét rektifikdlhaténak mondjuk, és a
hirpoligonok hosszdnak hatarértékét a gorbe ivhosszanak
nevezziik.



[vhossz-szamitas

Tétel
Ha x(t) és y(t) folytonosan differencidlhatck, akkor az (x(t),y(t))
gorbe rektifikdlhatd, és ivhossza:

| = /j \/ x(t)? + y(t)dt.

Specidlisan, ha x =t € [a, b] és y = y(x) egy fiiggvény, akkor y

grafjanak ivhossza:
b
/ J1+ y(x)2dx.
a



Az ivhossz-képlet bizonyitasanak otlete
A PyP; ... Py hirpoligon hossza:

S 0x8) = x(ti-1))2 + (r(8) — y(ti-1)2.
i=1

Lagrange kozépérték-tétele miatt léteznek olyan &;,m; € [ti—1, tj]
értékek, amelyekre

x(ti)=x(ti—1) = x(§i)(ti—ti-1),  y(t)—y(ti-1) = y(ni)(ti—ti-1).

A hdrpoligon hossza igy:

Z VEEN? + (1)t — ti).

Itt y egyenletes folytonossdga miatt y(n;) kicserélhetd y(&;)-ra,
akdrmilyen kicsiny hibataggal, ha P kelléen finom. Az igy nyert
kifejezés a kivant integral egy kozelitd osszege.




Forgdstest paldstjanak felszine
Legyen t € [«, 5] esetén (x(t), y(t)) egy paraméteresen megadott
gorbe, amelyre minden t esetén y(t) > 0 és x(t) injektiv figgvénye
t-nek.

Tétel

Ha x(t) és y(t) folytonosan differencidlhatok, akkor az (x(t),y(t))
gorbe [a, (] folétti darabjanak x-tengely kériili megforgatdsdval
kapott feliilet felszine:

B
A:27r/ V(B /%(2)? + 9(t)2d.
Specidlisan, ha x =t € [a, b] és y = y(x) egy folytonosan

differencidlhatd fliggvény, akkor y grafidnak x-tengely koriili
megforgatdsaval kapott feliilet felszine:

b
271'/ y(x)\/1+ y'(x)2dx.



Tomegpontrendszer silypontja

Legyen n > 1, (x1,y1), ..., (Xn,¥n) € R? pontok és my,...,m, >0
tomegértékek. Legyen

n
1
Sx = — g MiXk,
m
k=1

n
1
Sy = — E myYk.
m
k=1

Tekintsiik azt a tomegpontrendszert, amelyben az (xk, yx) pontban
my tomegl tomegpont helyezkedik el.

Tétel
E rendszer témegkozéppontja (sx, sy ).



Siktaromany sulypontja

Legyen f : [a, b] — R korldtos fliggvény és

A={(x,y): a<x<b, 0<y<f(x)}

Legyen
b
T(A):/ f(x)dx,
31 b
Sx = 7_/\)/3 Xf(X)dX,
s, = = /b f(x)?dx
Y 2T(A) J,
Tétel

Ekkor az A siktaromdny témegkdzéppontja (sy, sy ).



