16. eléadds: Improprius integralok

Szabé Szilard



Jobbrdl végtelen félegyenesen vett improprius integral

Legyen f : [a, +0o[— R valds fiiggvény.

Definicié

Ha minden w > a esetén f Riemann-integralhaté az [a, w]
intervallumon, tovabba létezik a véges

lim /aw f(x)dx

w—r00

hatarérték, akkor azt mondjuk hogy létezik (vagy konvergens) f
improprius integralja az [a, +o0o| félegyenesen, és értéke

/:O f(x)dx = lim_ /: f(x)dx.

Ellenkezé esetben azt mondjuk, hogy az improprius integral
divergens.



Balrdl végtelen félegyenesen vett improprius integral

Hasonléan értelmezhetd egy f :] — 0o, b] — R fiiggvény improprius

integralja, mint a
b
/ f(x)dx
w

integralok hatdrértéke, amint w — —oo, amennyiben ez a
hatarérték létezik.

Jelolés

’ f(x)dx = lim bfxdx.
| feoax= tim [

—00



A teljes szdmegyenesen vett improprius integral

Legyen most f : R — R valds fuggvény.

Definicié

Azt mondjuk, hogy létezik f R-en vett improprius integralja, ha
valamely (vagy ekvivalensen, barmely) a € R esetén léteznek a

/ OO F(x)dx, /  f(x)dx

félegyeneseken vett improprius integralok. Ekkor az R-en vett
improprius integral értéke:

/_ Z F(x)dx = /_ OO F(x)dx + / ~ f(x)dx,

(ami fiiggetlen a € R valasztdsatdl).



Improprius integrdl meghatarozasa primitiv fliggvénnyel
Jobbrdl végtelen félegyenes esetében:

Tétel
Amennyiben f-nek létezik F primitiv fiiggvénye, akkor

/OO f(x)dx = lim F(w)— F(a).

w—r00

Bizonyitds

im /: F(x)dx = lim (F(w) = F(a)) = lim F(w)— F(a).

w—r00 w—r00 w—r00

Hasonlé médon:

/b f(x)dx = F(b) — lim F(w).

wW—r—00



Bal végpontban nem korlatos fuggvények improprius
integralja

Legyen most —oo < a < b < 00 és f :]a, b] — R.

Definicié

Amennyiben f nem Riemann-integralhaté az [a, b] intervallumon,

viszont minden § > 0 esetén integralhatd az [a + J, b]
intervallumon, valamint létezik a

lim /ab f(x)dx

0—0+0 J 45

hatarérték, akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik az |a, b]
intervallumon vett improprius integralja, és ennek értéke

b b
/a f(x)dx = 6Lg1+0 /a+5 f(x)dx.



Jobb végpontban nem korldtos fuggvények improprius
integralja
Hasonléan definidlhaté a f : [a, b[— R fliggvény improprius
integralja:
Definicié
Amennyiben f nem Riemann-integralhaté az [a, b] intervallumon,

viszont minden n > 0 esetén integralhaté az [a, b — 1]
intervallumon, valamint létezik a

lim / " )

n—0+0

hatarérték, akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik az [a, b|
intervallumon vett improprius integralja, és ennek értéke

b b—n
/a f(x)dx = n_||>[)n+0/a f(x)dx.



Mindkét végpontban nem korlatos fuggvények improprius
integralja

Definicié

Amennyiben f :]a, b[— R nem Riemann-integralhaté az [a, b]
intervallumon, viszont valamely (vagy ekvivalens médon, minden)
c €]a, b[ esetén léteznek a

/a " F(x)dx, / i f(x)dx

improprius integrdlok, akkor azt mondjuk hogy létezik (konvergens)
f |a, b intervallumon vett improprius integralja, és értéke

/a  Fx)dx = / " F)dx + /  F(x)dx.

(amely fiiggetlen ¢ € R vdlasztdsatdl).



Altaldnos improprius integral

Legyenek most —oo < a < b < 0.

Definicié

Azt mondjuk, hogy létezik f improprius integralja |a, b[-on,
amennyiben talalhatck olyan

a=¢g<ca<---<cp=0>b

/C _Cfl F(x)dx

i—

osztépontok, amelyekre az

improprius integral minden 1 < i < n esetén létezik az eddig
definialt értelmek egyikében.



Improprius integrdl intervallumok egyesitésén

Tétel
Amennyiben létezik f improprius integralja |a, b[-on, akkor barmely
c €]a, b| esetén létezik f improprius integralja |a, c[-on és |c, b[-on

"o / ) = / " F(x)dx + / ()

Amennyiben ¢ = ¢; valamely 1 < | < n értékre, akkor definicic
szerint igaz. Kiilonben, az dllitas kovetkezik a Riemann-integral
hasonld tulajdonsagabdl.

Bizonyitds



Majorans-kritérium az improprius integralra

Tétel

Amennyiben f, g :]a, b|— R olyanok, hogy minden x €]a, b[ esetén
|f(x)| < g(x) és g improprius integralja létezik |a, b[-on, akkor |f|
improprius integralja is létezik |a, b[-on, és

/ " ()l < / " gk



Parcialis improprius integral
Legyenek f, g : [a, b[— R nem korlatosak b koriil.

Tétel
Ha f, g derivalhatdk, létezik a

G lim F(B)e(B)

hatarérték, tovabbd a

/ab f'(x)g(x)dx, /ab f(x)g’ (x)dx

improprius integrdlok egyike konvergens, akkor a mdsikuk is
konvergens, és

b b
| et = lim #(9)a(9) - Faleta) ~ [ g (e



Helyettesitéses improprius integral
Legyenek —co < a< b< o0 és —o0 < a < 8 < oo, valamint
f:[a, b|[— R. Legyen ¢ : [, B[— [a, b olyan folytonosan
differencidlhaté figgvény, amelyre
pla)=a és limp(t)=b.
t—3

Tétel
Amennyiben a

b B
/ F(1)dt, / (1)) (u)du

improprius integralok egyike konvergens, akkor a masikuk is az, és
értékiik azonos:

b B
/f(t)dt:/ F(o(1)) (1) du.



