5. hazi feladat

1.feladat A csucsok:
A= (07 ]-7 1)Ta B = (07 _17 1)T7 C= (17 07 O)Tv D= (_]—7 Oa O)T

e AB,CD kitérs élparra torténd tiikrozések:

-10 0
Tuap=|0 1 0],elotlasirész:(I — Tap)A = (0,0,2)7
0 0 —1
1 0 0
Tep= [0 —1 0 |, elotlasi rész:(0,0,0)7
0 0 -1

Az eredd transzforméacio: mivel az origd fizpont, igy nincs szikség homo-
génkoordindtds mdtrizra

-1 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 0 1
-1 0 0 0
0O -1 0 O
0 0 0 1
e AC, BD kitérs élparra torténd tiikrozések:
-1 -2 =2 1
Tiac=-|-2 —1 2|, elotlasi rész:(I - Tac)C = =(4,2,2)7
3 3
-2 2 -1
1 -1 -2 2 1
Tpp == |—-2 —1 —2| elotlasi rész:(I — Tpp)D = = (—4,-2,2)T
312 2 1 3
Az eredd transzformacio:
1 8 4 16
118 1 —4 20
TacTep=31_4 4 _7 3
0O 0 0 9
1 8 —-4 -16
1(8 1 4 =20
0 O 0 9



e AD, BC kitérd élparra torténd tiikrozések:

-2 2] 1
Tap=<|2 -1 2|, eclotlasi rész:(I— Tap)D = - (—4,2,2)"
3 3
2 2 1]
L[-1o2 2] 1
Tpc==-1|2 -1 =2|,elotlasi rész:(I — Tpc)C = = (4,2, 2)T
12 —2 1] 3

Az eredd transzformécio:

1 8 —4 -16

Tt =4[} 1L 2
00 0 9
1 8 4 16

TBcTAD:% —84 —14 —47 _820

0 0 0 9

Két kitérd egyenesre valo tiikkrozés szorzata egy spirdlmozgas. A spirdlmozgas
tengelye a norméaltranszverzalis, szoge a két egyenes bezart szogének kétszerese,
eltolasi vektora az egyenesek tavolsaganak kétszerese.

Ezt kénnyen lehet latni, ha eldszor tekintjik azt a merdleges vetiiletet melynek
stkjanak normdlvektora a normdltranszverzilis irdnyvektora. Itt a 2D esetben ta-
nultak alapjdan forgatdst kapunk a bezdrt szog kétszeresével. Utdna tekintjik egy
erre merdleges sikot (ahol az egyeneseink pdrhuzamos egyenesek). Ekkor a 2D
esetben tanultak alapjin egy eltoldst kapunk a tdvolsdg kétszeresével.

Allitas:
Jeldlje d két tiikrozés tengelyeinek tavolsagat. A kompozicié eltolasi részének
nagysaga legalabb 2d, de fels6 korlatot nem lehet ra adni d fliggvényében.
A bizonyitdshoz haszndljuk fel, hogy az eltoldsi rész nagysdga éppen az origd, €s
az origo képének tdvolsdga.

Bizonyitas (also korlat):

Legyen « egy olyan sik, mely nem meréleges egyik tiikrozés tengelyére sem, és
tartalmazza a két tiikkrozés egyeneseinek norméltranszverzalisat.

Erre a sikra valé meréleges vetiiletet vizsgilva a transzformacié két parhu-
zamos egyenesre vald tiikrozés kompozicidja, melyek tavolsaga d. Tehat eltolds
2d-vel. Ez azt jelenti, hogy az eltolasi rész meréleges vetiilete a sikra 2d nagy-
sdgi. Egy vektor meréleges vetiilete nem lehet hosszabb az eredeti vektornél,
ezért az eltolasi rész nagysaga legalabb 2d.

Az alsé korldt éles. Erre példa ha a két egyenes és az origé eqy sikban vannak.

Bizonyités (fels6 korlatra konstrukecio):
Rogzitsiink két pozitiv paramétert: k,d. Tiikrozziink el6szor az x tengelyre,
majd az (r = k,y = d) egyenesre. (z tengely eltolva (k,d,0)T vektorral)
Ekkor a két egyenes tavolsaga d.



Az origo képe pedig: (2k,2d,0)7.

Tehat az eltolési rész nagysaga 2vk?2 + d?

Ez bizonyitja az allitast, hiszen rogzitett d esetén az eltolasi vektor tetszélegesen
nagy lehet k vélasztasatol fliggben.

Megjegyzés: A spirdlmozgdst fel lehet bontani eqy forgatdsi és eqy eltoldsi
részre. Valamint eqy transzformdcio 4x4es mdtrizdt fel lehet bontani egy linedris
€s eqy eltolasi részre. Ezt a két eltoldsi vektor két kilonbézd fogalom, ha egyik
egyenes sem tartalmazza az origot.

2.feladat A szfenoid csucsai:
A= (07 ]-7 1)T7 B = (07 _13 1)T7 C= (17 Oa O)T7 D= (_1a O» O)T
Konnyen meghatarozhaté a koréirt gomb kozéppontja, és sugara:

N\ o p_ V5
0= (O,O,Q) eSR—T

Jelolje a vetités utan keletkez6 gombharomszogek oldalait és szogeit: a, b, a, 5.
Minden hdromszogben két b hosszi oldal, és 5 nagysdgi sz6g van.

o1 0B
OA-O 3
cos(a) = cos(AOB<) 72 -
cos(b) = cos(A0C<) = ORzOE - _é

Innen az oldalak:
a = 126°52"12" = 2.2143 rad

b=101°5'32" = 1.77215 rad

Az sz6gek koszinusz tétellel szamolhatok:

_ cos(a) —cos?(b) 2
cos(e) = sin?(b) 3

_cos(b) — cos(a) cos(b) 1

cos(f) = sin(a) sin(b) - V6

Innen a szogek:
a = 131°48'37" = 2.3005 rad

B = 114°5'41” = 1.9913 rad

A Deirt kor sugardnak meghatérozasahoz tekintsiik azt az AQF héromszoget,
ahol @ pont az ABC haromszdg beirt korének kozéppontja, F' pedig az AB él
felezGpontja.

Ismert adatok: QAF< = g, mivel QA egy szogfelezd.

QFA< =90° és |AF| = § szimmetria miatt.

Koszinusz tételbdl harmadik sz6g konnyen adodik.

Derékszég miatt eqyszerisodik a képlet.

cos(AQF<) = sin <§) cos (g) = 0.37526



AQF< = 67°57'33" = 1.18611 rad

Innen a beirt kor sugara: r = QF maér szinusz tételbsl adodik:

sin(r) = sin (5) s/u:i(il‘lEfF?@ = 0.8097

r = 54°4'3” = 0.94366 rad
A kor teriilete figyelembe véve, hogy a gémb sugara R.

Tyr = (1 — cosr)2mR? = 3.24501
3.feladat Az el6z6 feladat jeldléseit, és eredményeit megtartva:

a = 126°52'12” = 2.2143 rad
b=101°5'32" = 1.77215 rad
a = 131°48'37" = 2.3005 rad
B = 114°5'41" = 1.9913 rad

Legyen P pont az ABC' gémbharomszog beirt gombi korének kézéppontja, su-

gara p.
Jelolje tovabba ¢ = APC< = BPC< szoget. (Szimmetria miatt egyenléek.)
Irjunk fel koszinusztételt ACP és ABP haromszogekre.

cos(a) = cos?(p) + sin?(p) cos(2m — 2¢)
cos(b) = cos?(p) + sin?(p) cos(¢)
Mivel a, b értékei ismertek, igy a két egyenletes egyenletrendszer megoldhato:
¢ = 109°28'16"
p1 = T1°33'547 és py = 108°26'6”

A két megoldas azt a két pontot adja a gémb felszinén, melyek azonos tavolsagra
vannak A, B,C pontoktol. Ezen két atellenes pont koziil a kozelebbi esik az
ABC haromszog belsejébe, igy ez lesz a beirt kor kézéppontja.

Tehat a beirt kor sugara: p = 71°33'54”

Keletkezs 0j pontok szama 4, és ezek a pontok az eredeti 4 haromszog ko-
riilirt koreinek kdzéppontjai.

Tekintsiik elgszor azt a természetes hdromszogelést, melyet gy kapunk, ha
az eredeti vetités soran keletkezett éleket megtartjuk, majd minden Gj pontot
Osszekotiink az 6t tartalmazé haromszog cstucsaival:

Ekkor kett6 tipusi haromszog keletkezik:
(a, b, c)-tipus jelentse azt, hogy a hdromszdg oldalhosszai a, b, ¢

(a, p, p)-tipus: ebbdl 4 darab, ennek beirt kor sugara: r; = 21°48'5”

(b, p, p)-tipus: ebbdl 8 darab, ennek beirt kor sugara: ry = 26°35'20”

Ezt tgy tudjuk megprobalni finomitani, hogy egy élet torliink, majd a ke-
letkez6 gdmbi négyszog masik atlojat hiuizzuk be a tordlt él helyett.



e Konnyen lathato, hogy p hossza élet nem lehet t6rdlni, hiszen azzal nem
konvex gémbi négyszog keletkezne.

e a hosszu ¢l torlésével a keletkezd 1j él hossza 90°. Igy két (a, p, p)-tipust
cseréliink két (90°, p, p)-tipusra.
Ennek a tipusnak a beirt kor sugara: r3 = 26°33'54” > r;.
Tehat ezeket a cseréket érdemes megtenni.

e b hosszi él torlésével a keletkezs 1j él hossza 120°. Igy két (b, p, p)-tipust
cseréliink két (120°, p, p)-tipusra.
Ennek a tipusnak a beirt kor sugara: rq = 21°23'24” < rs.
Tehat ezeket a cseréket nem érdemes megtenni.

Ezzel megkaptuk, hogy az a haromszogkovezés, ahol a beirt korsugarak mi-
nimuma maximalis:

8 darab: (b, p, p)-tipusu, és 4 darab: (90°, p, p)-tipust

Ekkor ez a maximum: r3 = 26°33'54”

Megjegyzés: Beirt kér sugarakat ugyanigy lehet szdmolni, mint 2.feladat
megolddsaban lathatd. Ebben a feladatban csak eredményeket kézlom.

4.feladat Jeldlje F' a BC oldal felez&pontjat, és apra az O, F, A pontok altal
kifeszitett sikot. Ekkor AF = s, € apra

b+c

F helyvektora: O? - -
|b + ¢

Tehat OF Il b+ c, igy aora norméalvektora: (b +c) x a

Hasonléan bizonyithat6, a tobbi stlyvonal esetén is.

Ezek alapjén a kovetkezs vektoregyenlet bizonyitja a salypont létezését gomb-
héaromszogek esetén.

(b+c)xa)x((a+c)xb)=((a+b)xc)x ((b+c)xa)

A bal oldal jelentése s, N s, helyvektoranak iranya, a jobb oldalé pedig s. N s,
helyvektoranak iranya.

Bizonyitas: Az egyenlet két oldalat vonjuk ki egymasbol:
(b+c)xa)x((at+c)xb)—((a+b)xc)x((b+c)xa)=

(b+c)xa)x((a+c)xb+(a+b)xc)=
(b+c)xa)x(axb+cxbt+axc+bxc)=
(b+c)xa)x(ax(b+c)=0



5.feladat Jelolje a szabalyos 0tszog szogeit a.
Teriilete:
Ts =5a—3r=1

1+3
o= 29T 908496 = 119°27'33”

Tekintsiik azt a haromszogek, melynek két cstcsa az Otszog két szomszédos
csucsa, harmadik pedig a szabélyos gombi 6tszog koézéppontja.

Ebben a hdromszogben minden szoget ismeriink szimmetria miatt: §, 5, 72°
Innen az 6tszog oldalhossza:

72° 4 cos? (&
cos(a) = 2 Sin;’(czj () _ 79664
2

a = 43°23'40” = 0.75738
A gombi kor teriiletképlete: T = (1 — cosr)2w, és tudjuk, hogy Ty, = %

1
cost=1— — =0.94695
61

r = 18°44'48" = 0.327183

Mivel r < 3, ezért a kérok nem metszenek egymésba. Tehat a keresett teriilet:

T=1-5 (Tkﬁ) — 0.446948
27



