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1. Feladat. A hegyesszogli ABC' hdromszdg mindegyik magassdagvonala, mint
atmérs folé rajzoljunk félkort, s mindegyik félkort metssziik el a hdromszég M
magassagpontijan dtmend és a félkdr dtmérdjére merdleges egyenessel, a met-
széspontok legyenek P,Q, R. Bizonyitsuk be, hogy az M P, MQ, MR szakaszok
egyenléek!

Megoldas. Legyenek a hdromszég magassdgvonalainak megfeleld csicsokhoz
tartozo magassdgainak talppontjai Ay, By, Cy. Ekkor legyen AM = u, M A, =
v,BM = w,MB; = z,CM =y, MCy = z. FEkkor P rajta van az AM Thdl-
esz korén, igy APM hdromszog derékszdgi, és benne a P-hez tartozé magassdg
MP, tehdt a magassdgtétel miatt MP = \/uv. Hasonléan MQ = /wx és
MR = /yz. Azonban példiul BMA, és APB, derékszogii haromszigek ha-
sonldak, hiszen eqyik nem derékszogii szogiik megegyezik (csicsszogek). Tehat a
hasonldsdgot felirva a megfelelé oldalak ardnydra: wv = xw. Az dsszefliggés-
bol gyokdt vonva kapjuk, hogy MP = MQ. Ugyanigy azt is megkapjuk, hogy
MP =M@= MR.

2. Feladat. (a) Allitsunk merblegeseket a hdromszig eqyik csicsdbsl a mdsik
két csicshoz tartozo szigfelezbkre (kiilsé és belsd). Bizonyitsuk be, hogy a
négy merdleges talppontja egy egyenesen van!

(b) Az ABC hdromszdg oldalfelezd pontjai a szokdsos jelolések szerint Ay, By, Cy.
Mutassuk meg, hogy az AB,C1, BC1A1,C A, By hdromszigek beirt illetve
korilirt koreinek kézéppontjai dltal alkotott két haromszog egybevdgo.

Megoldas. (a) Tekintsiik az dbra jeloléseit. Az A csdcsndl lévd kilsé és belsd
szogfelezék merdlegesek, ez kinnyen ldthatd. Igy CMAQ négyszig tégla-
lap, ahol AMC és CQA egybevigé hdromszigek, tehdt M tdvolsiga AC-
tél megegyezik Q tdavolsdgdval AC-t6l. Azonban M és Q is az A-bol induld
szogfelezdn van (kilsén illetve belsén), tehdt M tdvolsiga AC-t6l, megegye-
zik M tdvolsdgdval AB-t6l, Q-ra ugyanez igaz. Tehdt M és Q tdvolsdga
ugyanannyi AB-tél, igy M Q pdrhuzamos AB-vel. Ugyanigy jon, hogy PN
is parhuzamos AB-vel (N a B-hez tartozo kiilsé szdgfelezdre dllitott merd-
leges talpontja). Tehdt ha beldtjuk, hogy PQ is pdrhuzamos AB-vel, abbdl
kovetkezik, hogy min a négy pont eqy AB-vel parhuzamos egyenesen van.

Legyenek az A-ndl és B-nél 1évd szogek o, 3. Hdromszog kiilsé szogére
ismert 0sszefliggés alapjan adodik, hogy AA1C szég o + 23, tehdt CQA;



(b)

derékszogi hdromszogben QC Ay s26g 90 —a—28. Azonban C'F sziogfelezd,
igy BCF sz6g 180 — 2ac — 23 fele, tehdt kivondssal adodik, hogy FCQ szog
8. CPFQ hiurnégyszog, mert eqy szemkézti szogpdrja derékszdg, igy F PQ
és FCQ azonos hirhoz tartozo keriileti szogek, tehdt egyenldek, igy F PQ
sz0g B. Ez viszont azt jelenti, hogy ABP és BPQ waltdészogek, tehdt PQ
pdrhuzamos AB-vel, ezt akartuk beldtni.

Konnyen ldthato, hogy AB1C1, CA1 By, BC1 Ay egybevigé hdromszigek,
hiszen mind az ABC hdromszdg % ardnyi kicsinyitettjei (oldalaik vagy
ABC oldalanak fele, vagy ABC' kézépvonala, amely ABC szemkdzti olda-
lanak fele). Tehdt C A1 By AB1C1-bdl %A -vel valé eltoldssal kaphatd, igy
annak beirt és korilirt korének kozéppontja is ugyanilyen eltolissal kapha-
t6 a mdsik hdromszdég megfeleld pontjaibsl. Ugyanigy BC1 A1 CA1DB;-bdl
%C@ és AB1Cy BC{A1-b6l %B eltoldssal kaphatd, analég mdédon a ko-
ok kézéppontjai is. Igy a beirt illetve a korilirt korok kézéppontjai dltal
meghatdrozott hdromszdgek oldalai is ABC' oldalainak fele, igy ez a két
hdromszog egqybevdgd, ezt kellett igazolni.

3. Feladat. (a) Bizonyitsuk be Heron-képletét hdromszogek teriletére.

(b)

Adjuk meg és bizonyitsuk az analdg tételt hurnégyszogek teriletére. Kirdl
nevezték el ezt a formuldt?



Megoldas. (a) Haszndljuk az dbra jeloléseit.

Jeloljiik a beirt kér B-vel szemkdézti érintési pontjat Q-val, C-vel szem-
koztit R-el, A-val szemkoztit S-el. Ha s a hdromszog félkeriilete, tovdbbd,
felhaszndljuk, hogy a korhoz, kiilsé pontbol hizott érintdszakaszok hossza
eqyenld, akkor ¢ = AB = s — CQ, igy CQ = s — c. Ugyanigy adddik,
hogy AQ = AR = s—a és BR =s—b. CN =C(CS é BS = BM,
tehdt AM + AN éppen a hdromszig kerilete, de ezek egyenldek (kiilsé
pontbdl hizott érintdszakaszok), igy AM = AN = s, tehdt kivondssal:
BM=s—c¢,CN =s—b.

Tapc =Tao,m +Tao,N —TBoym — Tco,n —Tco.B

1 1 1
Tac =TS — §ra(s —c)— §ra(s —-b) — STad = ro(s —a)

Azonban BOR és BO1 M hdromszogek hasonldak, hiszen szogeik megegyez-

nek (merdleges szdri szogek), igy a hasonldsagot felirva a megfeld oldalak
oo, _ s—c _ (s=b)(s—c) "

ardnydra - = =<, ahonnan r, = ~———>, tehdt:

Tapo = ra(s — a) = (s —a)(s;b)(s—c) _ s(s —a)(sT; b)(s—¢)

Tipe =s(s—a)(s = b)(s — ¢)

TaBc = \/s(s —a)(s=b)(s—¢)




Ugyanis Tapc = s, igy amit kapunk éppen a Heron-képlet.

(b) Brahmagupta-képlet (Brahmagupta indiai matematikus): hirnégyszog ol-
dalai a, b, c, d és féleriilete s, akkor teriilete: T = /(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d).
Ha a négyszog téglalap, akkor trividlis az allitds. Ha ABCD hidrnégyszog
nem téglalap, meghosszabbithatjuk AB és CD oldalait igy, hogy azok va-
lamely P pontban messék eqymdast. A hiurnégyszog szégei miatt PAD és
PBC hdaromszogek hasonloak % ardnnyal (d = AD,b = BC,c = CD,a =
AB). Igy az alakzatok teriileteit Gsszehasonlitva:

b2 _ d2
Tapcp = T Tppc

Ekkor PBC és PAD hdromszogek hasonldsdgdt kihaszndlva BPC' hdrom-
sz2dq teriiletére felirva a Heron képletet, eqyszeri szamoldsok utdn éppen a
bizonyitando osszefiiggést kapjuk.

4. Feladat. (a) Szerkessze meg egy adott sikban az adott O1 kézépponti —60°,
O kézépponti —30° és Oz kdzépponti 30° forgatasok egymdsutanjaként
keletkezd transzformdcid kozéppontjat. (Diszkutdljuk a feladatot a kézép-
pontok elhelyezkedésének figguényében.)

(b) Ha feltessziik, hogy O10203 pontok egy dltaldnos hdromsziget hatdroznak
meg, akkor szerkessziik meg ennek a hdromszognek az el6z6 transzformda-
ciondl keletkezd képét O1050% hdromszoget. Mit mondhatunk az 0107,
050}, O30} szakaszok felezéspontjai dltal meghatdrozott hdromszogrél?

Megoldas.

(a) Elészor szerkesszik meg Q-t, amelyre:
05300 ° 01760o _ Qfgof’

Az O1025Q hdromszdoghél 2 pont adott, valamint ezen oldalon fekvd mindkét szo-
gét ismerjik, igy Q konnyen szerkeszthetd:

Q01024 = 30°
Q00,4 = 15°

A keresett transzformdcio:
—60° —30° —60° _ 30° —90° _ p—60°
037 0077 007" =03 0Q™ =P

Az O3QP hdromszdgbdl két pont adott, valamint ezen oldalon fekvé mindkét
szaget ismerjik, igy P konnyen szerkeszthetd:

03QP« =135°

PO3Q« = 15°
A feladatban szerepld 6sszes szoqg szerkeszthetd, igy ezek a haromszéogek szerkeszt-
hetbek. (A kézéppontok a hdrom pont bdrmely elhelyezkedésére szerkeszthetdk,

ha hdromszdget hatdroznak meg, €s ha eqy egyenesen vannak is, illetve ha vala-
mely két pont egybeeseik, akkor éppen a pont lesz a kézéppont is.)



(b) P pontot megszerkesztettik, a fenti transzformdcidé pedig P kérili —60°-os
forgatds, tehdt a kézéppontok képei konnyen szerkeszthetdek a forgatdsnak megfe-
lelden. Az eredti és a transzformdcié utdn kapott haromszogek megfeleld csicsa-
it 0sszekotd szakaszok felezopontjairol kénnyen ldtszik, hogy a két hdromsziggel
egybevdgd harmadik hdromszdget hatdroznak meg (oldalaik hossza megegyezik).

5. Feladat. Tekintstiink eqy egységnyi élhosszisdgu K kockdt, és annak hdrom
csucsdt, amelyek egy szabdlyos hdromszéget hatdroznak meg. Jeléljik a kockdnak
erre a sitkra vonatkozé meréleges vetiiletét K'-vel, valamint a szabdlyos hdrom-
sz0g sikjat a-val. Tikrozzik a kockdt a szabdlyos hdromszég oldalegyeneseire,
majd vetitsik merédlegesen a kapott alakzatot az « sikra. Milyen alakzat ado-
dik, és az milyen kapcsolatban van az eredeti K kockdnak a szabdlyos hdromszog
sikjdra vonatkozd K' wvetiiletével.

Megoldéas. A szabdlyos hdromsziog oldalai a kockaban lapdtick, tehdt a kockdt
lapdtloira kell tikrozni. Ezek a tikorképek nyilvdnvaléan szintén kockdk lesznek,
melyeknek egyetlen kézos lapjuk van K-val (amelyiken a lapdtlé van). Tehdt K
azon lapdtloi, amelyek a szabdlyos hdromszég oldalai, a tikiorkép kockdkban is
lapdtlok lesznek, vagyis kénnyen ldtszik, hogy o a tikérkép kockdkbol is ugyanigy
szabdlyos hdromszégeket metsz ki, mint K-bol. Tehdt a tikérkép kockdk merd-
leges wvetiiletei a-ra egqybevdgdak K'-vel, annak eltoltjai. K' pedig semmi mds,
mint eqy szabdlyos hatszog, ugyanis o merdleges a kocka egy testdtlojara, és a
testdtlo mentén vett merdleges vetilet szabdlyos hatszég, melynek oldalhossza
?. Az is ldthatd, hogy a tikorkép kockdk vetiiletei K'-nek olyan eltoltjai, hogy
K'-vel pontosan két-két kozos csicsuk van (a kozds lapdtld két végpontja).



