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1. Feladat. Tekintsik a szfenoid nevi tetraédert (csucsait két lapjdval csatla-
koz6 kocka kézéppontjai és eqy kozis élének végpontjai hatdrozzdk meg) legyenek
a esticsok: (1,0,1)T,(—=1,0,1)7,(0,1,0)7, (0, —1,0)T. Irjuk fel a beirt és koréirt
gombjének egyenletét, hatdrozzuk meg a lapszégeit és kitérd éleinek tdvolsdgait.

Megoldas. Legyenek a csicsok rendre A, B,C, D, illetve AB,CD felezépontjai
rendre E = (0,0,1)T, F = (0,0,0)T. Ldthaté, hogy AB €l felezémeréleges sikjd-
nak és CD €l felezdmerdleges sikjanak metszésvonala EF. Tehdt a kéréirt kor
kézéppontja EF en van, a test szimmetridja miatt ldthatoan a felezépontban,
tehdt O = (0,0, 3)T-ben.

ACD és BCD lapok szogének szogfelezdsikja, és ABC és ABD lapok szogének
szogfelezdsikja szintén EF egyenesben metszik eqymdst, ez is test szabdlyossd-
gdbol ldtszik. Igy itt is ldthatd, hogy EF-en lesz a beirt gomb kézéppontja mely
éppen a szakasz felezépontja lesz, tehdt O = (0,0, %)T

A korirt gomb sugara kénnyen adddik O-nak barmelyik csicstdl vald tavolsdgdt
felirva: R = f tehdt egyenlete: x° + y? + (z — %)2 = §

A beirt gomb sugamnak meghatdrozdsdhoz hatdrozzuk meg O tdvolsdagdt mondjuk
ADC siktil. AC = (-1,1,-1)T ,E = (-1,-1,-1)7T, dgy a sik normdlvekto-
ra ezek vektoridlis szorzatdval parhuzamos: n = (%,0, —%)T. Ha az O-ba
muatato vektort levetitjiik a stk normdlvektordra, majd a kapott vektor hosszdt
nézziik, akkor éppen O tdvolsdgdt kapjuk a siktol. A két vektor skaldris szorza-
ta: < (%, 0, —%)T, (0,0, %)T >= —ﬁ. Tehdt a normdlvektorra vald vetiilet:
(—%,0, %)T. Ennek a vektornak a hossza: ﬁ = r a beirt gomb sugara, tehdt

egyenlete: x> + y* + (z — l)z =1

A test szimmetridja miatt EC es ED vektorok szége éppen az AB-nél és CD-
nél lévd lapszdg, tehdt 90°, hiszen ezek a vektorok merdlegesek. A mdasik lapszag,
amely AC, BC, AD, BD éleknél van a 2-es feladathoz hasonléan gombi geomet-
ria segitségével szdmithato: =~ 57,96°

2. Feladat. Hatdrozzuk meg a gémbi geometria tételei segitségével a szabdlyos
testek a szabdlyos testek lapszdgeit.

Megoldas. Irjunk a testek csicsaiba eqységsugari gombiket ekkor a gombok
a feliletikon szabdlyos sokszdgeket metszenek ki a testekbdl (annyi oldala van a
sokszognek, ahdny lap taldlkozik egy csicsban). A szabdlyos soksziog oldala éppen



a hozzd tartozd kozépponti szdg, tehdt a poliéder oldallapjat alkoté szabdlyos
sokszdg eqy szdge. A keletkezd szabdlyos gombi sokszdg szdgei éppen a poliéder
lapszigei, ezeket kell meghatdrozni.

o Tetraéder esetén a keletkezd szabdlyos gombi sokszég hdromszdg, melynek
oldala 60°. Koszinusztétellel adodik a lapszdg:

cos 60° = cos 60° cos 60° + sin 60° sin 60° cos(x)
Ahonnan x =~ 70, 53°.

o Kocka esetén a keletkezd szabdlyos gombi sokszog hdromszég, melynek ol-
dala 90°. Koszinusztétellel adodik a lapszdg:

€08 90° = cos 90° cos 90° + sin 90° sin 90° cos(z)
Ahonnan x = 90°.

e Dodekaéder esetén a keletkezd szabdlyos gombi sokszdg hdromszdg, melynek
oldala 108°. Koszinusztétellel adodik a lapszdg:

cos 108° = cos 108° cos 108° + sin 108° sin 108° cos(x)
Ahonnan x =~ 116,57°.

o Oktaéder esetén a keletkezd szabdlyos gombi sokszég négyszég, melynek
oldala 60°. Ha nézziik a négyszig O kozéppontja és két szomszédos csicsa
dltal meghatdrozott O AB hdromszdget, akkor a szimmetria miatt AOB< =
90°, OA = OB = vy, a koszinusztételt felirva konnyedén jon, hogy y =
45°, igy a négyszog dtléja 90°. A négyszoget az dtlojdval két hdromszigre
bonthatjuk, melynek mdr ismerjik oldalait, igy koszinusztételt felirva:

c0s 90° = cos 60° cos 60° + sin 60° sin 60° cos(x)
Ahonnan x =~ 109,47°.

o [kozaéder esetén a keletkezd szabdlyos gombi sokszdg dtszdg, hasonléan jdr-
hatunk el, mint az oktaédernél. AOB-re koszinusztétel:

cos 60° = cosy cosy + sin y sin y cos 72°

Ahonnan cos? y = 1 —sin® y felhaszndldsdval y ~ 58, 35° addédik. Igy AOB
valamely, nem O-ndl lévd szdgére felirva a koszinusztételt:

cos 58, 35° = cos 58, 35° cos 60° + sin 58, 35° sin 60° cos(x)

Ahonnan x ~ 69,23° adddik, igy a szimmetria miatt a lapszdg ennek a
kétszerese lesz, vagyis 138, 46°.

3. Feladat. Vetitsiik ki a szabdlyos testeket a kéréirt gombjeikre és hatdrozzuk
meg az igy keletkezett egybevdgd sokszogekbdl (hdromszogekbdl, négyszogekbdl il-
letve dtszogekbdl) dlle gombi mozaikok egyes sokszdgeinek a teriileteit valamint
az azok kéré irt kordk terileteit.



Megoldas. A mozaikok szabdlyos gombi sokszdgeinek teriletei kénnyen meg-
hatdrozhatdk abbdl, hogy hogy egy csicsban hdny sokszog talalkozik. (A gomb
sugara legyen egységnyi.)

o Tetraédernél harom darab egybevdgo hdromszég taldlkozik egy csticsban, igy
a hdromszog szogei 120°-osak, vagyis a terilet: T = 3%” — T =T.

o Kockandl hdrom darab egybevigo négyszog taldkozik eqy csucsban igy a
néqgyszog szogei 120°-osak, vagyis a terilet: T = 42?” —2m = %”

e OKtaédernél négy darab darab eqybevdgd hdaromszég taldkozik eqy csicsban

igy a hdromszig szogei 90°-osak, vagyis a terilet: T =35 — 7 = 3.

e Dodekaédernél harom darab egybevigo 6tszdg taldkozik egy csicsban igy az

0tszdg szogei 120°-osak, vagyis a teriilet: T = 5%” —3m= 3.

o Jkozaédernél ot darab egybevdgo hdromszég taldkozik egy csicsban igy a

hdromszog szdgei 72°-osak, vagyis a terilet: T = 3%“ —-n=Z.

Jeldlje a mozaikok szabdlyos gombi sokszogeinek szogeit o, ekkor a sokszdg O ké-
zéppontjdat és két szomszédos A, B csiucsat tekintve a szimmetria miatt BAO< =
ABO< = §, illetve az O-ndl lévé szdg %’T, ahol k a sokszdg oldalszama. lgy ko-
szinusztétel alapjin (R = AO = BO a kéréirt kor sugara):

27 « 21

cos% = —cos%cos? —|—Sin§Sin?COS(R) (1)

Az a szogeket mar szamoltuk, igy R és a teriilet is szamolhato az egyes esetekre:
e Tetraéder esetén R ~ 70,53°,T = 4,19
e Kocka esetén R ~ 54,74°,T = 2,66
o Oktaéder esetén R ~ 54,74°,T = 3,14
e Dodekaéder esetén R ~ 34,37°,T = 1,29
e Jkozaéder esetén R ~ 37,38°,T = 1,39

4. Feladat. (a) Forgassunk el eqy egqységnyi élhosszusdgi kockdt a szemkozti
lapjait Gsszekitd egyenes koril 5 széggel. Szdmoljuk ki az eredeti és az
elforgatott kocka kézds részének térfogatdt.

(b) Forgassunk el eqy egységnyi élhosszusdgi kockat az egyik testdtldja koril
5 szoggel. Szdmoljuk ki az eredeti és az elforgatott kocka kozos részének

térfogatdt.

Megoldas. (a) Vegyiik észre, hogy ez a forgatds éppen énmagaba viszi a koc-
kat, tehdat a kozds rész térfogata 1.



(b)

Jol lathatd, hogy az elforgatott kockdabol az eredeti kocka minden lapja egy
teraédert vag le. Hat lap van, igy hat darabot. Ha egy ilyen teraéder
térfogata V', akkor a kockdk kézos részének térfogata 1 — 6V .

A tetraéder csicsai az eredeti kocka egy lapjanak eqy csiucsa: A, illetve a
vele nem szomszédos két lap felezépontja: B, C, illetve az elforgatott kocka

egy csucsa: D. Tehdt ABC hdromszég oldalai: VB M5 LA mdsik

225
hdrom €l is kinnyen leolvashaté az elforgatott kocka adataibdl: 1, %, %
Tehat ismerjiik a tetraéder éleit, igy magassaga szamithato: m = % ABC

hdromszdg teriilete is kénnyen szamolhato: %. Igy a teraéder térfogata:

V=24

24
Tehdt a két kocka kozos részének térfogata: 1 — 6 - i = %.

5. Feladat. (a) Létezik-e olyan egyszerd poliéder, amely lapjainak oldalszd-

(b)

mai pdronként kiilonbozdek?

Van-e olyan, a kockdtol kiilonbézé egyszeri poliéder, melynek ugyanannyi
lapja, éle, csucsa van mint a kockdnak, de nincs négyszdglapja.

Megoldas. (a) Tegyiik fel, hogy létezik ilyen poliéder. Legyen ekkor m a poli-

(b)

éder legnagyobb oldalszami lapjanak oldalszdma, illetve legyen | a poliéder
lapjainak szdma. Az m oldald lap minden éléhez csatlakozik tovabbi lap,
igy a poliéder lapjainak szima leglabb m+1, tehdt | > m—+1. Ugyanakkor
ha 1l db lap van és azok mind kiilonbozéek m minimdlis értéke | + 2 lehet,
ugyanis ez akkor wvalosul meg a lapok oldalszamai: 3,4,...,1 + 2. Ekkor
m =1+ 2, de nyilvin ennél csak nagyobb lehet. Igy m > 1 + 2 adddik.
Osszvetve a két becslést: 1 > m~+1 > 143 ellentmondds, tehdt nem létezik
tlyen poliéder.

Konverx esetben beldthato, hogy nincs ilyen poliéder. Tetszbleges poliéderre,
ha ésszeadjuk a lapokat hatdrolo élek szdmadt, akkor éppen a poliéder élei-
nek szamdnak kétszeresét kapjuk, hiszen minden élt két lapndl szamoltunk,
amelyek az adott él mentén érintkeznek. Jelolje e,l a poliéder éleinek, lap-
jainak szamdt. Ekkorl = 6,e = 12.

A poliéder lapjainak szdma 6, igy ahogy (a)-ban ldttuk, a legnagyobb élszd-
mu lap élszama legfeljebb | — 1 = 5.

Legyen a poliédernek m db hdromszoglapja és 6 — m darab legaldbb 6tszog
lapja. Ekkor fenti miatt: 3m + (6 — m) = 2e = 24, ahonnan 3 = m.
Konnyen ldatszik tehdt, hogy ilyen egyszerid poliéder nem létezik, melynek
hdrom darab hdromszdglapja és 6t darab otszoglapja van.

Konkdv esetben konstrudlhato megfeleld poléder.



