Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Eine gewohnliche DGL fiir die Funktion y(z) ist eine lineare DGL erster Ordnung, wenn die Gleichung die Form

F(z,y,y' ) =0  oder 3 = f(x,y)

hat. Im allgemeinen schreiben wir diese Gleichungen in der Form

Y+ plx)y = q(x),

wo y(z) die gesuchte Funktion und ¢(z) die Stérfunktion sind. Die DGL ist homogen, falls ¢(x) = 0. An-
dernfalls ist die DGL inhomogen. Wenn ¢(z) # 0, heifst die Gleichung y’' + p(z)y = 0 die zugeordnete
homogene DGL. Falls p(x) = ¢ € R eine reelle Konstante ist, spricht man iiber eine lineare DGL mit konstanten
Koeffizientenen.

Satz. (L6sbarkeit) Sei p(z) und ¢(x) stetig auf dem Intervall [a, b], dann gibt es durch jeden Punkt (xo,yo),
wo zg € [a,b], eine eindeutige Losungskurve (Integralkurve) der DGL mit AWP

Y +p()y=q(x) und  y(zo) = o

Loésungsmethode. Fiir die inhomogene lineare DGL erster Ordnung

y' +p(@)y = q(z)
ist die zugeordnete homogene DGL
y' +p(x)y =0.

Sei yp, die allgemeine Losung der zugeordneten homogenen DGL (einparametrische Losungsschar). Sei y;;, eine
partikulédre Losung der inhomogenen Gleichung. So sind die Gleichungen erfiillt:

Yna + D(T)Yna = 0
+ Yip + P(T)Yip = q(2)
(Yha + Yip) +0(2) Wha +¥ip) = q(x).

Dann erfiillen alle Funktionen ypq + ¥4 die DGL. Deshalb die allgemeine inhomogene Losung (y;,) ist gegeben
als

Yia = Yha + Yip-

I. Losung der zugeordneten homogenen DGL. Sei ¢(z) = 0.

v +px)y = 0 — eine trennbare DGL.

v o= —pa)y

1dy

;@ = —p(l‘)

1

/ —dy = /fp(x)dx sei /p(x)dx = P(z) +C Stammfunktion

Y

Inly] = —-P(z)+C
ly = e P@.eC=ce @ mit ¢c=e" cRF

Nach der Auflésung des Absolutwertes ist die allgemeine Lésung der homogenen DGL:

Yha = ce P@ ceR.



II. Losung der inhomogenen DGL: Variation der Konstante. Wir suchen y;, in der Form ¢(x) - e~ P,
Hier ist ¢(x) eine Funktion der Variable z.

(ctx) - @) 4 pla) - efw) - e T = q()
d(x)-e P 4 e(x) (—eP@) . Pl2) +pla) - e(x)e P@ = ¢(z), wo P'(z)=px)
-0
dw)- PO = (o

So folgt, dass
c(z) = /q(x) - eP@ g,
Dann ist eine partikuldre Losung

nle) = [ ale) - "o e PO,

Sei die Stammfunktion [ g¢(z) - eP@dy = Q(x) + k, wo k € R. Wir brauchen jetzt nur eine der Losungen, so
wahlen wir £ = 0.
Beispiel 1.

2
y — = y=x241, wo y(l)=2.
x

I. Lésung der homogenen Gleichung.

, 2
y——y =0
x
L2
y x
Inly = 2ln|z|+¢
lyf = C-2*, woCeRT
Yha = é'$2, hieréERi

II. L6sung der inhomogenen DGL: Variation der Konstante.

2

b = o)z
y = d(x) 2% +c(x) 20
d(@)-2? (@) 20+ — -c(x) -2 = 2241
=0
1
/ _
d(x) = 1+P
-1
clg) = v+—+k wok=0
x
Yip = x3_x

Die allgemeine Losung ist

III. AWP



yzp(x) =227+ 2% — 2.

Beispiel 2.

2z
! 2
_ Ty = 1.
Y 2211 y=a"+
I.
2z
/ _
Y =Y T 0
1, 2z
Syde = | =224
/y v /x2+1 :
Inly] = 2n(z*+1)+c hier 2% 4+ 1 > 0 immer
Yha = C-(z®>+1), woCcR*
II1.
yip = cz) (z*+1)
y = d@)-(@®+1)+c(x) 22
c’(ac)-(x2+1)+c(x)~2x+;2x~c(x)~(x2+1) = 2241
z?2+1

immer = 0

o
2
8
=
Il

So die allgemeine Losung ist
yiaZC'(x2+1)+x3+x, wo C € R*.

III.
AWP:  4(1000) = 0.

C-(10°+1)+10°+10° =0

_ T10° - 107
T 106 +1



Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Im allgemeinen eine lineare DGL n-ter Ordnung hat die Form

an(@)y"™ (@) + an—1 @)y (@) + ..+ ar(2)y (@) + ao(2)y(x) = f(2).

Hier ist die Funktion y(z) eine Losung auf einem I Intervall, wenn sie der Gleichung fiir jedes z € I geniigt.
Losbarkeit und Eindeutigkeit der DGL gilt auf I, wenn die a;(x) Funktionen Vi = 0,1,...n auf I stetig sind.
Die DGL ist homogen falls f(z) = 0, andernfalls ist inhomogen.

Die allgemeine Losung falls n = 1 ist eine einparametrische Kurvenschar, ®(z,y,c) = 0 in der impliziten Form.
Fiir n = 2 erstellen die Integralkurven eine 2-parametische Kurvenschar ®(z,y,c1,c2) = 0 etc. Fir n € NT
®(x,y,c1,...c,) =0 ist eine n-parametrische Kurvenschar.

Die zugeordnete homogene Gleichung

an @)y (@) + an-1(@)y "V (@) + ..+ ar(@)y (2) + ao(x)y(x) = 0
hat die allgemeine Losung in der Form
Yna(r) = c1y1(z) + caya(z) + ... + cuyn(z), wo ¢ €R,

und die Funktionen y;(x) sind linear unabhéngige partikulire Losungen der homogenen DGL. Die allgemeine
Losung ist die lineare Kombination der linear unabhéngigen partikuldren Losungen.

Definition. y;(x),y2(x),...yn(z) Funktionen sind auf einem Intervall I linear unabhéngig, wenn c1y;i(x) +
coya(z) + ...+ cpyn(z) =0 nur fiir ¢y = co = ... = ¢, = 0 gilt.

Bedingung der linearen Unabhéngigkeit wird durch Differentiation festgestellt. Wir differenzieren diese Glei-
chung (n — 1)-Mal.

ayr(z) + coye () + ...+ epyn(z) = 0
durch Differentiation —
Cll//’}(z) + Czl//’gl(x) +.o..+ Cny&,(x) = 04, Gleichungen.
ayl (z) +cyy () + ...+ enyp(z) = 0
clyinfl)(m) + czyénfl)(x) + ..+ cny,(:lfl)(sc) = 0
Wenn nur die triviale Losung ¢; = ¢o = ... = ¢, = 0 existiert, dann sind die Funktionen linear unabhéngig.
Also die Determinante von Wronski fiir jedes = € T
1 (‘r) yQ(x) yn(x)
yi () ya(x) Yn ()
W = : =0
n—1 n—1 ’ n—1
W@ W@ @)

Man kann zeigen, dass W=0 auch eine hinreichende Bedingung der linearen Unabhéngigkeit der Losungsfunkti-
onen ist. Wenn y; (), y2(z), . .. yn(x) linear unabhéngige partikuldre Losungen der homogenen DGL sind, dann
ist jede lineare Kombination ciy1 () + coya(z) + . .. + cnyn(x) auch eine Losung der DGL auf dem Intervall T
Veq, cay .. e € R. (Zum Beweis soll man diese lineare Kombination in die DGL einsetzen.)

Aussage. Wenn Y (z) eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL ist, dann hat die allgemeine Losung die
Form

yia(m) =11 (l‘) + 62y2(x) +...+ Cnyn(x) + Y(l‘)
N~~~

homogene allgemeine Losung inh. part. Losung




Wir sagen, dass die DGL konstante Koeffizienten hat, wenn a;(z) =a; € RVi=0,1,...n, d.h.

any"™ (@) + an1y" @) + A ary' (@) +aoy(e) = f(@),

wo f(x) die Storfunktion ist.

Lineare Diffrerentialgeleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Spezieller Fall: n = 2. Eine lineare DGL 2-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat die allgemeine Form

y'(x) +p-y(2) +q-y(x) = f(z), wo pgeR.

Losung der homogenen DGL. Sei y”(z) +p-y'(z) + ¢ y(x) = 0. Eine partikuldre Lésung wird in der Form

yi(x) =e

gesucht. Dann
@) =2, yle) = X
Nach substitution
er (A2 +pA+q) = 0.
-
#0
A2 + p)A + ¢ = 0 heifit die charakteristische Gleichung. Seien die Losungen der Gleichung A; und .

Fall 1.: \; # )\ € R. Die Funktionen y;(z) = eM® und y2(x) = €2 sind linear unabhingige partikulire

Losungen, weil
6)\1 xr e)\QZE

- )\16)\1LE )\26)\2I

1 1
_ )\1% )\gz
W =e e AN #0

So

Yha(x) = c1eMT + coe™?”,

Fall 2.: A\; = )\ = A. Die Funktionen y;(z) = ¢** und ys(x) = xe*® sind linear unabhiingige partikulire
Losungen. Denn ze*® geniigt der Gleichung, und die Determinante W # 0. So

Yha(x) = 1™ + coze™.
Fall 3.: A\; = a+ib, Ao = a — ib. Die Losungsmethode fiihrt hier zu den komplexen Lésungen

Y1.o(z) = elaFWT — pazoEbT _ 00 (co(hg) + 4 sin(bx)).

Die reellen Funktionen 1(yi(z) + y2(z)) und 2 (y1(x) — y2(x)) sind auch Losungen der Differentialgleichung,
und die Determinante W # 0 gilt auch. Deshalb sind

y1(z) = e cos(bx), ya2(z) = e sin(bx)
fiir partikuldre Losungen der homogenen DGL gewéhlt, deren lineare Kombination
Yna(x) = 16" cos(bx) + c2e*sin(bz), c1,c2 € R

die allgemeine Losung ergibt.
Beispiel zum 1-ten Fall

y" =3y — 10y =0, — charakteristische Gleichung: \? — 3\ — 10 = (A — 5)(A +2) = 0.

M =5 A=-2



Yna = cC1- €% +cg e 2"

eine zweiparametrische Kurvenshar, d.h. durch jeden Punkt laufen zwei Integralkurven.
Wir wéhlen die Anfangsbedingungen

y(0)=8,  y'(0)=-2,
Cl+62:8, 501—262:—2 01:2, 62:6.
Die entsprechende partikuldre Lésung ist
Yhp = 2+ e 2 4 6. e52.

Jetzt schreiben wir Randbedingungen y(z1) = y1, y(z2) = y2 vor:

y(0) =6,  y(1)=10,
c1 + co =6, 6165 + 02672 =10 — c1, C2.

Mit diesen Konstanten ist die partikuldre Losung bestimmt.
Beispiel zum 2-ten Fall

Yy’ — 8y +16y =0, — charakteristische Gleichung: A2 — 8\ +16 = (A —4)? = 0.
)\172 =4.
Yna =c1- € + ey x et

Losung der inhomogenen DGL
y" — 8y’ + 16y = 25sin(2x).

Wir suchen eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL der Storfunktion f(z) = 25sin(2z) entsprechend in
der Form: Y (z) = Acos(2z) + Bsin(2z) (Ansatzmethode). Durch Einsetzen dieser Y (z) in die DGL werden
die unbekannten A und B berechnet:

Y'(z) = —2Asin(2z)+ 2B cos(2z)
Y'(x) = —4Acos(2z)— 4Bsin(2z)

Nach der Substitution in der inhomogene DGL:
—4Acos(2z) — 4Bsin(2x) — 16 B cos(2z) + 16 Asin(2z) + 16 A cos(2z) + 16 B sin(2z) =

= (—12A — 16B) cos(2z) + (12B 4 16 A) sin(2z) = 0 - cos(2z) + 25sin(2x)
Das Gleichungssystem fiir A und B ist

—12A-16B =0 und 12B + 16A = 25.

— A=4 B =3.

Die partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung ist deshalb
Y (x) = 3sin(2z) + 4 cos(x).
Die inhomogene allgemeine Losung hat die Form

Yia(®) = yna(x) + Y (2) = ¢1 - ¥ + co - - e*® 4 3sin(22) + 4 cos(z).



Beispiel zum 3-ten Fall: die harmonische Schwingung
Y’ +a’y =0,
homogene lineare DGL zweiter Ordnung. Charakteristische Gleichung ist
M 4a?=0, wo Mg==ai (Fall3)

Yha(x) = 1 cos(ax) + co sin(ax).

Wenn f(x) # 0 tritt eine Stérung auf, z.Bsp.
y” + 4y = 2.
Da z? ein quadratisches Polynom ist, wiihlen wir das Polynom Y (z) = A + Bz + Cx? als Ansatzfunktion.
Y'=B+2Cz, Y'"=2C

2C +4C2* +4Br +4A=2?, —4A+20=0,B=0,4C=1, — A,B,C.
Mit diesem Ergebnis ist die partikuldre Losung Y (x) bestimmt.



