Partielle Ableitungen, totale Differenzierbarkeit.
Definition. Die partielle Ableitung nach x der Funktion f(z,y) an der Stelle (xq,yo) ist
6f(£lf,y) f(xvyo)_f(x(hyo)
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falls dieser Grenzwert existiert. Das ist der Anstieg der Tangenten an die Fldchenkurve f(x,yp) im Punkt
(0, Y0, f (20, Y0))-

Ahnlicherweise ist die partielle Ableitung nach y an der Stelle (xg, yo)
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falls dieser Grenzwert existiert. Die geometrische Deutung ist der Anstieg der Tangenten an die Fléchenkurve
f(zo,y) an der Stelle (zo,yo)-
Diese partiellen Ableitungen sind auch mit f; (zo,y0), bzw. f,(z0,y0) bezeichnet.
Fiir das Skalarfeld u = u(z,y, z) sind die partiellen Ableitungen u,, u; und u/ #hnlicherweise definiert, wobei
die Differentiation beziiglich einer Verdnderlichen durchgefiihrt wird und die Anderen als Konstante angesehen
werden.
Wenn die ersten partiellen Ableitungen partiell differenzierbar sind, werden die zweiten partiellen Ableitungen
eingefiihrt:

//_a_fa/c //_a_fa/n //_a_fz/; //_a_fz/;
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Wenn diese Ableitungen partiell weiter differenzierbar sind, kénnen héhere partielle Ableitungen eingefiihrt
werden.

Defintion. Die Funktion heift C*-stetig (in k-ter Ordnung stetig), wenn alle k-ten partiellen Abletungen stetig
sind.

1. abra. Tangente an die Flachenkurven, Tangentialebene an das Paraoloid

Beispiel. f(z,y) = 2% + y?. Die partiellen Ableitungen an der Stelle (1,2) sind f, = 2z, denn y ist jetzt
konstant. Wird die Funktion nach y differenziert, ist = als konstant betrachtet. f, =2y, fi, =2,

?:’,y =2, g/c/y = g:/gc =0, fa/c(]-az) =2, f@ll(laz) =4
Beispiel. f(z,y) = x cos(z + 2y). Die partiellen Ableitungen sind f, = cos(z + 2y) — x sin(z + 2y),

fy = —wsin(z +2y) -2, fii, = f\, = —sin(z + 2y) - 2 — wcos(x + 2y) - 2.



Uber die Vertauschbarkeit der Reihenfolge der partiellen Differeniation sagt der folgende Satz die Bedingungen
aus:

Satz von Young und Schwarz. Wenn die zweiten partiellen Ableitungen der Funktion f(x,y) auf einem

offenen Bereich stetig sind, dann f;/, = f. gilt auf diesem Bereich.

Differentiation in der impliziten Form.
Es sei F(x,y) = 0 die implizite Gleichung von y(x) auf einem x € I C D, Intervall, d.h. F(z,y(z)) =0 gilt auf

I. Wir werden zeigen, dass % = —% ist an solchen Stellen, wo F # 0 ist.
Y

Beispiel. ycosz —2%lny +8 = 0 Wir differenzieren diese Gleichung nach = mit der Kettenregel, wobei y = y(z)

y sin z4+2zlny

’
fir eine innere Funktion betrachtet wird. ¢’ cosz — ysinz — 2zlny — ac”; =0.y =0y
Y

, angenommen,

dass im Nenner keine 0 steht.

Jetzt differenzieren wir die Funktion auf der linken Seite partiell nach = und nach y. F.(z,y) = —ysinz —2zlny,
Fy(x,y) = cosx — xzi. Der Quotient ist _FF/E = y'(x) tatséchlich.
Y
Jetzt betrachten wir die implizite Gleichung F'(z,y, z) = 0 der Funktion z(z,y), d.h. F(z,y, z(x,y)) = 0 gilt auf
einem Bereich, wo z(z,y) definiert ist. Die Frage ist, wie werden die partiellen Ableitungen z/, und zg’/ berechnet,
ohne die explizite Gleichung von z(z,y) auszudriicken.

Beispiel. zx — z3coszy + e¢* — 6 = 0. Die z, y, z werden als unabhiingige Veréinderlichen betrachtet. F/ =

z + 23(sinzy)y, F, = 23(sinzy)z und F! = x — 322 cos 2y + ¢*. Der nichste Satz sagt aus, wenn F’ # 0, dann

, —F! —z — 23(sinzy)y 4 o ~F, —23(sinzy)z
2y = = und z, = —* =
v F! x — 322 cosxy + €* v F! x — 322 cosxy + €*

Satz: Existenz der impliziten Funktion. Wenn fiir F'(z,y) = 0, F(2o,y0) = 0 und F; und F} in der
Umgebung von (zo,yo) stetig sind und F}(zo,y0) # 0, dann auf einem Intervall [z1,z2], das o beinhaltet,
existiert eine y = f(x) so, dass

yozf(.%'o), F(l‘,f((b))E ((EE [xlamZ})vy/:_% im .

Ahnlicherweise gilt fiir F(x,y, z) = 0, wo auf einem Bereich B die z = z(z, ) existiert so, dass F(x,y, z(z,y)) =
0, und die partiellen Ableitungen von F'(x,y,z) auf B stetig sind, und F.(xo,v0) # 0 ((z0,y0) € B), dann

Fg:(l"o,yo, 20)
F!(x0,y0,20)

Fé(xovyo, Zo)

F/

, und 2 (zo,y0) = —
(0, Y0, 20) y( )

2 (20, Y0) = —
Die totale Ableitung (totale Differenzierbarkeit), der Gradient.
Definition. Die Funktion u(r) ist im ry total differenzierbar, wenn es einen d und eine Umgebung von rg € D,,
gibt so, dass in dieser Umgebung die Funktion in der Form

u(r) =u(rg) +d- (r —rg) +s(r) - (r—rp)

erstellbar ist, wo s(r) — 0, falls r — rg in dieser Umgebung.
Der Vektor d ist die totale Ableitung von u(r) an der Stelle rg, und wird gradu(ry), der Gradient des Skalarfeldes
u(r) genannt.
Diese Form bedeutet die lineare Approximierbarkeit der Funktion u(r) durch den linearen Teil u(r¢)+d- (r—ro)
in der Umgebung von ro mit dem Fehler s(r) - (r — rg). Dieser Fehler strebt gegen 0, wenn r — rg.
Satz. Wenn die Funktion u(r) im Punkt (xo, o, 20) total differenzierbar ist, d.h. gradu(rg) existiert, dann
existieren auch die partiellen Ableitungen u/,, u;, und v} in diesem Punkt, und die sind die Koordinaten des
Gradienten, gradu(r) = (uj, u,,u}) in diesem Punkt.
Beweis. Wir zeigen den Beweis im Spezialfall fiir die Funktion f(z,y), dass gradf = (f;, f,) ist.
Die totale Differenzierbarkeit im rg der Funktion heiftt, dass

f(r) = f(ro) = (r —ro) - gradf(ro) + (r —ro) - s(r), lim s(r) =0,

r—ro



wo gradf(ro) unabhingig von der Annéherungsrichtung bei r — rq ist.

Zuerst wihlen wir r — rg = hi, d.h. der Punkt bewegt sich auf einer horizontalen Strecke. So ist

f(zo + hyyo) — f(xo,y0) = hi-gradf(rg) + hi-s(r). Da s(r) — 0, falls h — 0, der Grenzwert

limp_0 f(IO’Jrh’yOh)*f(“’yU) = i-gradf(rg) ist. D.h. f.(zo,y0) = i-gradf(rg) ist die erste Koordinate des
Gradienten.

Ahnlicherweise folgt, dass fy(x0,90) = j-gradf(ro), falls der Grenzwert auf der Strecke r —ro = k - j berechnet
wird. Auf den rechten Seiten dieser Gleichungen stehen die Koordinaten des Gradientenvektors. Deshalb gilt,
dass grad f(zo, yo) = if;(z0,%0) +if;(z0,%0), was die Aussage war.

Die totale Differenzierbarkeit der Funktion f(z,y) an der Stelle (xq, yo) mit Koordinaten aufgeschrieben lautet

f(@,y) = f(zo,v0) = frlxo,y0)(x — o) + £, (%0, %0) (¥ — yo) + s1(z — z0) + s2(y — Y0),

wo 81,82 — 0, falls © — zo,y — yo.

Die lineare Approximation.

Der lineare Teil in der letzten Gleichung ist f; (zo,y0)(* — z0) + f, (20, %0)(y — yo) = grad f(zo, yo) - (r — ro).
Dieses Skalarprodukt approximiert die Verdnderung des Funktionswertes f(z,y) — f(xo,yo). Der Fehler dieser
Approximation s1(z — xg) + s2(y — yo) = s (r —rp) strebt gegen 0, wenn die Funktion total differenzierbar ist.
Definition der Tangentialebene. Die Gleichung

z— f(z0,90) = fr(z0,y0)(x — x0) + f,(x0,%0)(¥ — ¥0)

definiert die Tangentialebene, wo (x,y, z) die Koordinaten des bewegten Punktes der Ebene sind. Diese Ebene
geht durch den Flachenpunkt (xg,yo, f(o, o)), und bei linearer Approximation wird die Fliche durch diese
Ebene in der Umgebung des gemeinsamen Punktes ersetzt.

Definition der Flichennormalen. Der Normalenvektor der Tangentialebene heifft Flachennormale. Da der
Normalenvektor einer Ebene Az + By + Cz = 0 die Koordinaten (A, B, C') hat, ist der Fldchennormalenvektor
n=(fl,f,-1).

x Jy
Flichennormale an die Fliche F(z,y,2z) = 0, wenn die implizite Gleichung der Fliche angegeben ist,
n = (F,, Fy, F]). Denn, nach dem Satz der impliziten Funktion gilt: 2 = f% und 2, = f%, wo im Nenner
keine 0 steht. Der Vektor n = (27, z;, —1) ist deshalb parallel zu dem Vektor (F, Fy, F).

Definition. Die totale Differenzierbarkeit wird auf einen offenen Bereich (im Definitionsbereich) erweitert: die
Funktion ist auf einem offenen Bereich total differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt dieses Bereiches total
differenzierbar ist.
Differentiationsregeln.
Linearitéit: grad(u + v) = gradu + gradv; grad(c- u) = cgradu, ¢ € R.
Leibniz-Regel: grad(u - v) = (gradu) - v + u - gradwv.
Zusammenhang zwischen den partiellen und der totalen Ableitung. Im Satz haben wir gesehen, wenn
eine Funktion total differenzierbar ist, dann existieren ihre partiellen Ableitungen. Umgekehrt gilt es nicht,
d.h. aus der Existenz der partiellen Ableitungen folgt die totale Differenzierbarkeit NICHT. Sogar die Stetigkeit
folgt nicht.
Man betrachte die Funktion sgn?(zy).
Die sgn, oder Vorzeichenfunktion ist folgenderweise definiert: sgna = 1, falls a > 0, = 0, falls a = 0 und = —1,
falls a < 0.
Wir zeigen, dass die partiellen Ableitungen im (0, 0) existieren, und die Funktion ist im (0, 0) nicht einmal stetig.
Das Origo wird iiber zwei Punktfolgen angenéhert. Auf der z-Achse wird die Punktfolge (%, 0) konstruiert, dann
sgn?(L - 0) = 0, konstant. Deshalb ist der Grenzwert aus dieser Richtung 0. Die zweite Puntfolge ist (1,1).
sgn2(% . %) = 1 wieder konstant, der Grenzwert ist also 1. Die beiden Grenzwerte sind unterschiedlich, deshalb
ist die Funktion im (0,0) nicht stetig. Sie ist aber partiell differenzierbar, was wir aufgrund der Definition
zeigen.
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weil der Zahler konstant 0 ist.

Osgn?(zy) ~ lm sgn?(0- (0 + k)) — sgn?(0 - 0)
dy ©0.0) k=0 k

:O7

weil der Zahler konstant 0 ist. Die zwei Flachenkurven (die eine ist der ebene Schnitt mit der zz-Ebene, die
andere ist der Schnittkurve mit der winkelhalbierenden Ebene zwischen den « und y Achsen durch die z-Achse)
haben horizontale Tangenten im (0, 0), obwohl die Fliache dort nicht stetig ist.

Aussage ohne Beweis. Wenn die partiellen Ableitungen der Funktion f(z,y) oder u(x,y,z) an einer Stelle
stetig sind, dann ist die Funktion dort total differenzierbar, d.h. der Gradient der Funktion existiert.
Beispiel. Gegeben ist f(z,y) = 2* + 22%y? + y. Man schreibe die Gleichung der Tangentialebene an der Stelle
(1,1) auf.

Diese Funktion ist (als Polynom von x und y) tiberall definiert und differenzierbar. Genauer, partiell stetig
differenzierbar nach z und nach y (unendlich oft), deshalb auch total differenzierbar. Die Tangentialebene
existiert in jedem Flachenpunkt.

iz, y) = 423 + 62292, fy(x,y) = dz3y + 1, f1(1,1) = 10, ,(1,1) =5, f(1,1) = 4, die Gleichung der
Tangentialebene ist z —4 = 10(x — 1) +5(y — 1), 10z + 5y — z — 11 — 0. Der Gradient ist grad f(1,1) = 10i+ 5j.
Der Gradient in den entsprechenden Flachenpunkt verschoben ist ein horizontaler Vektor.

Beispiel. Gegeben ist z = sin(zy). Man schreibe die Gleichung der Tangentialebene an der Stelle 7o = %,

Yo = 2 auf.
70 =sin 2F = § 2y = YoS(TY)| (o 4oy = —1s 2y = zos(zy)|,, o) = —§- die Gleichung der Tangentialebene

st 2 — Y3 = —1(z—I) — I(y—2).

Beispiel. An welcher Stelle ist die Tangentialebene der Fliche z = 222 4 5y? — 3z + 2y — 1 parallel zu der
Ebene 2z — y 4+ 5z — 25 = 07

Der Fléchennormale der Fléche ist n = (2}, z,, —1) = (4z — 3,10y + 2, —1) soll parallel sein zu (2, —1,5). Von
hier folgt, dass 4o — 3 = —% und 10y 4+ 2 = %, Die Losung ist © = %, y = —5%. Das sind die Koordinaten des
gefragten Punktes.

Wenn gefragt wird, wo ist der Gradient Nullvektor, soll man die Losung des Gleichungssystems 4x — 3 = 0,

10y + 2 = 0 angeben. An dieser Stelle hat die Fliche eine horizontale Tangentialebene.



