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Attekintés

s Keétvaltozos fliggvenyek abrazolasa
s Kis Maple izelito

» Parcialis derivaltak és geometriai
jelentesuk

= A gradiens vektor




A ketvaltozos fuggvenyek
abrazolasa

- Egyvaltozos fliggvenyeket -> gérbevel
abrazoljuk

- Ketvaltozos fliggvenyeket -> felllettel
abrazoljuk. E feltuletet a z=f(x,y)
egyenlettel jellemezzuk.

Az abrakat Maple-el konnyen
elkeszithetjik.

Lassunk néhany példat!




Legyen z=X*X+y*y

AZ ABRAZOLAS LEPESEI:

Az abrazolas elso lepésekéent
megvizsgaljuk a koordinatasikokkal valo
metszeteket. Ez alapjan szemléltetjik a
figgvenyt.

MetsszUik a fellletet a zy sikkal. (x=0) ->
metszetgorbe: z=y*y (parabola)

Hasonloan: zx sikkal valdo metszet: z=x*x,
szintén parabola




Az xy sikkal parhuzamos sik legyen z=r*r

Ezzel a sikkal tortend metszés alapjan egy
r sugaru kor a metszesvonal

Osszegezve : 2 parabolat és egy r sugaru
kort kaptunk eredmeénykent

A felUletet: z=x*x (v. z=y*y) parabola
tengely kordli forgatasaval kapjuk

Ez egy paraboloid. Lassuk!




1)LA. E(X, V) = XXy *y
X = -2..2, -2..2




Az elozo fiiggvényt egy leszukitett

tartomanyon abrazolva

Tartomany:

X = -2..2,
y =-2..2

Maple-ben a
kovetkezo
parancsot is
hozzavettik:

view=[-1..2,-
2..2,0..4]




2)F(X,y)=x*x-
y'y

A felliletet ugy
képzeljuk el,
mintha a
Z=X*X
parabolan

,Veégigcsuszna”
a z=-y*y
parabola

->nyeregfelllet




s Lassunk meg nehany peldat!




3). F(X,y) = X*(xA2 + yA2)/(X-Y);

e y) = 2 + i 2)i (-]

200

Tartomany:
X=-5..5
y=-5..5

Szakadasi

00—

helyek: x=y




,ozed|uk szet” a fuggvenyt

Tartomany:

X = -5..5,
y = -5.001..x-0.00




flay) = (2 + yn ) -]

Tartomany:
X = -5..5,

y =x+0.001..
..4.999,




fla ) = 2" + w0 -y

Tartomany:

X = -5..5,
= -5.001..
..X-0.001,

Y

illetve

X = -5..5,
y=+0.001..
..4.999










Hogyan rajzoljuk ki ezeket a
fuggvenyeket? - Kis Maple izelit6

» Hasznaljuk a Maple plot3d()
flggvenyet

» A figgveny argumentumai: opciok

» Az opciok lehetnek: tartomany,
fégyerésség, tengelyek, orientacio
StD.

s Lehetdseg van az abra utolagos
forgatasara




Egy pelda..

> z3:= y * In (x*xX); definialjuk a figgvényt
> plot3d ( z3, <- ezt rajzold ki

X = -1.5*Pi..1.5%*Pj, Tartomany

y = -1.5*%Pi..1.5%Pij,

axes = normal, Tengelyek
lightmodel='light1', Arnyekolas + fény + szin
shading=xyz,

color= Yellow,

title="y*In(x*x) " ); Cim

Mit csinal a Maple az x=0 pontokban?

e X=0 pontban az Ln(x*x) végtelenné valik, ezért, hogy ne
kapjunk nagyon ellapult felUletet, z-re korlatozzuk a
kirajzolast

e View=-15..15 parancsot hasznalunk




Es kirajzolva..




s Bovebben a plot3d() opcioirol:

Frank Garvan: The Maple Book

Heck: Bevezetées a Maple
hasznalataba




A parcialis derivalt

s Kis ismeétles:
parcialis derivaltnak nevezzik a tobbvaltos fuggvenyek
o/yan derivaltjat, amikor a fuggvenyt egyik valtozojanak
Zcgtg)ven yekent fogjuk fel, eszerint derivalunk, mikozben a
i véltozot dllanddnak tekintjuk.

s ElsOrendid parcialis derivalt a k-dik valtozo szerint

- az f(x,y,z) flggvény eseten rogzitslink ket valtozot, pl. az elsét es a
harmadikat

- egyvaltozoés fuggvényt mar tudunk derivalni egy pontban -> ez az
eredeti flggvenynek a 2-dik valtozo szerinti elsé parcialis derivaltja

= Eredmény: tobbvaltozos, skalar értéki fliggveény.




Pelda

s Szamitsuk ki:
f(x, y)= x"2*y-2*z/(x 2+y2) flggveny y
szerinti elso parcialis derivaltjat!

Eredmeny:
XN2+ 4zy /(XN 2+y N2 )2

Ellenorzeés Maple-ben:

> diff(xN2*y-2*z/(x"2+y”2),y); paranccsal
> Helyesen dolgoztunk © !/




Parcialis derivaltak geometriai
|elentese

Geometriai jelentés: erintok iranytangense

Egy z = f(x,y) kétvaltozos fuggbveny parcialis
derlvalt&a egy adott (A, B) pontban -> az X,y
valtozokhoz tartozo parC|aI|s fiiggvenyek
derivaltjai

A fuggvenygrafikonbol ez geometriailag ugy
szarmaztathato, hogy az x = A, illetve az y = B
egyenletd sikokkal elmetsszuk a fluggvény altal
meghatarozott felliletet, és a keletkezett
gorbeknek, mint e yvaltozos filggvéenyeknek
meghatarozzuk a derivaltjait a keresett pontban.

Nézzik az abrakat:




Geometriai jelentés

Adott z = x*x*y*y fliggveny

Az y szerinti elso parcialis derivaltat
keressuk a (-1,M) pontban

Megoldas menete:
meghatarozzuk a figgveny és az x = -1

sik metszetet

Parcialis derivalt: a sik altal , kivagott”
gorbe erintojenek meredeksege a (-1,y)
pontokban, ennek az ertéket szamitjuk az
y=M helyen.




Z — X*X*y*y

flggveny és az
= -1 sik
metiszete

y szerinti
parcialis
derivaltrdl van itt
sz0 —> a sik altal
,Kivagott” gorbe
érintdjének
meredeksege a
(-1,y) pontokban




A z = X*X*y*y
fuggveny és
az y=1sik
metszete

X szerinti
parcialis
derivaltrdl van itt
sz0 —> a sik
altal ,kivagott”
gOrbe
érintdjének
meredeksége
az (x,1)
pontokban




Magasabb rendlt derivaltak

s Maple programmal konnyen
elvegezheto Diff() — fliggveny
alkalmazasaval

s A szamolasban az els6rendu parcialis
derivaltnal megismert technikat

alkalmazzuk




FlUgaveny gradiense — grad(T)

m /sSmelles:

GRADIENS: tobbvaltozos flggveny elso-
rendli teljes derivaltja eqgy pontban, ami eqgy
vektort definial. Ez a faggveny gradiense az
adott pontban.

- Gradiens vektort Maple-el konnyen
szamolunk a Grad() paranccsal.




lgy: szamoljuk a gradiensvekiort

Megjegyzések:

- Az F(x,y) fuggveny gradiens
vektora mindig vizszintes.

- Az irdnya es a hossza is
valtozik x és y ertéketol
flggben

Nézzunk egy egyszerl peldat!

TekintsUk a paraboloid egyenletét: z=x"x+y*y

Szamitsuk ki a gradiensvektorat!




Egy egyszeri péelda...

s Szamitsuk ki az f (x,y) = X2 + yA2
fuggveny gradiensvektorat.

= > With(linalg):

e > T = (XY) > X2 + yA2;

s > grad(f(x,y),vector([x,vy]));

= Amit kapunk: [2X%, 2y] (vagyis a
fliggvény x-szerinti, y-szerinti
parcialis derivaltjai)




. Faraboloid gradiensvektoral
Maple-ben: ey

-A paraboloid

eqgy. az eddig
bemutatottakiol

/4 L4

eltero
abrazolasa:

P T

e R

A z= allando
sikokkal szamolt
szintvonalaknak
az xy sikra valé
vetlletet latjuk ->
terkepkészitéshez
hasonlo
szemléltetésmod

S




Paralboloid gradienstere

Mint latjuk, a
gradiens-
vektorok a
szintvonalak
normalisai




u=6"x"4-x"y*z

Az X,y,z=-3..3
tartomany
bizonyos
pontjaibol
Kiindulva a

Maple
segitsegevel
megrajzoltuk a
pontokhoz
tartozo
gradiensvektort




Feladat

= Oldjuk meg:
Z=X*X+y*y,
z=1

Megoldas:
szintvonal.




s [O0bbvaltozos fliggvenyekrol:

- Bolyai-konyvek :

e Fekete Zoltan-Zalay Miklos:
Tobbvaltozos fliggvenyek analizise

- Gaspar Csaba : Linearis algebra es
tobbvaltozos fliggvenyek

- Kis Istvanne: Tébbvaltozos fliggvenyek

- Csdaszar Akosné: Valds tobbvaltozds
figgvenyek differencialszamitasa

- Csaszar Akosne: Valos tobbvaltozos
flggvenyek integralszamitasa




