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GORBEK
Rulettdk

4. Adott a sugard kor cetiszds nélkiil gorail egy egye-
nes mentén. Irjuk fel a kor egy rogzitett kerilleti pontja
d1tal leirt pélya egyenletét (ciklois).

2, Adott a sugard kir ceiszds nélkil gordlil egy egye-
nesen. Irjuk fel egy olyan pont pilydjénak az egyenletét,
suely a kor kizéppontjdtél d tdvolsdgra van és a mozgds kbz-
ben a krhtz viezonyltott helyzete nem véltozik (d<a esetén
nyijtott, d>a esetén hurkolt ciklois).

3. Allitsuk 616 a kir lefejtésének paramstores egyen-
letrendszerét, azaz egy mozdulatlan kr alakd tércsira szo-
rosan feltekert fondl végpontja 41tal leirt gbrbe egyenle-
té%, mikdzben a fonalat feszesen tartva legombolyitjuk (kor-
evolvens ).

4. Tekintsiink egy adott a sugard kir kerilletén cstszds
nélkill gordiils egyenest, amelyhez egy rd merSleges, d hosz-
szisdgl szakaszt rogaitettink, Irjuk fel a szakass végpont-
Ja éltal leirt gorbe egyenletét! Milyen gbrbét kapunk d = a
esetén?

5. Egy r sugard kor csiszds nélkiil véglggsrall a mozdu-
latlen R sugard kortn mindig kiviilrél érintve azt, Irjuk fel
a gordiils kir egy rogzitett keriileti pontja &ltal leirt pé-
lye egyenletét (epiciklois),

Milyen gorbe adédik r = R esetén?

6. Bgy r sugari kor celiszds nélkil végiggordil az R > r
sugari kor kertletén mindig belilrsl érintve azt. Irjuk fel
a gbrdillé kor egy rogzitett kerileti.pontja dltal leirt pi-
lya egyenletét (hipociklois).

Milyen gdrbe adddik az R = 4r és az R = 2r esetekben?

7. Egy 2r sugard kir kerllletén végiggtrdil egy r suga-



ré kér mindig belilrSl érintve azt. Mutassuk meg, hogy a
gOrdiils korhoz képest roguitett helyzetil, de nem a kerii-
letén fekvs pont ellipszist ir le.

8. Bizonyitsuk be, hogy a ciklois tetszileges pontjd-
ban hizott normflis 4thalad a cikloiet e184111t6 kor leg-
alsé, az érints pedig a legfelsS pontjdn (1dsd az 4. fela-

datot!). Ezt 8 1va meg
a ofklois tartozd és érin-
636t .

9, Bizonyitsuk be, hogy az
x=a(cost +teint) y=alsint—1tcost)

kbrevolvens Gsszes normélisénak a koordindtarendszer origé-
J6b61 mért tévolséga egyenld.

10, Bizonyitsuk be, hogy az

. x = a cos’t, y = asin

asztroid érintSjének a koordindtatengelyek kizé esd szaka~
sza az érintési ponttsl fuggetlenll a hosszisdgi.,

3t

GUrbék egyenlete, érintd

Adjuk meg & gorbst az X(t) = X(t)L + Y(6)) + 2(t)k
ekkor az gvenl

R=r+1i vagy I-x _ Y=3.%2=%
x 3 z
ahol B = Xi + Y§ + 2k as érint§ futé pontjénak helyvekto-
xa.

41, Ha egy pont egyenletes kirmosgist végez egy bi~
zonyos egyenes koril, és ugyanakkor egyenletes egyenes~
vonali halad az akkor
& pély4j4t hengeres csavarvonalnak nevezzilk. VAlasszuk z
tengelynek az adott egyenest és irjuk fel a hengeres csa-

01561116 14r fige:
meg a 1lnak a
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en merdleges vetileteit!

A2, Viviani-féle gbrbének nevezzilk egy gbubfelilletnek
és egy olyan eliletnek a 16t, amelynek
egyik alkotéja &thalad a gomb kizéppontjdn és &tmérije a
gomb  sugardval egyenlS. Adjuk meg ezt a gUrbét egy vektor-
skaldr filggvénnyel.

Mutassuk meg, hogy a Viviani gbrbe illeszkedik egy
olyan kipfeliletre is, amelynek osicsa a henger- és gomb-
felillet érintési pontja és tengelye a henger tengelyével
pérhuzamos.

13, A z tengelyt hegyes szbgben metszS egyenes dllands
szvgsebesssggel forog a z tengely kbril, Irjuk fel annak a
pontnak a pélyaegyenletét, amely ezen egyenes mentén &llan-
as 1 mozog (kipos 3%

14, Mutassuk meg, hogy az
K(t)=Laelntoost+]asin’t+kaoost
gérbe egy origs kbzéppontl, a sugard gbrbfeliletre illesa~
kedik,

15. Mutassuk meg, hogy az

3.

£(t) =i & cos’t +] asin’t +k a cos 2t

gorbe egy asztroid vesérgdrbéjt, z tengelyl hengerfelilet
véges darabjén helyerkedik el.
16, Hatérozzuk meg ez
x(t) = b1+ 85 + %k
gbrbének a koordindtasikokra es§ merSleges vetilletelts
A7, Irjuk fel az
2ty = oby 4 678 4 6%
térgirbe érint6jének egyenletrendszerét a t = 4 paraméte-
i pontjdban,
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18, Irjuk fel az
H(t) =1 a(t—sin t)+ ] a(4=cos t)+k 4a sin %
gbrbe t = % pontjdhoz tartozé érintdjének egyenletrendsze~

rét. Mekkora szdget zdr be ez az érintS a z tengellyel?

19, Hatérozsuk meg ez
¥ 22 £
C{E I o Vit ol e
térgtrbe azon érintGit, smelyek phrhusamossk az x + 3y + 22 =
= 0 egyenletil sikkal.
20, Hatdrozauk meg az
2t = (3t = 201 + 365 + (3t + %
gorbének azokat a pontjait, amelyekben az érinté pdrhuzamos
a3x+y+z+2m0 egyenletd sikkall

24. Hatérozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyek-
ben a hengeres ceavarvonal érintéi az xy koordindtasikot met-
suik (1dsd a M. feladatot!)

22. Milyen gorbét alkotnak az

20t) =td + 35 + 7%
Kkal valé jai?

gorbe az

23. Hatérozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyek-

ben az
r(t)=iacost—jaeint+kbe’

gérbe érintéi az xy koordindtasikot metszik.

24. Irjuk fel azon pontok mértani helyének egyenletét,
amelyekben az

I(t) =1 a(sin t + cos t) + ] a(ein t - cos t) +k b & "

gorbe érintsi az xy koordindtasikot metszik.

25, Bizonyitsuk be, hogy az
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t

T

o t x
;(t)=1e&cost+1.&xint¢g-k
gorbe illeszkedik az 5

P
Kiipteliletre 66 annak minden alkot6jdt 45°-os ssdgben
metezi. (Ezt a gorbét kipos spirdlisnak nevezik.)

26. meg & e gorve
az 6t tartaluazé hengerfelilet alkotéival bezdrt legkisebd
szogét. (14sd a 12, feladatot!)e

27, Trjuk fel az x2 + 32 ~ 8 =0ésaz Xy~ 2 +2 =0
feliiletek metszéevonaldnak érintévektordt a R(2,2,6) pont=
ban.

26, Irjuk fel a z? + 2x—3° =0, 3x +3=3=0
egyenletrendazerrel adott gorbe B(O,4,4) pontjdban az érin-
tGegyenes egyenletrendszerst.

Ivhossz

Az x(t) vektor-skaldr fiiggvénnyel adott girbe by éa tp
paramétert pontjai kﬁrétel6 darabjénak ivhossza
2

5= S 1£] at.
]

29, Szdmitsuk ki ez

£(t) = at + /3ab ¢20 + 2t
térgbrbe 05 t3 4 szakaszénak az ivhosszdt.

30, Szémitsuk ki az
t)=iacst+jaeint+kdt

hengeres ceavarvonal tetszSleges pontja és a t = O paraué-

terii pontja kozé esl darabjénak az ivhosszdt.

34, Irjuk fel a hengeres ceavarvonal paramétere

5 egyen-
ha az vélasztjuk D k




32, Irjuk fel a kir paraméteres egyenletét vgy, hogy
az ivhossz legyen a paraméter.
33. Mutaseuk meg, hogy az
!(!)~1.uin-§+,]cen§+g-l!§-l

térgtrbe a termée:

34, Mutessuk meg, hogy az
2(e) =12 cosln £ + § £ ginln L 42
Sl i

3

térgorbe a
35. Irjuk fel az
p(t)micost+ jeint+koht
térgbrbe egyenletét a t = O paraméterli pontt6l mért iv-
hossz fiiggvényében,
36, Irjuk fel a kirevolvens egyenletét természetes
paraméterezésben (14sd a 3. feladatot!)s

Kipérs triéder

Az r(t) vektor-skaldr fuggvénnyel adott girbe kisérd
triéderének élvektorai az érintS, a fénormélis és & binor-
azéui thatsk

wdlis egy , emelyek a
ids :

A kieérs triéder sikjai dthaladnek a girbe adott pontjdn.
A slaulésik normélisa pérhuzamos az & x ¥, & normdlsiké az
£, 8 rektifikdl6 siké pedig sz (i x & )xi vektorral, és ezen
vektorok ismeretében a sikok egyemlete felirhaté.
37. Hatdrozsuk meg az
£Ct) = 36% + (26 + 31 + 3%
térgurbe kieérs tridderének élvektorait és sikjainak egyen-
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letét a gorbe t = —4 paraméterii pontjiban.
38, Hatérozzuk ueg az
Ht)miteint+jtomt+ktel
k élvektorait a

gbrbe kisérs triéd
kezdSpontdban,
39, Trjuk fel az
Ht)=iltoomt-jtent+kt
gorbe sinulésikjdnak az egyenletét a t = O paraméteri ponte
Jévan.
40, Irjuk fel az
3 ¥
)= (P -2+t + A+ Sk
térgorbe t = A paranéterti pontjéban a kisér6 tridder sik-
jainek egyenletét.
41, Irjuk fel az
() = t1 + £54 + e’k
térgbrbe t = O paraméteril pontjdben & kisérd triéder éle-
gveneseinek egyenlotrendazerét.

42, Hatérozsuk meg az
2 %
t)=Fi+lnt -tk
gorbének azokat s pontjait, amelyekben a binormdlis pir~
huzamos 8z x - y + 8z + 2 = O egyenletll sikkal.

43, Szdmiteuk ki az
Z(t) = 4 cos%t + § § ain 2t + k cos ¢
tartozd simyl

gorbe t = O pe
8z origétél mért tévolsdgst.

44. Bizonyitsuk be, hogy a hengeres csavarvonal kisé~
6 a 1 4llan~

46 szbget alkotnak (1dsd & 11, feladatot!).



#45. Matassuk meg, hogy az
Htymteloon t v jeant vk e
egyenletll kipos spirdlis kisérd tridderének élvektoral 41-
Jandé szoget zirnak be a z tengellyel.

t nesek egyenletrendszerst.

Gorbilet, torszid, Frenet képletek

Az x(t) vektor-gkaldr filggvénnyel adott girbe gorbiilete
£ x ¥ g

képlettel, a torzis; - EE
—r" orziéja pedig a T m

46. Tgazoljuk, hogy az
Koy (-2t + (36 5) - (¢ + 2%
puggvény aikgbrbét 11t e, da irjuk fel a gorbe sikjé-
mak egyenletét!

képlettel szdmithaté ki.
A Frenet képletek a kivetkezdk:
47. Mutessuk meg, hogy az
A+t 1 k3
;(t)--.—_—gi"ﬁzl"“l_ﬂ 5

t = ca
=g v oy,

fuggvénnyel el66111tott gdrbe sikgbrbe, és irjuk fel a sik- b = -Tn,

Jénak egyenletét!

48. Mutassuk meg, hogy a Viviani-féle gorbe normélsik-
Jjal dthaladnak a gorbét tartaluazs goub kozéppontjén (1dad
a 42, feladatot!).

ahol a vessz§ a természotes paraméter (ivhossz) szerinti
derivdldst jelsli.

53-57. Szémitsuk ki az aldbbi gorbék gorbiletét s
torzi6jét a megadott pontban:

53. H(t) = (82 = AL+ (b + 20 + (80 = ),

49, A hengeres csavarvonal fénormilisaira 4lland$ hosz-
t=1

sutsdgt szakaszokat mérink fel, Bizonyitsuk e, hogy ezeknek
a szakaszoknak a végppontjai egy meik hengeres ceavarvona-

lon helyezkednek el (14sd a 41, feladatot!)s 54 p(t) =263 + 1ot g +.8%, t= 4

50. Bizonyiteuk be, hogy az g 55. x(t) = ofL + 65 4 Bt K, t = 0.

z(t)-net1+63k
56. r(t)=1toos t+ jteint+kat, t=0

gorbe 0(0,0,0) pontbeld t, 1, b véktoral egybeesnek a koor-
dindtatengelyek egységvektoraival. Irjuk fel a gdrbének az
0 pontbell kisérs triéder sikjaira ess merdleges vetiletei~
nek egyenletét.

57. £(t) = 1 sin 2t + 4(4 = cos 2t) + k 2 cos t,
x
t=5
S, Irjuc fol az x2 + y2 + 2 = 9 éaasx° =37 = 3

felilletek metszésvonalaként addds gorbe simulésikjdnek az
egyenletét az M(2,1,2) pontban.

58. Mutassuk meg, hogy az ¥ = £(x) fiiggvénnyel adott
gorbe gorbilete ‘

[H%Jz

52, Irjuk fel az x = y2 ém x° = z felilletek metszésvo-
naldnak M(4,1,1) a £6normélis és a binormlis egye-
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Képlettel szémithaté minden olyan pontban, aaelynek kornye-
zetében a fiiggvény kétszer folytonosan differencidlhaté.

59. Szdmiteuk ki az y2 = 2px parabolo girbiletét a
caticspontjdban.

60. Bizonyitsuk be, hogy az
ellipezis nagy- és kisten-
gelyének végpontjdban a
gorbilletd sugarak az aldb-
bi bra szerint szerkeszt-
hetdk:

61. Széuiteuk ki a hengeres csavarvonal girbilletét ém
torziéidt a gorbe tetzsleges pontjiban (1dsd a 12. felada-
tot1

62. Mutassuk meg, hogy az

Kt)m (3t =t + 3630 + (3L + X
gorbe gorbillete éa torzisja tetezSleges paraméterértékre
egyndesal egyenlS.

63. Hatdrozzuk meg az

2(t) = 1 cos’t + ] sin’t + k com 2t
gorbének azokat a pontjait, amelyekben a gdrbilletnek lokd-
1is ninioume van.

64. Hatérozzuk meg azokat a pontokat, amelyekben az

p(t)=1 a(t—sin t)+ ] a(4 = cos ) + k 4a cos §
gorbe gorbilloti sugarinak lokélis minimuma van.

65. Hatdrozzuk meg s Viviani-féle gdrbének azokat a

pontjait, auelyekben a girbilletének széleSértéke van (1dad
a 12, feladatotl),
66, Sadmiteuk ki az
D(t)=g1 483 4 (242K
térgirbe gorbileti kizéppontjdt a ¢ = 1 paraméterll pontban,

67-69. Irjuk fel az aldbbi térgdrbék tetszSleges pont-
Jaihos tartozs gbrbiiletl kbséppontok helyvektordt:

6. K(t)=iacost+jasint+kbt
hengeres ceavarvonal.

68, x(t) =1 econ t + § eoin t 4k eF

Xipos spirdlis.
69. x(t) = e'% + 67¥) + {3t k.

70. Bizonyitsuk be, hogy a ciklois gorbiileti kozéppont-
Jai az eredetivel egybevégs cikloist alkotnak (1lded az 1.
feladatot!).

71, Szémiteuk ki sz x — Zyz ~ % =0 felilet és az
X +3+2-4 =0 sik netszésvonalinak gérbiiletét a P(2,4,1)
pontban. i

72, Szémiteuk ki az x° - 32 + 2% = 4 és az
~ 2x + 3 = 0 feliletek metszéavonaldnak gorbiiletét &g

toraléjét a P(1,1,1) pontban.

73, Irjuk fel az %

Ht)=facht+jasht+kat

gbrbe terméezetes egyenleteit.

4. Hatdrozzuk meg az

E(t) = 4(2t - sin 2t) + j cos 2t + k 4ain t

gbrbe t = 5 paraméteril pontjdban a &', n', b' vektorokat.
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75. Irjuk fel a Prenet-képleteket az
=i+ dx

térgirbe & = 1 paramétert pontjdban.

76 Irjuk fel az

2ty = (82— AL+ (b + 20 + (PP = tX

térgorbe ¢ = 1 pontjdben a Darboux-féle vektort.

77. Bizonyitsuk be, hogy ha a térgdrbét as x(s) iv-
hossz szerint paraméteresett vektor-skaldr fuggvény haté~

rozza meg, akkor a gorbe tetszSleges pontjdban teljesillnek
az aldbbi azonossdgok:

R
e =,

'
"™ = GG
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FELULETEK

Feliiletek egyenletei, lefejthets vonal

& vonalfeliletet az x(u,v) = x(u) + vi(u) vektor-
egyenlettel adhatjuk meg, ahol r(u) a vezérgirbe egyen-
lete, 1(u) pedig az alkotSegyenes irdnyvektora. A vonal-
felilletet lefejthetdnek nevesaiik, ha mindegyik pontjé-
ban 11 = O teljesiil, shol

ax

s 4
Peq f8 legm-

8. Irjuk fel az A(2,3,5), B(4,5,~6), C(4,3,2)
pontokra illeszkeds sik két
6.

[79-81.]Irjuk fel a hengerfeliilet paraméteres egyen-
letrendszerst éo implicit egyenletét, ha adott a vezér-
gorbéje 68 az alkotdegyeneseinek g irinyvektora:

79 vesérgérbe: x(u) = 4 cos’ui + 4 sin’yy,
8= 31+ 2] + 4ke

80. veérgrbe: x° — y2 = 4, 2 =0, a =k

81, vezérgrbe: x(u) = 2 cosu + k 3 sinu,

i.

®
"

[82-84.] Irjuk fel o kipfelilet egyenletét paraméte-
res és implicit alakban, ha adott a vezérgdrbéje és a
caticapontjas

82, vezérgrbe: X(u) = L cosu + § sinu, C(0,0,1).

83. vezérgirbe: x° + y° = 4y = 0, z = 0, C(2,5,~3)s
84. vezérgtrbe: z = %2, ¥ = =4, ((2,3,-4)e
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[85-86.] Irjuk fel annak a kipfeliiletnek a két-
paranéteres vektoregyenletét, amelynek adott a ve-
zérgbrbéje és a ceticepontia:

85. vezérgrbe: r(u) = 2(sinu - u cosu)i +
+2(cosu + u simulk, C(0,-8,0).

86. vezérgdrbe: r(u) = 1 R cos’u + j R cos u sin u +
+k Reinu, 0(0,0,0)
[87-97.] Irjuk fel a forgisfeliilet egyenletét, ha

adott a Je és a £

87. metrididngdrbe az xz koordindtasikban elhe-
lyezkeds, A(a,0,0) kizéppontl, b sugard kir (a>b>0),
forgdstengely a 2 tengely.

88 meridséngurbe az xz koordindtasikban elhe-
lyeskeds origé kizéppontii, R sugard kir, forgdeten-
gely az x tengely.

89. merididngdrbe: x° + y° — 6x + 5 =0, 2 = 0,
forgdstengely az y tengely.

90. merididngtrbe: 2y — 3z = 7, x = 0, forgdsten—
gely az y tengely.

9. merididngérbe: z = y° + 4, x = 0, forgdaten-

gely a z tengely.

92. merididngorbe: r(u) = (3 + 2cosu)i + (4 + 2sinu)j,

forgastenzely az y tengely.

93. merididngdrbe: r(u) = i Scos’u + k Sein’n,
forgistengely a o tengely.

94. merididngSrbe: hiperbola, forgdstengely &
képzetes tengelyc.

95. merididngrbe: hiperbola, forgéstengely e
valés tengelye.

ERET

96. merididngbrbe: z = siny, forgdatengely az y
tengoly.

97. merididngbrbe: r(u) = (2cosu — cos2uli +
+ (28inu - sin2u)], forgdstengely az x tengely.

98. Irjuk fel az

r(w) = ut + u?g 4 o’k

gbrbe érintSegyencsel dltal alkotott felilet kétpara-
aéteres vektoregyenletét.

99. Irjuk fel az

2

Z(w) = 1 R cos’n + § R cosu sinu + k R sinu

egyenletl Viviani gérbe érintGegyenesei dltal alkotott
vonalfeliilet kétparaméteres vektoregyenletét.
100, Irjuk fel az
£(t) = ia cost + ja sint + btk

hengeres csavarvonal binormdlisai dltal allotott felii-
let kétparaméteres vektoregyenletét. Allapitsuk meg,
hogy lefejtheté-e a kapott vonalfelilets

[101-106.] A11apiteuk meg, hogy az aldbbi fiiggvé-
nyek milyen feliletet hatdroznak meg és milyen girbék
a paramétervonalak:

1010 £(u,v) = ui + vj + uvke
102+ £(u,v) = iv cosu + Iv sinu + kv.
103, £(u,v) = iv cosu + jv sinu + ku.

1040 £(u,v) = (W + sinv)L + (u + coav)j +
+(u +ak.

105, x(u,v) = ia chu cosv + jb chu sinv +
+ ke shu, (a, b, o >0




1064 z(u,¥) = iu cosv + fu sinv + ku.
107. Bizonylteuk be, hogy egy térgsrbe érinte-
gyeneseibsl 4116 vonalfelillet lefejthets felilet.

108. Bizonylteuk be, hogy egy vonalfeliilet pon-
tosan aklkor lefejthets, ha minden érintSsikja egy-egy
alkotéegyenese mentén érinti.

109, Bizonyiteuk be, hogy birmely lefejthets vo-
nalfeliilet vagy hengerfellilet, vagy kipfeliilet,vagy
egy térgvrbe érintdegyeneseibsl 41l.

Feliileti normilis, érintSsik

Az £(u,v) kétparanéteres vektorflggvénnyel adott
feliilet normdlvektora m = r, X I, as érintésik egyen-
lete pedig (B - £)r,x, = 0, ahol R(X,Y,%) a sik fut§
pontjdnak koordingtdi.
2z = £(x,y) fuggvénnyel adott feliilet normilvektora
2(=ps=q,1), érintSeikjdnak egyenlete 2 — z = p(X = x) +
+q(Y =y), ahol

ag af
p=5%, a=5.-

Ha a feliletnek az F(x,y,2) = O alakd implicit egyen=
letét ismerjik, akkor a feliletl norudlist E(P;.P;‘,l‘; ),
az érintGsik egyenletét pedig (X = x)Fy + (¥ = ¥y +
+(Z = 2)F, = 0 alakban irhatjuk fel.

140, Irjuk fel az
X(u,v) = ul + (4 + uloosv § + (1 + wsinv k
felillet u = 4, v = § paranéteril pontjdn 4thalads pa-

_ramétervonalainak egyenletét és szdmitsuk ki a para-
hajldeszdgét az adott pontban.

A4, Szduitsuk ki az

r(u,v) = ui + cosu einv j + cosu cosv k
egyenletil felilet u = §, v = § pontjdban a paramsé-
tervonalainak érintéi 4ltal bezirt szbget.
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112, Irjuk fel az

Z(u,v) = (20 = L+ (02 4 VL + (03 = v3xe
egyenletii felilet X(3,5,7) pontjdban a paraaétervonalak
é Goyenl é

113. Irjuk fel az
2(u,v) = (% = v2L 4 2uv § + (o8 + VP
egyenletll felilet u = 4, v = 2 parauéterd pontjdban a
felilleti noradlis egyenemének egyenletrendszerst.

[444-124.] Trjuk fol az al4bbi feliletek megadott
pontjdban az érintdsik egyenletst:

M4 pu,v) = (0 = 2v2)1 + w4 (v - wkg
L

#15. £(4,v) = (cosu = veinu)i + (sinu — voosu)j +
+(u+vk; u=0,vads .

M6 x(u,v) = uty 4 3uv?) + v w=2, vt

MTe 2(0,v) = (u + v1 + (8 + v2)) + (02 + v
u=2,v=2, !

M8 x(u,v) = up + (o2 = 2v)j + (w3 = Juvs
R(4,3,4).

19, xy? 53 = 125 B(1,2,2).

120, 2 = 2% + 3% B(1,2,9).

2 5 - 232 = 32% — 4= 05 B(3,0,-1)

1220 2 4§24 2% 2 169; (3,4,42).

123, x(u,v) = & ucosv + § usinv + k av; u = ug,

voav.
Yo



2
424. «Jz- + 8y a5 B(X¥,05, )0
3

™

125. Hatérozzuk meg az
£(u,v) = (u + V)L + (u=v)f +uvk

felliletnek az X + 2y + 2z = 32 sikkal pdrhuzamos érin-
tSsikjdte

126, Matassuk meg, hogy & xyz = & felillet érintd-

sikjati a kokkal 41lands
reket alkotnak, )

127, Irjuk fel az xyz = A felilet x +y +2 - 3 =

sikkal pirhuzamos érintSeikjdnak az egyenletét.

128. lutassuk meg, hogy az
2/ 2, 2/ 2/,
x4y 3ea a3

o

felilet érintdsikjai dltal a koordinitatengelyekbSl ki-

metszett szakaszok négyzetdsszege dllandd.
429. Bizonyitsuk be, hogy a
G+ [T+7= 5

egyenletil felilet érintdeikjai a
b6l 41landé Gsezegii darabokat végnak les

130. Az x® + y® + 2% = a® egyenletu felilet
B(X,3,s3,) PONt4hoz tartozs érintbeik messe a koor-
dindtatengelyeket rendre az A,B,C pontokban.
Bizonyiteuk be, hogy

R
teljesiil, ahol O a koordindtarendszer kezdSpontja.

131 Bizonyitsuk be, hogy a csavarvonal érintd-
egyenesel £ltal el64llitott vonalfeliilet normilisai a
z-tengellyel 41land$ szdget zdrnak be.

132. Bizonyiteuk be, hogy a z = tgxy és az
- ¥° = a feliletek érintdeikjal a Kt telilet
é ldnak pontjaiban mersl

Feliileti gorbék gbrbiilete

Az £(u,v) kétparanéteres vektorfilggvénnyel els-
é1litott felillet norndluotozethes jutyak, ha su

@ = 1, x I, felileti nornilisra és az § hinyadossal
Jellensett I,8 + I,V érintSirdnyra illesckeds nor-
udlaikial metsszik a feliletots A norailmetazet
gorbiilete

4 Li? 4 oMiv s N2
“n + 2R
az érintdir: ill keds
gorbiilete
4 1
'Kq, = Tosp - e

ahol ¢ a ferdemetszet sikjdnak a normélmetszet sik-
Jéval alkotott hajldsszoge. .

A képletekben szerepls Gauss-féle fomennyiségek a
kvetkesdlk:

Eagd T RN
°
s M=y, , ¥ B

433. Hatérozzuk meg az
2(u,v) = e + &% + (u— vk
feliilet u = 0, v = O paranéterii pontjéban az ! =2
¥

érintSirdnyra illeszkeds, a normslsikkal ¢ = 30°-os
sz8get alkotd sikban fekvs ferdemetszet gbrbiiletét.
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134, Adott a z = 2x° + 4,5 y2 felilet. Sadmitauk
ki a koordindterendszer kezdSpontjdban az x bengely-
1yel 45°-0s szbget bezirs érintGirdnyd normdluetszet
gorblileti sugarit. .

135, Adott az

vy = (8 + voL s (2 = V) s vk
felileten & B(u = 1, v = 1) pont. Szduitouk ki a P
pontban az 2
L
T2
1 jellemsett érintSirdnyhoz tartoss normdl-
metazet gorbiiletét.

136. Szémitsuk ki az

£(u,v) = (8 - 2uv)t + (B = vI)f &

4 - 2v? e

+ (uf
felilet u = 4, v = ~1 pontjdban az £(2,~11,2) érints-
vektord normilmetszet gorbliletét.
137. Seduitsuk ki az
£(4,v) = 1 chu cosv + J shu sinv + k thuv

.
felilet u = 0, v =% para::étsm pontjén dthalads,
az £ = 2 hdnyadossal és ¢ = 45%-08 mzdgzel jellem-

zett ferdemetszet gbrbiletét.
138, Szémiteuk ki a o = /2 felillet P(2,4,4)
pontjdn 4thalads, az £ = 1 hinyadossal és ¢ = 120°-
R)
o8 szdggel jellenzett ferdemetazet gbrbiiletét.
139 Szémitsuk ki a gombfelillet tetszSleges
pontjfben 8z 2 = ) hényadossal jellemzett srintdi-

rényd nornilmetszetének és a ¢ < 90°-os szdggel
Jellemzett ferde metszetének gorbiiletét.
(Léed & 88, feladatot.)
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Fégbrbliletek, f5irdnyok

A feliilet adott pontjédn dthalads normdlmetszetek
gorbilleteinek § és ,;2 sz6le6értékeit (ha léteanek) a
1

pontbeli fégorbilleteknek, azokat az érintdirdnyokat
pedig, amelyekben ezek fellépmek, f5irdnyoknak neves-
zik. Az £ 28irdnyok a

v

# i i
E P G|=0
L M b

egyenletbSl hafdrozhatsk meg. A fégbrbitletek szorza-
tdt éo Gaozegst a
Ked 4 W= 4 4 _EN-omMaGL
LR e LI ey
képlotekiel ezdmithatjuk ki.
4 feliilet gombl pontjdn éthalads Gsszes normdluet-
szet gorbiilete egyenls (és nem zérus), ezért ,’{1 = 1',2

és minden irdny £6irdny. Az olyan pontot, amelyen &t
haladé Seszes norudluetszet gorbiilete zérus, plandris
pontnak nevezik.

40, Hatdrozzuk meg az

Z(u,v) = (0 + V)L +(u=v)] +uv k

egyenletii feliilet u = 1, v = 4 paraméterti pontjdban
a féirdnyokat és a fégorbiileteket.

444, Hatdrozzuk meg az

I(u,v) =i ucosv+ jusinv+ku
kipfeliilet u = 4, v = % paraméteril pontjdban a £6i-

rényokat és a £6gbrbiileteket.

142, Szémiteuk ki a
=2 -y
feliilet P(2,~4,9) pontjdban az Uaszeg- és szorzat-
gorbiiletet.
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143. Mutassuk weg, hogy az
z(u,v) = 4 cosu + § v + k simu
let tetszdle a

a alak érintéird: 1

144. Mutassuk meg, hogy az
2u,v) = (u + V)i + 2uvj + (u= vk
felillet u = —=4,v = —1 paraméterii pontjdban a £5ird-
nyok e paramétervonalak szdgfelezéi. Irjuk fel a £6-
& illeszked5 norm: J (£6-
sikok ) egyenletét.

145, Matassuk meg, hogy a
5. ;(x2 +39)

egyenletii fellletnek az A(0,0,1) pontja goubi pont.
146, Forgassuk meg az y = sinx gorbét az x ten-
gely koriil és keressik meg az igy elG4ll6 feliilet
goubl pontjait.
147. Mutassuk mez, hogy az
r(u,v) = & u cosv + j u sinv + ky

let tetszdl az

let zérus. Allapitsuk meg, hogy hogyan helyezkednek
el azok a pontok, amelyekben a szorzatgdrbiilet dl-
lands.

148, Forgassuk meg az y = chx egyenletil ldnc-
gorbét az x tengely kbril o mutassuk meg, hogy
a2 igy keletkez katenoid minden pontjéban az Ssszeg-
gorblilet zérus.
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149. Forgassuk meg az x = a siny, y = 0, z =
= a(ln tg § + cosu) egyenletrendszerii traktrixot a
@ tengely kbril és ezdmitsuk ki az igy keletkezd
pozeudoszféra szorzatgdrbilletét a felulet tetazile-
ges pontjdban.
150, Keressiik meg a
2 E
x
s Ak
hiperbolikua paraboloidnak azoket a pontjait, ame-
lyekben az Gsszeggdrbiilet zérus.

Feliileti pontok osztdlyozdsa

. A felilletnek azt a pontjdt, ahol K>0, ellipti-
kug pontnak, ahol K <0, hiperbolikus pontnak és ahol
K = 0, parabolikug pontnak nevezailk. K elSjele meg-
egyeaik az LN - I kifejezés elSjelével, a z = £(x,y)
flggvénnyel vals megadds esetén pedig az

0y G sl R
kvadratikus forma elGjelével.

[151-153.] Hatdrozzuk meg az aldbbi feliiletek
megadott pontjdnak tipusat:

1500 2(u,v) = (o + v2 )1 + uvj + cosu cosv k,
u=% v=o0.

1520 x(u,v) = &% + e%j + (u - v,
we0,va=1,

153, 7 = 4x%y = 2;y% , P(1,0,0).

[154-162.] A11apiteuk meg, hogy milyen jellegii
pontjai vannak az aldbbi feliileteknek:



154+ £(u,v) = i(a + boosuleosv + j(a + bainu)einv +
+k beinu, (a>b>0) térusz.

155. 1(4,v) = iu coav + ju sinv + k(nZ + 1)
forgdeparaboloid.

156, x(u,v) = (2008u + V)i + (2oinu + V)i + vk
hengerfelilet,

157, £(1,v) = iu cosv + ju sinv + kv
ceavarteliilet.

158, 2 = ¥ = 3% hiperbolikus paraboloid.
159 xyz = 1.

160. 5 = 02+ ¥

610 2 = In(x® + 320

162, z = ain® /<2 +

163. Hatdrozzuk meg az

2(u,v) = (u + v+ ouv + (a3 s VI
felillet parabolikus pontjainak mértani helyét.
164. Hatdrozzuk meg az
3

24,v) = 21+ u? o (u s vk

felulet parabolikus pontjainak mértani helyét.
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A FELADATOK MEGOLDASAT

1. Vélasezuk x-ten-
y gelynek a rogzi-
tett ogyenest, o
tegyilk fel, hogy
a P pont a koordi-~
nétarendszer kez-
a6pontj4bsl indul.
Vegylllc éazre, hogy
N 8% OF szakesz hosz~

s2a megegvezik a P
éa E pontok kozotti kiriv hosszdval. A gbrbe P futé pontjd-
nak koordindtéit az 1. dbra segiteégével irjuk fel:

x = a(t - gin t),
¥ = a(t - cos t)

2, d<a esetén P,
d>a esetén pedig
Q jelsli a gorbe
futé pontjdt (2.
4bra e
x =at-dein t,
3y =a-dcos t.
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3. Legyen a koordinitarendszer kez-
ddpontja a kdr kdzéppontjéban és
tegyilk fel, hogy a P pont a P,
pontb6l indul. Haszndljuk fel,
hogy EP = EP = at (3. dbra),
ekkor x = a(cos t + t sin t),

3 =a(sin t - t cos t).

R4y eért a P pont koordindtéi a kbvet-

x=(truym - B
keaSk: % = (R + r)eos & — x cos BTt y = (R + r)ein & -

r = R esetén kardioidot kapunk (6. &bra).

4. Helyezzilk a koordindterendszer
kezdGpontj&t e kbr kozéppont-
J4ba (4. dbra). Az E és K pon-
tokndl megjelslt szdgek megesyes~
nek a t szoggel, KP = d és az EK
érintSszakasz hossza at. A P pont

iR+
r min S

t, ¥ = (R=rein t -

6. x = (R~ r)os t +r cos

I+, R = 4r esetén asztroldot kapunk (8, &bra),

X . - roein
x = (a=-dos t +at gin ¢, i
N W g oy R = 2r esetén egyenes szakaszt (9. &bra).
4
d = a esetén a Q pont pélydja

arkhimedeszi spirdlis, amelynek egyenlete x = at sin t,
v = —at cos t.

Olyan poldrkoordindtarendszerben pedig, amelynek tengelye

a -y tengely, r(¢) = ag adédik.

. A koordindtarendszer kezddpont-
J4t helyeszilk a mozdulatlen kbr
kSzéppontjsba, Tegyiik fel, hogy
a P pont a P pontbsl indul ki,
azely a kiindulfsi helyzetben
egybeesik a két kbr érintkezdsi
pontjéval (5. dbra). Mivel EB) =
= B, azaz Rt = r-u, u= St

A P caticspontt megjelslt sztg
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7. Tegylk fel, hogy a Q pont &

Q, ponttél indul és 0Q = 4 41~
landé (10, &bra). A P kerlileti
pont t tetszSleges értékére az
x tengelyen van (14ad a 6. fela-
datot), ezért Q koordindts:

x = (r+d)os t és
3 = (r - dein t.

8. Egy régzitett t, pontban a ciklols érintdjének irdny-
vektora £(t,) = L a(1 - cos t )+ j a sin t,.
A noruflis egyenes egyenlete:
a(4 - cos ;) [X~ a(t =~ sin t,)] + & sin b, [¥ = a{1 -

- com t;)] = 0,
anelyet az E(at ,0) pont (4. ébra) valéban kielégit. Az érin-
tére vonatkozé é11itds hasonldan igazolhaté.

9. A normdlis letének 5 ruslalekja

Yeint +Xcos t—a=0,
A noraélisnak az orig6tél mért tdvolsiga minden t-re a.

10, Megjegyzés: A 6. feladat megolddsaként felirt egyen-
R=dr=sa tés utdn
14s4val az 1tt felirt

kapjuk.
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M. K(t)=facost+jasint+
+ X bt (M. dbrad
A vetifletek: x> + y2 = a2,

y=aeing;

xaacosd

Ha a koordinétarendazert
a 12. 4brén 14thaté médon
vélasztjuk, a gbrbe egyen-
letrendszere x° + y2 + 22 —
-R2=0,x°+3%2=Rx =0,
Vélasszuk paraméternek azt

a t szoget, amelyet a P pont
xy koordindtasikra ess merd-
leges vetilletének helyvektora
a positiv x tengellyel zér be.
Mivel DOP' és PP’ egybevégs
derékezbgl héromszsgek, POP'
s38¢ megegyezik a t ssvggel. A P pont koordindtél tehdt

x=Recos’, y=Recos tmint, s =Raint (0=t<2m
A P pont akkor illeszkedik a D caticspontd, z tengellyel pir~
huzanos tengelyd kipfelilletre, ha a DP vektornak a k egység-
vektorral alkotott hajldsszoge dllandé. Ez pedig teljesil

(cong = &),
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13, Az egyenesnek a z tengellyel bezdrt

szbge legyen « . (43, ébra) A P pont-
nak az origétsl mért tévolsdgira r =
= o7, az xy sikra es§ merdleges vetli-
letére pedig ¢ = wr teljesiil, ahol c
az egyenes menti egyenletes mozgds
sebessége, w pedig a z tengely korii-
1i egyenletes forgémozgds szbgsebes-
sége. A P pont koordinitdi tehdt
x = o7 sina coswt, y = ct sina sinwt,
2 = ot cosa. Az a =g sina és
b =& cosa &llandék és a t = wr para-
méter bevezetése utdn a girbét leirs
vektor-ckaldr figgvény:

6. 3 =x% z=0;
=2, yao0;

2=y, xao0,

r(t) =1 at cos t + j at ein t + k bt.
14. A gorbe terszleges pontja kielégiti az
23 5° hege uia? .

17. A gorbe érintévektora
= a° egyenletet.

. ) = ebs - a7 4 2u,
az adott helyen
5. & gorbe vetszbleges pontjdnak
az xy sikra esé merSleges veti-

wha-i1en
lete illeszkedik az x = & cost,

Az 6rints gthalad az
3 = a sin’t egyenletrendszexii
asstroidra és —aSz3a ls telje-

M =et+d gk
siil.

helyvektord ponton, egyenletrendszere tehdt
zd 2
Ity st
Boxey=lg g X
3 L 4

19. A feltétel mzerint a gorbe érintGvektora mersle-
8e8 a sik noruilvektordra, azaz #(t).n = 0, ahol

B=1+3f+2%

a sik norndlvektora, Ezért 3 + 3t2 4 2¢ = o,

Tonen t) = —4, t, = ~2 (%t = 0 esetén a derivdlt zérus veke
tor). A megfeleld érints eayen

e LA
v+
xz=4._3.3-2

4 == -

illetve
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20, Py(=2,12,14), Pp(~4,3,~4)
24. A csavarvonal tetszSleges © paraméteri pontjéhoz
tartoz6 érints egyenletrendszere
Xaacost-art sint
Y=aeint+atocost
Z = bt + bT.
A Z =0 feltételbsl v = —t adédik, az érintdnek az Xy sik-
kel alkotott M metszéspontjéra tendt
X, =acost+atelnt,
Y, =asint-atcost,
25 = 0
teljesiil. Ha a pont végigfut a csavarvonalon, & megfeleld
¥ pontok kbrevolvenst irnak le (1ded a 3. feladatotl).

22. Az 6rinték az xy sikot az y = 7 X° parabola

pontjaiban metszik.

23, 2 + 3% = 282

24, % + 3 = 4.

25. A gbrbe tetszSleges pontja kielégiti a kipfeliilet
egyenletét, A gorbe t paraméterii pontjdn dthaladé kipalko-
t6 irdnyvektora r(t),amelynek a pontbeld I(t) érintévek-
torral alkotott § sz6gére minden t paraméterértékre
cos = — teljesiil.

L

26. Az érintd a gbrbe t
)= -1 Rain 2t + j R cos 2t + k R cos t, azelynek a =
‘engellyel pérhuzamos hengeralkotéval bezdrt szdgére

cos?y = cos®t
1+ cost
-aéaax. A y e3bg abeolit értéice akkor a legkisedd, ha &
——2—1 46rt értéke a legnagyobb. Es cost = 1 esetén,
+ co
azaz & = 0 68 t = = értékre teljesul. Mindkét esetben a

D(R,0,0) pont adédik, amelyen a Vivisni-féle girbe kétszer

S5 -

halad 4t (1dsd a 12, dbrdt).
At =0 értékre cosy = — adédik, ahomnan y = £ %
i I T T 4

&t =7 ricire pedig cosy = - ;5 , shonnan = £ 3F,

27. A t = x paranéter vdlasztdssal a két felilet
metazésvonaldt r(t) = t1 + y(t)j + a(t) vektor-skaldr
figgvény irja le, ahol y(t) és a(t) a két felilet egyen~
letébsl 4116 egyen: Az
) =1+ §(t)) + 3tk Az J(t) és &(t) differencidl~
hényadosok kiszdmitdsshoz derivéljuk mindkét egyemletet
x szerint:

2x +295 = 0
y+xy - & =0,
Helyettesitsilk be a P pont koordindtdit, ekkor a
4+45=0
. 24+42y-%=0
egyenletrendszert kapjuk, amelynek megolddsa y = —1, & = 0,
tehdt az érintSvektor az adott P pontban I = i — j.

8. Atax ervélasztés esetén az
x szerinti derivéldsival a
22% + 2= 29§ = O
3+y-8=0
egyenletrendszert kapjuk, amelynek az adott pontban nincs
megolddea, vagyis az x(t) = ti + y(%)i + (%) vektor-ska~
14r figgvény sz adott pontban nem derivélhats,
Vélasezuk most paranéternek a z véltozét és derivdljuk mind-
k6t egyenletet z szerint, Ekkor a
25 + 2k - 2y7 = 0
X +y-1=0
egyenletrendszert kapjuk, amelybsl az adott pomtban % = 0,
§ = 1 adédik. Mivel az x(t) = x(t) + y(t)] + tk fugevény
derivéltja az () = X(t ) + ()] + k vektor, a keresett
érintSvektor koordindtdl #(0,1,1).
Az érintSegyenes egyenletrendszere x = 0, y = 7.




29, #(t) = ai + 2/3ab t] + 6bt%k
|§(t)|‘= a + 6t

!nS(.'&Shtz)dtsn#Zb.

30. 5 = /a2 + b2 ¢,
31, x(s) =1 a cos +18ein +
132+h2 'uzi-'bz

+ )k ——DE— (1404 a2 e1626 feladatot!),

6% 4 v

32 x=Rcos§, y=Rosinf

33, Azt kell meguutatni, hogy

ar
Jz'(-)l=|-a-§ B 1 teljestil.

34, Lésd az €l826 feladatot!

35. A gbrbe tetszSleges pontjdnak a t = O paraméterii
ponttél mért 1vhossl-tévol:§gn

t
ety = (rgent = § ownPs v cos?s + an®t at =

d

ch t dt = sh t.

Il
o,
Loy

Az 8(t) = eht fiiggvény inverze t(s) = arshs, Ha végre~
hajtjuk ezt a parenstertranssforudeit, a gorbének az
2(e) = 4 cos(arsh 8) + j sin(arsh 8) + k A + 82

egyenletére jutunk.
36, B2 = 2as.

37. Az érint6 irdnyéba mutats egységvektor

te-fraefirfru.
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e fonorndlie p= =yt +frd-Fr ks

 blnorndlie ba-fri-Fi-Frk.

A kigér§ triéder sikjai dthaladnak az x(—1) = 3i + j - 3k
helyvektord ponton.

A simulésik egyenlete 6x + 9y + 2z — 24 = 0, rektifikdlé siké
Tx = 6y + 62 + 3 = 0, a norndlsiké pedig 6x = 2y — 9z — 43 = 0,

g diny el o d Ve Ll
3! 3

39, x-z=0,

40. A ‘simuléeik x — 3z + 2 = 0, a rektifikdlé sik
3x =10y + 3.+ 2220, a norndletk 3x +y +z+§ =0,

44, Az érint§ x = t, y = 0, z = 4 + t, a binormilis

o I L] oS N
E 3 3 , 8 fonorudlis = x = § =z - 1.

420 AC1, 1n 2, =4)
43. B(t)=—sin 2t L + cos 2t j — sin t k
¥(t) = ~2cos. 2t 1 = 28in 2t j - cos t k

0y =3
F(0) = =21 =
A simulésik Hesse-féle normélegyenlete:
x ,23_1
- Z.2_1 .,
5

Az origs éa a simuldsik tvolsdga | = %g‘

44 fm o=t (caaint i+acost]+bk)
Va2 + 2
n=-cos t1-sint j,
D=t (beinti-boostj+akh

a2 + v



a k vektor,

A ny

con(t,k) s = o cos(n k) = 0, coa(b,k)x =
2.

1
=L [4(cos t = sin t) + j(oin t + cos t) + k],
3 :

45. 8

n -%[—‘(aln t + cos t) + j(cos t — sin t)],

g--{i_- i(ein t — cos t) — j(ein t + cos t) + 2k]s
", cos(m,k) ¢ = 0, cos(bk)« = 2
o GHETF = BE) 5 =0, k) e =L,
o Ve Z

46. Ha a gorbe binorndlisa 1landé, akkor simulsik-
ja & gorbe minden pontjdban ugyanaz, tehdt a gorbe sikgbr-
be. A gorbe sikjénak normilvektora I x ¥ = —6i — 4] — 6k,
egy pontja példdul az r(0) = ~5j = 2k helyvektord pont, az
egyenlete tehdt 3x + 2y + 3z + 16 = O,

47. A feladat megoldsét Ggy is elvégezhetjik, wint
a 46. HMost wis tatunk. Vélasszuk ki
a gbrbe hérom tetszbleges pontj4t és irjuk fel a hdrom
pont dltal meghatdrozott eik egyenletét (x — 4y — 2z + 3 = 0)
Ezutén mutassuk meg, hogy a gbrbe tetszleges t paraméterér-
tékhes tartosé pontja kielégiti emnek a siknak az egyenletét.
Megjegyzée: Bgy gorbérdl dgy is beldthatjuk, hogy sik-
gorbe, hogy kiszdnitjuk a torzidjdt a t paraméterl tetezile-
pontjsban, Ha az eredmény zérus, a gorbe sikgdrbe,

ges

48. Irjuk fel a gbrbe t paraméteri pontj4ban & normil-
sik egyenletét (az érintdvektort lded a 26. feladat megoldd-
séban) és igazoljuk, hogy ez 0(0,0,0) pont kieldgiti ezt az
egyenletet.

49. A tonorudlis egységvektor

n = (-cos t, —gin t, 0)

Ha a felmért szakaszok hossza 1, akkor a végpontok a
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Q(t) = (a—2)os t 4+ (a=2)sin t § + btk
vektor-skaldr figgvény ltal leirt hengeres ceavarvonalon
helyezkednek el.

50t =1, n=j, bk
A vetilletek egyenletét 1ésd a 16, feladat megolddedndll
54 4x =y + 2 -9 = 0.

=Lt = 2,

52. A fénornlis egyenletrendszere Zyxt
& bnorndliee T 3ol 21,
53, ()= 243 + »(Jtz— 1)k

¥(t) = 2 + 6tk

t) = 6k

E(4) = (2,1,2)

E(1) = (2,0,6)

E(1) = (0,0,6)

fx§=(6,-8,-2)
2126

[

2
st 6=, raR
1
554 0=—’1‘=2.

56, G apie, P20
8’ 2(a" + 1)

+1
5T.Gag, Ta-ge

58, Utmutatds: Alliteuk el§ a gorbét a t = x paraméter
véldsztdesal az x(t) = ti + y(t)j vektor-skaldr fiiggvénnyel



12 x ¥|

| 4o helyettesitalink a G = —T képletbe. 66. Az adott pontban & fénormélis egységvektor

1 2 2
B=—— (41 +§+k), a gorblilet ¢ = 22 ,
s 3 i+k) ag e 5
59 ¢ = A gorbiileti kozéppont helyvektora

1 9 L
FECE DI (S B - KR
= i 2% 32
I
s+l P

\
67. Haszndljuk fel a 39, feladat megolddsst

60. Az ellipszis paraméteres vektoregyenlete (4L +]+k)=

x(t)=1acost+]bsint.

A gorbillet a nagytengely végpontjdban G(0) =5, a kisten-
&
gely végpontidban pedig G(}) = B , auibél az dbrén léthats
> daliiag 2
i el
helyettesitéonel (1dsd az 57. feladatot!).

szerkeszténl eljdrds kosvetlenil adédik.

‘b

bl e Rt

: 68, A fénorndlis egységvektor a gorbe futépontidban

62, G =D a——pl

32 + 1) x_:-T'E-[-groo-ev.m:nl(cout-uine)],

63. A keresett pontok a t = + k% (k= 0,%,%2,...) & gorbiilet G = 34% » tehdt e gorbileti kbzéppontok a
e

paraméterértékeknek felelnek meg, (A gorbét ldsd a 14. dbrdn).
64. A keresett pontok a t = 2kx  (k = 0,%1,%;
paraméterértékeknek felelnek meg.

% g(e)--g'(,“,'eouc+§asnc);»e‘(§coat-§'.ue)1+

)

o + otk

egyenletll gorbén helyezkednek el.
65. A gorbillet a gbrbe futdpontjdban & elyezkednek e:

2,
PO EEP
(1 + cos’t P
Mivel a 6%(t) figgvénynek ugyanott van lokdlis széladértéke,
mint a G(t) flggvénynek, a
ac’(s

69. A fénormélis egységvektor

] '(—t—':rF [\Be® + &ty 4 3t + ety -

e+ €

+ (&2 -

2¢
Xx],
a gorbilet :
¢= 2
(¢ +
A gorbiileti kbzéppontok helyvektora tehdt

ddeforenc dlnnyadont kéosit Uk el, amelynck széuléléjdban
304 + 008%t)%(4 + 20082t ) sin 2t 411, a nevesdje pedig min-
aig positiv.

A 2808 porugnelyet ¢ = 0,5, %% (0<t<2r) és ozeken a
helyeken elsjelet is vlt. A gbrbilletnek teht a D(R,0,0)
pontban lokélis uinimuma, a (0,0%R) pontokban pedig lokélis
mariouna van.

2 E 2¢ z
oCt) = (26% + &7ty + (o 4 26 ");+l§(t-£2—+~;—x.

70. A cikloist e164111t6 fiiggvény
Xt)=ia(t-sint)+ ja(1-cost)

- 159 -




A t paraméteri pontban a gorbiilet &

t
o A Y o i 8= S 1E| dt = S V2a ch t dt = /2a sh t.
a 2/2(1 - cos t) i #
Az 8(t) = /2a sh t fuggvény inverze t = arsh —&- .
a/2

Ezt a paramétertranszforudcist végrehajtva !

B =l (1 8in t - j(1 = cos t))

T J2(4 - cos t)

A gorbileti kbzéppontok &ltal alkotott gbrbét tehdt a

G=T= 2
Qt) = E(t) + g m(t) = La (b +eint)+ fa (-4 +cost) 202 + 82
adédik.
411itja el8, amelybdl T = t — T helyettesitéasel
T4, be a

9(t) = X(t) + ax i - 2aj adddik, vagyis az eredetibél el-

toldesal keletkezs ciklois. pontban kiszénitott

t=4, l_l-—l——k, B
V2 V2.7 02" 2]

vektorokat és a G = -{?- » T = 0 értékeket,

T4, Vélasezuk pareméternek az x v&ltozét és derivdl-
juk x szerint windkét egyemletet.
Az elsd derivélds utdn a 2x — 63§ = & = 0
1+§+i=0,
& mésodik derivilds utén a 2 — 63% = 6y = % = 0
§+i=0

Tyt =qi-4k pe-R1 6 b =g aasaik.
4
75 gL (21
8 /E( )

1
n =L (=1,0,1)
2 :

egyenletrendszert kapjuk.
Az adott pontban az elsS egyenletrendszer megolddse
§ =1, 3 = -2, a ndeodiké pedig § = — B, 7 = Ao

‘pada,-
Tehdt & derivdlt vektorok koordindtéi i(4,1,~2) ¢és 2 3 (120, 1)

#0,- £

Innen a gérbiiletre a G = % értéket kapjuk,

2
=4, x-.%

ra-hod

1 ' 4.4 21
e ed o2,
B Shalv e A N 2

T72. G=—, T=A4,

I3
1 =i o-
73, A gorbe tetszSleges pontjdban G = T = @ Y (3 0, e
4 2a onZt 7 3
i at=0 §teril ponttsl mért 76 A Darboux-féle vektor d = Tt + Gb.

jTozeden Mivel az adott poatvan t = (3, 4 §) B = = (3,-4,-1),

. /_
. 2126 3
G Go v daG-fyU- - ke
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Megjegyzéa: A Darboux-féle vektor a girbén egységnyl se-
besssggel mozgs ponthoz tartozé kisérS triéder pillanat-
nyi 4 a

képletek a kovetkes§ képpen irhatsk:

b =dxbe

$ =dxt @ =dxag
77. A Prenet-képletek felhaszndldsdval
™ =(Gn) =Gn+0n =0n-c’% +aTh

Ha ezt a vektort skaldrisan megszorozzuk az r' = t Vel

torral, az ele§ llitdst kapjuk.
4a t, n, b jobbrendszert alkot-

Az ™ vektornak és as r" = §' = On vektornak a ska-
14ris szorzata valéban G- G .

S -

78. & sik tetszileges pontjénak helyvektora
X(u,v) = Oh + u-AC + v .iB
alakban dllithats el. Az adatok behelyettesitésével
2(4,v) = 24 + 3] + 5k + u(=1 = 3k) + V(21 + 2] = MK)
adédik, rendezés utdn az
(U, v) = (2= u + 2v)L + (3= 2v)f + (5= 3u = 44v)k
egyenletet kapjuk.

9. & let futs o
E(0,¥) = z(u) + va alakban §l1ithats el, ahol ry(u)
a vesérgorbe egyenlete (itt asstroid), a pedig az alko-
6 irdnyvektora. Eszerint as adott hengerfelilet vektor-
egyenlete a kbvetkes

D(u,v) = 4oos”ui + 4sin’ul + V(3L + 2§ + 4k), veeyis
I(u,v) = (4oos®n + 3v)L + (4ein’u + 2v)] + 4vk.

Ha 8z x = 4oosdu + 3v,

y = 4sin’u + 2v,

z=2v
egyenletrendazerbsl kikliszsboljik az u ég v paranétere-
ket, a felilet (2x = 32)°/3 + (2y - 22)2/% = 4 alaks
implicit egyenletét kepjuk.
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80. Az adott hi-
perbola paramé-
teres vektor~
egyenlete

—2<us=2 Oava3

Iy(u) =1 chu +
+ ] shu.

A hengerfeliilet
vektoregyenlete
2(u,v) = & chu +
+§ shu + kv,

illetve

e L

81. Az adott vezérgtrbe ellipszis. A keresett egyen-
letek
r(u,v) = vi + 2cosu j + 3sinu k
és 3 3 5
ik
82. Ha x(u) a vezérgorbét leird fliggvény,c pedis a

estics helyvektora, akkor a kipfelillet tetazdleges pont-
jéba mutats vektor

2(u,v) = ¢ + V(z(u) = ge
Az adatok behelyettesitésével
£(u,v) = iv cosu + jv einu + k(4 = v)

adédik, 0=v =4 értékeire a kipfeliletnek az adott egy-
8égktr éa a cetics kbzé_ess darabjat kapjuk.
Az implicit egyenlet X2 4+ y° = (4 = 2 ).

Megjegyaée: A kipfeliilet vektoregyenlete az
2(u,v) = x(u) + (g = ()

alakban is el§4llithats.
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83. A kbr, amelynek vek-
toregyenlete r(u) = 2cosui + (2 + 2einu)j.
A keresett egyenletek

I(u,v) = (2 + 2v cosu = 2v)L + (5 + 2V sinu = 3v)j +
+(3 = 3v),
illetve
(3x= 2802 w90y~ 2—im1R 243 =g e l0s
84, Az adott parabola elédllithaté pl. az
Hu) = ui - § o+ o’k
vektoregyenlettels
A kipfeliillet egyenletei
I(u,v) = (2 + uv = 2v)i + (3= 4v)] +
¥ (=4 + Py 4+ 4v)e,
illetve
@x=y-1F + (-3 -(z+4X3-3)=0,
85. A vezérgirbe kirevolvens.
2(4,v) = 2v(sinu — u cosu)i +
+8(v = 1)f +2v(cosu + u sinu ke
86. A veaérgirbe a Viviani gorbe (14sd a 12. &brdt).
2(u,v) = L R v cos?u + § R v cosu simi +
+ kR v einu.

PONG 87. A merididn-

iz Cevain gorbe paramé-
tered veltor-
egyenlete

£(u) = (a + beosu)i +
+ bainu k.
Forgassuk a
kort a z ten-
gely kbriil po-
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21tV irdnyban és vélasszuk v paraméternek a merididn-
gbrbe sikjénak az xz koordindtasiktsl valé elforduld-
sénak sz0gét. Ekkor a keletkezs térusz vektoregyenlete

91, Az adott paraboldt a
tengelye koriil forgat-
Jjuk meg, igy forgds-
paraboloid keletkezik,
amelynek egyenlete

2(u,v) = i(a + boosu )cosv + j(a + boosulsinv +

+ kb ginu (O=u<2w, 0=v<2rw ).

88. A megforgatott kor vektoregyenlete E(,7) = fu coav + Ju slav s
+k(u® 4 1),
x(u) = 1 R cosu + k R sinu. 7

ahol v az elforgatott

merididngtrbe sikjsnak

az xz sikkal bezdrt
sabges A felilet impli-
it egyenlete
ki Slauite Bl
amelyhez kdzvetlenil is eljuthatunk. Legyen a forgdspara-
boloid tetszileges pontja P(X,Y,2),amely az adott paraboe
1a P (0,y,2) pontjdnak a z tengely kiriili elforgatdssval
keletkesik. A koordintdk kzott a kovetkess Gaszefiggé

sek irhatsk fel: Ly Rl
=3, % =z,

Ha v a pozitiv irdnyban elforgatott kor sikjénak az xz
koordindtasikkal bezdrt szdge, akkor

£(u,v) = 1 R cosu + j R sinu einv + k R sinu cosv

(0=u<2x, 0=v<2® )

4 paranéterek kikiipzobbléaével a goub ismert
P
egyenletét kapjuk.

89. A merididngtrbe az
I(u) = (3 + 2cosu)i + 2einu ) 2
x idvel z = y2 4+ 4 teljesiily ezért a felulet futs pontjé-
nak koordindtdi az X° + ¥° = 2 — 1 egyenletet elégitik
ki, amely éppen a felilet fent felirt egyenlete.

egyenletii kr. A keletkezd térusz egyenlete

I(u,v) = i(3 + 2cosulcosv + j 2sinu + k(3 + 2cosuleiny

(0su<2w, Osv<2r), 92. A merididngdrbe kir, a keletkesd tirusz ogyen-
lete

ST Z(1,V) = 4(3 + 2c08u)co8v + {(4 + 2ainu) + k(3 +

2+ 3% + 22 = 13 4+ 365% = 144 = 0. + 2c08u)ainv.

90. 4z adott egyemes paraméteres ezyenletrendszere ple 93. A merididngdrbe asztroid, a fellilet egyenlete
Z(a,v) = & Seoe’u cosv + § Scos’u sinv + k 5 sinn,
illetve

x=0, y=3t+2, z=2t-1

A forgatdssal keletkezs kipfelillet egyenlete 5 4
i i - 3

2(u,v) = 1(2u - A)sinv + §(3u + 2) + k(2u — 4)cosv, [(§)2 A (ﬁ)z] ooy

94. Legyen a merididngdrbe az xz koordinitasik-

= 1.
ahol v a merididnsiknak az yz koordindtasiktél mért
elforduléei szbge. Ennek a kipfelilletnek az implicit
egyenlete ban

922 4 92% = (2y - 17 = 0. 2(u) = ia chu + ko shu
és a forgdatengely a z tengely.

A ki feliilet & i

ST




ECLT) S 38 ek conv 960 x(u,v) = i sinu cosv + Ju + k sinu einv.
+ ja chu sinv + ke shu,

97. A merididngsrbe kardioid (1ded a 6. &brdt)e

2 2 2
4 dy - By =1 x(u,v) = (2co8u = cos 2u)i + (2sinu — sin 2u)cosv § +
o &
+ (26inu = gin 2u)einv k.
98. A feliilet futs pontjdnak helyvektora
£(u,v) = x(u) + v i(u)e
i Igy .
2(u,v) = (u o+ vk + (o8 4 20038 + (0@ 4+ 3uPv ke
—2su=2 >
i 99+ x(u,v) = R(cos’u = v sin 2u)i + R(sinu cosu +

+ v cos 2u)j + R(sinu + v cosu k.

100+ x(u,v) =(a cosu + vb sinu)L +

+ (a sinu - vb cosu)j + (bu +
+ av k.

95, Legyen a merididn- . Wegrinaiiiphs Hons. Lat3at
gorbe az xz koordindta- e
sikban r(u) = ia shu + Hien
+ ko chu é5 a forgds-
tengely a 2 tengely.
A keletkess felillet

kétkbpenyll forgds-

hiperboloids

feltétel, ahol

r(u) = ia cosu + ja sinu +
/ + kbu,
1 1(w) = b sinu = fb cosu +

£(u,v) = ia shu cosv + K%

‘g‘ Hivel ki1 = b3 + ab £ 0,
ha b # 0, a feliilet nem
Llofejthetd,
‘ A b =0 esetben a csavarvo-
21

nal kérré fajul el, a szé-

banforgs feliilet hengerfe-
O0=u=2,51

—M=v=1

+ ja shu einv + ke ohu,

2 2 &
| gy . =1,
2Tz

=

lilet, amely lefejthetd.
2aus2,4 8l v 3

o=v=2r
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a paranétervonalak cea-
varvonalak, illetve
egyenesek.

101. A paramétervo-
nalek egyenesek,
a fellilet hiper-
bolikus parabo-
loid (myeregfe-

lilet)
2z = Xy
O=u=2x + /3
0<v 4,51
A 3
104. 4 felilet ferde korhenger, melynek alkotsi-
—3au<3 rénya a(4,1,1). A paramétervonalak egyenesek, illetve
Kbrok.
—3av<3

105. A feliilet egyk®penyii hiperboloid,
2. g

+ LB mpa
e

A pe P , illetve ellipszisek

102. A feliilet misodrendil
kiip
Ly

& paramétervonalak ki-
ok, illetve egyenesek.

ot

106. A feliilet forgdsparaboloid,

l-x2¢¥2.

A paramétervonalak paraboldk, illetve kbrtk.
107. Az x(u) gbrbe 6rintéi dltal alkotott felilet
£(u,v) = x(u) + VE(u)

vektorflggvénnyel dllithats eld, amelyre nyllvénvalé~
. an teljesil, hogy ¥ll = 0, ahol 1(u) = E(u).

O=u=2x

3av=3
108. Egy alkoté killonbszd pontjaihoz tartozd

érint6sikok akkor esnek egybe, ha a feliileti normdli-

sok pdrhuzamosek az alkotd mentén. Felirjuk, hogy az
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£(4,v) = £(u) + vi(u)
vektoregyenlettel el§dllitott vonalfeliletnek az
u=uy, v=06ésu=u, vav, paranéteri pontjai-
ban kiszduitott felileti normdlisai pirhuzamosak.

mo=x, xxr, = (E) + viu) x }w)

B(u,s0) = £(u,) x 1(uy)

mlug,v) = £(uy) x Luy) + viuy) x Ly de
Ez a két vektor akkor pirhuzamos, ha vektoridlis ezor-
zatuk zérus (az u, paraméter kiirdedt elhagyjuk):

(ExLxExl+vixl)=viiil) =o,

ani pedig pontosan akkor teljesiil, ha £il = 0, vagyis

a feliilet lefejthets.

1. Kegjegyzéa: A vonalfelilet lefejthetéasge defini-
4lhats a feladatban megfogalmazots fel-
tétellels

2. Megjegyzés: A vonalfeliilet pontosan akkor lefejthe-
t6, ba birmely pontjéban a szorzatgdr-
biilet zérus.

Bzért hasznilatos a kbvetkezd definicié:
Az olyan felileteket, amelyeken minde-
niitt K = 0, lefejthets feliletnek ne-
vezsiik,

109 A vonalfeliletet el64111t$ z(u,v) = X(u) +
+ V1(u) fiiggvényben az elsd paraméter legyen a vesdr-
gorbe természetes paramétere (u = §) és 1(u) az alko=~
tléifény\fl egységvektor. A lefejthetSeég feltétele
r'1'1 = 0, vagyis a hérom vektor lineirisan filggs az
o tetsasleges értékére, azas
(%) a(e)x'(e) +plell'(s) + y(a)l(e) =
A tuvﬁhbiakba.n telhaszn!ljuk hogy 12(5) 1 derivéd-
14edval 1'-'1 = 0, vagyis 1'L 1 adédik.

1. eset Legyen a(s) = O.

A (%) egyenletet skaldrisan megazorozzuk
1(s)-sel, gy a y(s)1°(a) = O Baszetugeést kapjuk,
amely szerint y(s) = 0. (x)-bS1 1'(a) = 0 adédik,
vagyis 1(s) 4llands, a vonalfeliilet tehdt henger.
2. eset Legyen a(s) # Oe

Ekkor (#)-b6l I'(s) kifejezhet:

£'(0) = o' (8) + pCela),

ahol A(s) = - 6 pte)=-HE .

£'(9) = Ae2'(8) = uCo (o)
Vonjuk ki mindkét oldalbdl a 1\‘(5)}(5) szorzatot,
igy

Atrendezéssel

(x(e) = A(8)L(8)) = (u(s) = % (8))i(s)
irhaté. Most két eset lehetséges: vagy H(8) = ).(E) =0
68 ekkor 2(s) - A(8)l(s) = ¢ llandé. A vonalfelilet
egyenletét x(s,v) = x(8) + vi(8) = ¢ + (Vv + A(8))L(s)
alakba irva kidpfeliiletet kaptunk.

Ha p(s) = X(s) 4 0, akkor a 4k(z(s) - A(a)la))
vektor és az 1(s) vektor pdrhuzamosak. Ebben az eget=-
ben a lefe,‘]thetn vonalfeliilet egyenlete x(s,v) = a (s) +
}!(! v X a¥ (B)) alakban irhat$, tehdt a vonalfeliilet

a a%(e) = r(s) = A(s)l(s) gérbe érintSegyeneseibsl
4116 feliilet.
Az 8%(8) gbrbét a fellilet oromvonaldnak vagy gerinc-
vonaldnak nevezik.
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110. Az adott ponton &thalad$ paremétervonalak
vektoregyenletel:

%) = ut + At +w « Pt s wdk Copyenen)

X(4,v) = & + § 2008V + k 28inv (kor).
A paramétervonalak érintdvektorai az

és

=1+ ]coav+kainy 6saz

(1 + wsiny + k(4 + u)oosv
derivélt vektorok. Az adott pontban

5= (LA, = 0B
s mivel r r. = 0, az dltaluk bezdrt sztg 90%
1. g = 90°%

112, El8sz6r meghatdrozzuk az adott ponthoz tar-
toz6 paraméterértékekets A

2u-v=3

@ av?as
egyenletrendszer megolddsal (u = 2, v = 1) és
(u=% ve-4), esek kbsll asonban coak az elsd

elégiti ki az w’ — v2 = 7 egyenletet.
Az Iy Iy derivilt vektorokat tehdt az u =2, v=1
paranétert helyen ssémitjuk ki: r, = (2,4,12), x, =

Iy
= (=1,2,~3). Az u-paramétervonal érintSegyenesének

egyenletrendazere
3 ,..LEJ “L—B‘Z , a v-para-

nétervonalé pedig 3 — x = L3-2 = L-J_E

b

113, A feliilet adott ‘po,nt,’)ﬁnak helyvektora
£(1,2) = =31 + 4] + k.
£, = 2ui + 2vj + 2uk,
(A'25, dbrdn a felllet egy darabja az xy-sikra 35
merdleges vetiiletével egylitt lithats.)

<174 -

—2,25u=%2,25
r, = -2vi + 2uj + 2vk, )

o T 2,254v 2,25

£ (02) = (2,4,2),

I (1,2) = (~4,2,4)
1 felileti normdlis m = r, X I, = 121 = 16] + 20k«
A noradlis egyenes ogyenletrendszerét az qu irdny-
vektorral irjuk fel:

%.2 = -‘—2—1 = E_E_i
114. Az adott pareméterértékekhes tartoss feli-

leti pont B(~7,4,~3)s Az érintSsik normélvektora

m =z, xz, felileti norndlis.

1, = %L+ v 4 2wy - Oy
z, = —4vi + 2uv] + Wk
Az adott pontban
£ (12) = (3,475
£ (4,=2) = (8,=4, 1)
161

~ 43] - 44k

4z érintSsik egyenlete tehdt

A6(x + T) + 43(3 = 4) + 44(2 + 3) = 0o




116, 3x = 32y + 128z + 16 = O. 124 3x - 2y + 3z =
117, Nincs 122, 3x + 4y + 123 = 169 = 0.

123, xa oiav, - ya cosv, + g, = au vy = O.

26.4bra)
E - 240 xx ¥y

125,

-2,254u=2,25

2,254V 42,25

118 6x + 3y = 22 =7 = 0.
Sy
=yépy=2:w,

= 37°,

119, F,

Az adott pontban T = 4,
B, = 4, F, = 12, Az érin-

tsik egyenlete:
x4y +32=9=0

-2,54u%2,5

~2,54v42,5
18 = 0.

2 120, 3x + 12y = 2
(27.4bra)

A felileti normslis r, x x, = (u + VL + (v = w)f =
- 2k coak gy lehet pérhuzamos az adott sik mormil-
vektordval, ha annak (~1)-zerese. Ez az u = 4, v =
=4 paranméterll F(~1,2,~ #) pontban teljesiil.
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A keresett érintSsik egyenlete tehdt
2x +4y +42 =3 = 0,

3
126. Irjuk a felilet egyenletét z = 2 alak-

ban. Mivel z,(x.,v,) =~ —§— &8 2y(Xg0,) = = =y,
ToVo To¥o
3
a B(x,,,r725~) ponton dthalads érintSeik egyenlete
%o
a3

3 3 i

& s
—2—(X—x)~¢—-2-<‘l—y)-v(z—

Yo % Yo B XoYo

To

)= 0.

Az érintSeik egyenletét az
X9,
o by A

dxj . 3y ge

=1

alakra rendezve kinnyen megéllapithatjuk, hosy az a

koordindtatengelyekbSl 3x,, 37, 52~ hosszisdgh
Yo

darabokat v4g le. A keresett tetraéder térfogata te-

hét

valdben fiiggetlen a P pont megvilasztdsdtsl.

27,

—4,5<u==0,5
0,5<u=4,5

=4,58Va=0,5
0,57 =4,0

X4y +2-3=0
(4 feliletet 14sd a 29, 4brén.)
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128. A fellilet P(xo,yn,zo) pontjdhoz tartozs
érintSeikjdnak egyenlete:

Pl L

el o

A tengelymetezetek rendre
2/

i

2/,
a2, O

2/
é m e

valéban dllands (a2 ).

129, A feliilet P(x,,y,,%,) pontjdhoz tartozs
érintésikjdnak egyenlete

S res
VENEE DY
A tengelynetszetek rendre (X3 , (3,8 , [Zgd,
anelyeknekc Ssozege (A(/T; + [Ty + V53) = 8, valé-
ban &1lands.
130. A felillet B(x,,7,,3,) pontjdhos tartozs
érintseikjdnak egyenleto:
R S TSP S
o T G
o n A
Az OA = £, 0B=-f5, 008 fengelymet-
5 v %
szetek Ssszege 4, vagyis az Allitde igaz.

131 A felliletet el5411it5 kétparausteres vek-
torfiiggvény

I(u,V) = a(cosu — v sinu)i + a(einu + v cosu)j +
+b(u + ke
A fellileti normilis

I, X I, = (-abv sinu, aby cosu, —a’v).
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Ha v = 0, akkor x, x r, = 2. A £ égek a
Ha v # 0, akkor x, x x|l & R L e
(-b sinu, b cosu, —a) vek- 7 7
torral, amelynek a k egy- innen & = 2, ¥ = 4 vdlasstéssal
ségvektorral bezdrt szdgé-
re LT

R et adédik. 4

V¥e 4 4

a felilleti pont megvilasz-
t484t61 fuggetlen érték.

434, Az x = u, y = v paranéterezéssel a feli-
let vektoregyenlete x(u,v) = ul + vi + (2u% + 4,5+ J,

2
132.A z = tgxy felilet normdlisa =4 R=q3.

(cns cog’ el
Loy az relulet kétpara-
néteres vektoregyenlete
r(u,v) = ia chu + ja shu + kv,
a felileti norndlica tehdt
n,(a chu, —a shu, 0). Szémit-
auk ki az n, . n, skaldrezor-
zatot a két felilet ksads
pontjaivan, vagyls az

x = achu, y = a shu helyen:

1
135. ¢ = B
LTV
136, A norafluetszet érintévektordt felirjuk az
adott pontban kissdnitott r, és r, vektorok linedris
kombindciéjaként. Mivel r,(4,2,4) 68 I (~2,-5,4), az
elad két koordindta felhasznildsdval

£ 2r o+ 3p.

Bszerint & = 2, ¥ = 3 és az ; vektor harmadik koor-
dindtdja 20

6 4
. = 0. 9, e e )
Sumsg /101 * /1oh
Eimi36, P = 2,1 0/m45, L = =400 ia JIC400
/1ot o1
x - f.sa2
Fh ey 101 is 525/10
—2=ve2

437.1}=——BL.

i [CRS ST/

18.E=2, P=f, ¢=3 L=-4,

133. A derivéltvektorok az adott helyen a kbvet- e ey
Kezdk: DAL BT
2,01,0,1),  £,00,4,-1),
2,0 10,0, _u,,(o.o,OJ. £,4(0,1,0),
feniiatig Tl
T AT
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139. A gbubfeliilet vektoregyenlete

I(u,v) = 1 R cosu + j R sinu sinv + k R sinu cosv,
ahol R a gomb sugara.
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A
K "R £ Woomp

140. A derivéltvektorok az ado’t pontban

Tt s 2014, 240000500 £y (0:0,4),

o1 A

0,0). ey 0, = =)o

E(0:0,00 (5 7
Y

al3 1 3|=0 ecgyenletbdl § = i1, vegyis

0. - o
2

By = + I, = (2,0,2) és B =1, = Iy = (0,2,0).

Mivel |r,| = || & f6irényok éppen a paraméter-

vonalak szgfelezdi.

A |2 0 4| =0 egyenletbsl 2av = 0,

teh&t a £Sirdnyok a kivetkealk:

Gy =0, ¥y =1 esetén Iy =z

W, =1, ¥, =0 esetén £y = rye
Ez ast jelenti, hogy a £Girdnyok a paramétervonalak
érintéi, a paramétervonalak adott pontbeli grbile-
tei pedig a £ogorbilletek.
Megiegyzés: A paramétervonalak akkor és ceak akkor
P6gbrbiileti vonalak, ha a feliilet minden pontjdban
F =0 és M =04ll fenn (ani itt veljesiil)e
i R oA ;
=L, L = 0 az adott ponton 4thaladd parallel-
Bl
kbr és alkotSegyenes gorbiletes
18

L T e
14 H 7/@57 K 5929

143. A feliilet fetszéleges pontjdban E = i,
F=0,G=1,L=1,M¥=0, N=0.
Vagy a 141. feladat megolddsdndl kimondott tételre
hivatkozunk, amely szerint F = 0, M = O miatt a fel-
adat dllitdea igaz, vagy felirjuk a £5irdnyok megha=
tdrozdsdra sz0lgdls egyenletet:

# i @?
1 0 1| =0, ahonnan ¥ = 0 adédik.
(EEH T

Tendt i, = x,,

Zy0 £, = Iy vasyls az dllitds igaz.

144. Az adott pontban r (=2,-2,1), L (~2,-2,~1)
6o &
d9% = 1t Mivel 5| = |zy| 5 &z
By = I, *+ Iy = (~4,-4,0) és az
I = I, - I, = (0,0,2) vektorok az r, és r,

k, illetve mellé & fel
Az ?4 és az m vektorokra illeszkeds f6sik I, LI, és
wli, niatt merileges az I, vektorra, tovdbbd dtha-
lad a felillet r(~4,~1) = 21 + 2] helyvektori pontjdn.
Az egyenlete tehdt z = O. A mdsik £3sik normdlvektora
pedig az £, az egyenlete X + ¥ = 4.

145. A Gaugg-féle £6-
mennyiségek az adott pont- iz
ban E=4, F=0, G=1,
La-2, M=0, Na—2. 4
£6irdnyok meghatdrozdsira
8201g416

W iy W
1 0 i|=0
-2 0 =2

egyenlet & és ¥ értékétsl
figgetlen 0 = O azonosség,
vagyis az adott pontban
ninden irdny f6irdny, és

mivel ﬁﬁ = 4>0, az adott pont gombi pont.
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146. Az u = x paraméterezéssel a merididngtrbe
egyenlete r(u) = ui+ sinuj, a forgdsfelillet vektor-
egyenlete pedig r(u,v) = ui + einu cosv j + sinu sinv k

alakban irhaté. A felllet tetssfleges pontidben B = 4 +
+ cos’u, F =0, G = gin“u, L = ““2,u=o.
1 + cos’n |

SinM_ | 4 s6irdnyok meghatdrozdsira szolgdls

W=
/1 + cos®u
sinu - 2c0s%u = 0. Minden irdny

egyenlet szerint av -
akkor £6irdny, ha u =% ¥ ku (ezek a gdmbi pontok) és
% kv , amelyek viszont plandris pontok.
% 2w (k = 0,1,2,000)

u=
Tehdt a felillet gombi vontjai sz X
pontok megforgatdséval keletkeznek.
2
147. H =0, K ==— _aﬂ, az 4lland$ szor-
2018
(a% +u%) ‘

zatgbrbiiletl pontok csavarvonalon helyezkednek el.

148. Az x(u,v) = ui + chu cosv j + chu sinv k

‘forgdsfelilet pontjdban

E = chu,
chu SiNa

TR

ia sinu cosv + ja sinu sinv +

1
+ka(lntg 5 + cosu)e K = — .
k 3 =

149, £(u,v) =

150, He ez x és y véltozdkat vilasztjuk paramé-
ternek, a felillet vektoregyenlete:
. 2
r(n,y) = xi + vj + & - F ke N

l+x.,~l~‘=-—3¥ [} 4+N§-,

livel E =
.1 1 y
L= , M=0, == ,al=0
T x oy 3T * &yl

K 2
feltételdsl 3= - ¥ = 4 adddik. A keresett pontok
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tehdt e hiperbola felett hélyeskednek el, amely
Pontok a felllletnek a z = 1 sikkal alkotott met-
széspontjai.
151+ A Gauss-féle udsodrendii fomennyiségek
helyett elegends az |Zy X £y|-L=D-L,
|Zy X Iy| M = DU és |z, x £,| N = DN mennyiségeket
kiszinitant. Mivel
2218 - 12) = x25 0,
az adott pont elliptikus.
152, iiperbolikus.
153. iiperbolikus.
154+ A tdrusz tetszbleges pontjdvan L = b,
=0, N =(a +bcosulosu. LN = If = b(a + b cosu)cosu.
Az a>Db kikbtés miatt a + b cosu>0, tehdt LN = 12 elf-
dele cosu elsjelével egyesik meg. Ezck szertnt ha
u=2%%, a felileti pontok parabolikusak, ha — % <u<%
(kils5 t6russ), akkor elliptikusak és ha § <u<3F (bel-
86 tdrusz), akkor hiperbolikusak.

155. Minden pont elliptikus.
156. linden pont parabolikus.

157. linden pont hiperbolikus.
158. Hinden pont hiberbolikus.

“ n wa
159 2eags = o z;z’;‘w, ezért minden pont
elliptikus.

2
160, A feliilet a z = € gorbe z tengely korili

forgatdadval 411 o1,
" n it 2

Dl i =2 + 4P x—2 + 435) =

- 16252 ] o (e Filalis e 8?] &



ba PO £
A felilet elliptikus pontjal az origs kSaépponti,
-ﬁ,z surgard kértartondny belseje felett, a paraboli-

kus pontok a kbrvonal felett, a hiperbolikus pontok
pedig a koron kivili sikrése felett helyezkednek el..

461, Minden pont hiperbolikus.

) 2
1820 gy 2= PR 22 B e n2n,
akkor a pont héperhal&kus. L

sa 52 + 2 = K, akkor a pont parabolikus.

2 22

Ha “—"ﬁ <4 y?< BEEALL | akkor a pont ellip-
tikus y

163, 02 = 1) = =9Cu = v)°
A felilét pontja tehst az u = v feltétel mellett pa-
ravolikus, ezek az Z(u) = 2ui + u’j + 2uk felllleti
gorbe pontjai.

164 D = Jau2 + 9V2(1 + 4u2), ezért az u =0,
v = 0 paraméterli pontot ki kell w@hrni.
M=0, DN=f2uv
) = 7207,

A feliilet parabolikus pontjai tehit az u =0, v # 0
és av =0, u#0 paramétervonalak pontjai.
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