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1. FEJEZET
Valészintliség-szamitas
1. 1.ZH, 2015 oktéber 28.

1. Feladat Egy zsdkban van 5 fehér, 6 piros és 7 kék golyd. Olyan jatékot jatszunk, ame-
lynek egy kore abbdl all, hogy visszatevés nélkiil harom golyot kihizunk a zsakbdl, megnézziik,
majd visszarakjuk oket. Akkor nyeriink az adott korben, ha vagy mind a harom goly¢ kiilonb6zé
szinl, vagy mind egyforma. Szamoljuk ki annak a valdszintiségét, hogy két ilyen kor jatékban
legaldbb egyszer nyeriink!

Mego.: Osszes esetek szama:

18- 17-16
CP=—""—.
’ 3.2
Hérom kiilonbo6z6 szint golyét
C?C8CT =5-6-7 =210
féleképpen hizhatunk. Ezért annak valdszintisége, hogy harom kiilonbozé szinti goly6t hizunk:
210-6 1260

18-17-16 4896

=0,2573...

Maésrészt, harom fehér golyot

C;  5-4-3 60

= = =0,0122...
Ci®  18-17-16 4896 ’
valoszintiséggel, harom pirosat
C9 6-5-4 120
= = =0,0245...
Ci® 18-17-16 4896 ’
valoszintiséggel, harom kéket pedig
CT 7-6-5 210
3 — =0,0429...

CI8 " 18-17-16 4896
valoszintiséggel hizunk. Annak a valdszintisége, hogy egy korben nyeriink:
p=0,2573... 4 0,0122... + 0,0245... + 0,0429... = 0, 33609...
Annak a valdszintisége, hogy két korben egyszer sem nyeriink:
(1—p)? =0,6631...> = 0,4397...
Annak a valészintisége tehat, hogy két korben legalabb egyszer nyertink:
1—0,4397... = 0,5603...
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2. Feladat A [0, 1] szakaszon egymadstdl fliggetleniil, egyenletes eloszlds szerint kijel6liink
két pontot. Szamoljuk ki annak a valdszinliségét, hogy a két pont kozelebb lesz egyméshoz,
mint barmelyikiik a szakasz akarmelyik végpontjahoz!

Mego.: Jelolje x <y a két pontot. Ekkor

Q={(z,y): 0<x<y<l1}

az egységnégyzet bal fels6 fél-haromszoge. A két pont tévolsaga egymastdl y — x, a két
végponttol pedig x és 1 —y. A kedvezd eseteket leird egyenlGtlenségek tehat:

r<y—xésl—y<y-—u.

Ezek rendre atirhaték a kovetkezo alakokbas:

2z <y, <y

A keresett pontok tehat azok az €2-beli pontok, amelyek ezt a két egyenlGtlenséget teljesitik.
Konnyen latszik, hogy ez a taromany egy négyszoget alkot, amely szimmetrikus az y +x = 1
egyenesre, és amelynek harom cstcspontja A(1/2,1), B(1,1),C(1,1/2). A negyedik D cstcspont
meghatarozasahoz az

) z+1
y=2résy = 5
egyenesek metszéspontjat kell meghatarozni. Egyszerii szamolassal adédik
D(1/3,2/3).

Az ABCD négyszog teriilete kétszerese az ABD héaromszogének, amelynek AB alapja 1/2,
hozzd tartozé magassiga pedig 1/3. Tehat

és a keresett valdszintliség:
2Tagca  1/6 1
To 12 3

3. Feladat Egy 100 oldal hosszu konyvben 300 hiba taldlhaté. Szamoljuk ki annak a
valészintiségét, hogy az els6 oldalon legaldbb 4 hiba van!

Mego.: Az egy oldalon taldlhaté hibak szama Poisson-eloszlast kovet, amelynek A paramétere
megegyezik a varhaté-értékével. Az oldalakon taldlhaté hibdk varhato-értékeinek Osszege egy
orai tétel értelmében a teljes konyvben talalhaté hibak varhaté értéke, ami a feladat kimondésa
szerint 300. Ebbol A = 3. Annak a valészintisége, hogy az els6 oldalon legfeljebb 3 hiba van:

2 3

3
e (1 It E) =0,0497...(1 + 34 9) = 0, 647..

Mivel a keresett esemény ennek a komplementere, annak valdszintisége tehat
1—-0,647... = 0,352...

4. Feladat Egy malomipari véllalat zacskds lisztet gyart. A zacskék tomege normalis
eloszlést kovet valamely ismeretlen m > 0 varhat6 értékkel és o > 0 szdrassal (mindkét érték
grammban van kifejezve). Mérési adatok azt mutatjak, hogy a zacskék 96%-dnak a tomege
legaldbb 994¢ és 84%-dnak legfeljebb 1005¢g. Hatdrozzuk meg m-et és o-t!

Mego.: Legyen & egy zacské liszt tomege, grammban kifejezve. Ekkor a feladat feltétele
szerint & egy (m; o) paraméterii normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozé. Tehat,

E—m

’)7:
o

egy standard normalis eloszlasu valészintiségi valtozo. A tablazatbdl kiolvashatd, hogy
P(n<—1,75) =0,04 = P(¢ < 994)
és
P(n<1)=0,84 = P(¢ < 1005)
Ezért
994 = —1,750 +m
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és
1005 = o + m.
Ebbdl az egyenletrendszerbdl azt kapjuk, hogy

m =1001, o= 4.

2. 1. p6t-ZH, 2015 december 14.

1. Feladat Két kockat eldobunk egyszerre. Legyen & az a valdszinliségi valtozo, amelyet
ugy kapunk, hogy a nagyobbik eredménybél kivonjuk a kisebbet (amennyiben a két eredmény
megegyezik, akkor pedig £ = 0). Szamoljuk ki & varhaté értékét és szérasat!

Mego.: Szamozzuk meg a kockakat 1-t6l 2-ig, és legyen & az els6 kocka kimenetele, &
pedig a méasodiké. Ekkor nyilvan

=16 - &l

Hatarozzuk meg & eloszlasat:

6
P(S:O):%

mert a kedvezd esetek szama 6 (§; = & = j valamely 1 < j < 6-ra). Kiilonvalasztva a & < &
és &9 < & eseteket, hasonldéan belathatjuk hogy

10 8 6 4 2
PéE=1)=—P=2)=—Pll=3)=— Pl=4)=—, Pll=5)=—.
(€=1) =50 PE=2) = 50 PE=3) = 5 PE=4) = o, P(E=5)=

Ezért
0-64+1-10+2-8+3-64+4-4+5-2 70
E) = = —.
36 36
Maésrészt

E(€2>_0-6—|—1'10—|—4-8+9~6—|—16-4+25-2_@

N 36 36
ahonnan

21036 — 70> 2660
n 362 © 1296

V2660 51,57
D(§) = 55— = 55

2. Feladat A [0,1]? egységnégyzet két fiiggbleges oldaldn egyméstdl fiiggetleniil, egyen-
letes eloszlas szerint kijeloliink egy-egy pontot. Szamoljuk ki annak a valdszintiségét, hogy az
(1/4,1/4) pont a két véletlen pontot 6sszekotd szakasz alatt helyezkedik el!

Mego.: Jeloljiik t-vel az x = 0 oldalon felvett pontot és s-sel az x = 1 oldalon felvettet.
Ekkor a (¢,0) pontot (s, 1)-gyel 6sszekotd egyenes egyenlete

D*(¢) = B(¢*) — E(¢)?
végil pedig

= 1,43,

y=t+(s—1t)z,
amelynek x = 1/4 feletti pontjanak mésodik koordinéatédja tehat

LT
y—4 48.

Legyen az eseménytér
Q={(ts)} =101
ekkor a keresett esemény tehat
3 1 1
A= {(t,s) € [0,1]?| R Z}'
Ezt a feltételt az
s>1-—3t

alakba atirva konnyen lathato, hogy
O\ A
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az a derékszogli haromszog, amelynek egyik befogdja az ) négyzet teljes ¢ = 0 oldala, a masik
befogbja pedig a négyzet s = 0 oldaldnak 0 <t < 1/3 része. Vagyis, T-vel jelolve a sikidomok
tertiletét, az egyenletes eloszlds definicioja miatt

P\ A) = T — 7@\ ) =
ahonnan
P(A)zl—P(Q\A):g.

3. Feladat A BME hallgatéi koziil a BSc-hallgatok aranya 50%, az MSc-seké 35%, az
osztatlan képzésben részt vevéké pedig 15%. A BSc-sek 50%-a vidéki, az MSc-seknek 60%-
a, az osztatlan képzésben részt vevdknek pedig 40%-a. Mekkora a valdszintisége, hogy egy
talalomra valasztott vidéki BME-s hallgaté BSc-re illetve annak hogy MSc-re jar?

Mego.: Legyenek Bi, Bs, B3 azok az események, hogy egy hallgaté rendre BSc-s, MSc-s
vagy osztatlan képzésben részt vevo. Ekkor

P(By) =0,5, P(B;)=0,35 P(B;3)=0,15.
Legyen tovabba A az az esemény, hogy egy hallgato vidéki. Ekkor
P(A|By) =0,5, P(A|By)=0,6, P(A|B3)=0,4.

Bayes tétele miatt ekkor tehat

P(Bl|A) — P(A’BI)P(BI)
P(A|B1)P(By) + P(A|By)P(B;) + P(A|Bs)P(Bs)
0,5-0,5 0,25
= ’ . = = 0,4807
0,5-0,5+0,6-0,35+0,4x0,15 0,52
és
. 21
P(B,|A) = 0,6-0,35 _Y = 0, 4038.

©0,5-0,5+4+0,6-0,354+0,4x0,15 0,52

4. Feladat Egy adott tipusba tartozé izzok véletlen élettartama valamely ismeretlen
paraméterii exponencidlis eloszlast kovet. Tudjuk, hogy az izzdk 95%-a 100 éra milva ég
ki. Allapitsuk meg azt az idétartamot, ami alatt az izzok 50%-a kiég.

Mego.: Legyen 1 a véletlen élettartam. Ha A > 0 az eloszlas paramétere, akkor képlet
szerint

Pp>z)=1-Pn<a)=1—(1—e) ="
A feladat feltevésébOl meghatdrozzuk A értékét:

e 1% = 0,95,
azaz
In(0,95) 1
= —— o= = 5131071,
100/, ’ h

Keressiik most azt az xg értéket, amelyre
e M0 = (), 5.
Ezt az egyenletet xg-ra megoldva és A\ értékét behelyettesitve azt kapjuk, hogy

In(0, 5)

o =

Tehat 1351 ora alatt fog az izzok 50%-a kiégni.
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3. 1. pot-pét-ZH, 2015 december 17.

1. Feladat Egy kockéaval 100-szor dobunk. Szamoljuk ki kozelitéleg annak a valoszintiségét,
hogy a dobott értékek 6sszege 340 és 360 kozé esik!
Mego.: Legyen &; a j-edik dobés eredménye, ekkor

E(E) = ;D(fj) - @

Legyen
_ S8 & — 100E(;)
V100D(&)

ekkor n a Centralis Hatareloszlas-Tétel értelmében kozelitéleg standard normélis eloszlast kovet.
Ezért

100 —10 10
Pl340<S ¢ <360 :P(—gng—)
( ;}J ) 10D(¢;) 10D(&))
= ®(0,5855) — ®(—0,5855) = 2d(0, 5855) — 1
—=92.0,71904 — 1 = 0,43808.

2. Feladat A [0, 1)? egységnégyzet két fiiggbleges oldaldn egymadstdl fiiggetleniil, egyenletes
eloszlas szerint kijeloliink egy-egy pontot. Szamoljuk ki annak a valészintiségét, hogy a két
véletlen pontot Osszek6td szakasz metszi az x = 1/3,1/3 < y < 2/3 szakaszt!

Mego.: Jeloljiik t-vel az x = 0 oldalon felvett pontot és s-sel az x = 1 oldalon felvettet.
Ekkor a (,0) pontot (s, 1)-gyel 6sszekotd egyenes egyenlete

y=1t+(s—1t)z,
amelynek z = 1/3 feletti pontjanak mésodik koordinéatédja tehat
2 1
Y= gt + gs.
Legyen az eseménytér
Q={(ts)} =101

ekkor a keresett esemény tehat

A:{@@emﬂﬂ

Ezeket a feltételeket az
1-2t<s<2-2¢

alakba atirva kénnyen lathaté, hogy A az a parallelogramma, amelynek csicsai (1/2,0), (1,0),(0,1),(1/2,1)
Vagyis, T-vel jelolve a sikidomok teriiletét, az egyenletes eloszlas definiciéja miatt

T(A) o]

3. Feladat Egy csomag magyar-kartydbol (amelyben tehat 4 db. V' II-es, stb. , 4 db. felsé,
4 db. dama és 4 db. kirdly taldlhatd), taldlomra kihizunk egy lapot. Ha V' II-est hizunk, 10
pontot nyeriink, ha kiralyt, 5 pontot, ha pedig damat vagy felsot, akkor 1 pontot, kiillénben
nem nyeriink semennyit és nem is vesztiink. Szamoljuk ki a nyereménytink varhaté 0sszegét és
szorasat!

Mego.: Legyen ¢ a nyereménytink, ekkor

P(E=10)= 5= P(€=5) Pe=1)= 2 =1
Innen
B(¢) = %1o+%5+i1= g
€S

1 1 1 127
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febt 1016 — 289 727
D) =EE)-EB¢)?=—"=-"=11
és
D(¢) = 3,37.

4. Feladat Egy telefonkozpontba percenként beérkezé hivasok szama valamely ismeretlen
A paraméterii Poisson-eloszlast kovet. Tudjuk, hogy annak a valdszintisége, hogy legfeljebb 1
hivés érkezik, 2e 1. Legyen A az az esemény, hogy pontosan 1 hivés érkezik és B az az esemény,
hogy legalabb 2 hivas érkezik. Allapitsuk meg, hogy A vagy B valdszinlisége-e a nagyobb!

Mego.: Legyen £ a beérkezo hivasok szama. Ekkor a Poisson-eloszlas képlete alapjan

PE<1)=e M1+ N).
Masrészt, tudjuk hogy
P(E<1)=2e"
Ezekbél X\ = 1, tehat
P(B)=1-PE<1)=1-2¢""PA) =e".
Minthogy e < 3, tudjuk hogy 1 < 3e~!, azaz
P(B)=1-2e"'<e ' =P(A).

4. 1. ZH, 2016 oktober 12.

1. Feladat Legyen p; a kovetkezo esemény valoszintisége: ha azt a kisérletet, hogy egyszerre
két kockaval dobunk, egymas utan kétszer megismételjiik, akkor a két alkalombdl legalabb
egyszer 10 lesz a két dobott szam osszege. Legyen p, annak a valészintisége, hogy ha egyszerre
harom kockaval dobunk, akkor 10 lesz a harom dobott szam Osszege. Melyik szdm a nagyobb:

p1 vagy pa 7
Mego.: Szamoljuk ki el0szor pi-et a komplementer-esemény valoszintiségébol! Kiilonboztessiik

meg a két kockat, példaul az egyiket a bal keziinkkel dobva, a masikat a jobbal, és ilyen sorend-
ben irjuk egymdas mellé a dobott szamokat. Ekkor, egy alkalommal dobva két kockéaval, a
kedvez6 esetek kimenetelei:

(4,6) (5,5) (6,4),
igy annak a valdszintisége, hogy 10 a két dobott szam Osszege,
3 1
36 12
Annak a valészintisége, hogy nem 10 a két dobott szam Osszege, tehat
11
3
Ha most egymas utan kétszer dobunk két kockaval, akkor annak a valdszintisége, hogy egyszer
sem 10 a két dobott szam Osszege:
11\* 121
() =1

Tehat, annak a valdszintisége, hogy legalabb egyszer 10 a két dobott szam Osszege:

121 23
— T = 1 = 0197

Hatarozzuk meg most po-t! Megint megkiilonboztetjiik a harom kockat és egymas utan irjuk
a dobott szamokat. Ekkor, a kedvezo6 esetek:

(1,3,6),(1,4,5),(2,3,5),(2,4,4),(3,3,4),(2,2,6)

valamint ezen kimenetelek tetszoleges permutacidi. Az els6é harom kimenetelnek egyenként
3! = 6 permutécidja van, az utolsé haromban azonban egyik szam ismétlédik, ami miatt ezeknek
egyenként csak 3!/2! = 3 kiilonb6z6 permutédcidjuk van. Tehét, a kedvez esetek szdma:

3-6+3-3 =27,

pr=1
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mig Osszesen 6% eset van. Ebbél jon, hogy

21 31
P2 = 46
ahonnan pedig
P2 < Dp1-

2. Feladat Egy almakertben minden 3. alma iit6dott és minden 10. férges. Az iitodottek
koziil minden 8. férges. Milyen aranya férges azoknak az alméknak, amelyek nem iitédottek?

Mego.: Legyen U az az esemény, hogy egy taldlomra kivélasztott alma itédott és F' az,
hogy férges. Ekkor a feladat szovege szerint:

1 1
PU)==, P(F)= 10 P(F|U) = g
A teljes valoszintliség tétele értelmében
P(F) = P(F|U)P(U) + P(FIU)P(U),
ahonnan atrendezéssel

P(F) = P(FIU)PU) _5—3 _ T

P(0) 2 80"

P(F|U) =

3. Feladat A [0, 2] szakaszon egyenletes eloszlassal kijeloliink egy véletlen pontot. Szamoljuk
ki ennek a pontnak a 0,5 ponttdl valé tavolsaganak varhaté értékét!

Mego.: Legyen ¢ a kijelolt pont helye, és n az a valészintiségi valtozé, amely &-nek a 0,5
ponttdl valo tavolsdgat méri. Ekkor

P n-p(ce-nded)

aminek értéke:

Innen azt kapjuk, hogy n stirtiségfiiggvénye
fo(x) =0 hax¢[0,3/2]
1
fo(z) =1 ha0§x§§

1 1 3
Ezekbol n varhaté értéke:
1/2 3/2
E(n) :/ xdx+/ —dx
0 1/2
1 n 9—-1
8 16
_2
=3

4. Feladat Egy telefonkozpontba atlagosan percenként két hivas érkezik be. Mi a valészintibb:
hogy egy perc alatt legalabb harom hivas érkezik, vagy hogy két perc alatt legalabb 6t7

Mego.: Konnyebb a komplementer-események valoszintiségét szamolni. Az adott idétartam
alatt érkez6 hivasok szama Poisson-eloszlast kovet, amelynek paramétere egyenesen ardnyos az
idotartam hosszaval, és a feladat kimondéasa valamint a paraméter és a varhaté érték egyezése
miatt 1 percre a paraméter 2.
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Ha A az elséként bevezetett esemény és B a masodikként, akkor tehat

- ot 22
P(A) =e? (1 +7t 5) = 5e 2 =0,67667...
éS 1 2 3 4
_ 4 4 4 4
_ 4 0 F )
P(B)=e (1+ TR TR TR 4!) = 0,62883...
ahonnan
P(A) > P(B),
azZaZz
P(A) < P(B).

5. 1. p6t-ZH, 2016 november 30.

1. Feladat Egy zsidkban van 8 piros és 5 fehér goly6 (t6bb golyé nincs benne). Kétszer
egymas utan huzunk a zsdkbol, visszatevés nélkiil. Amennyiben legaldbb egy fehér goly6 van a
kihuzott két golyo kozott, gy dobunk egy kockaval. Legyen ekkor £ a dobott szam; amennyiben
nem volt fehér golyé a kihtizott golydk kozott, akkor pedig legyen & = 0. Hatarozzuk meg a &
valészintiségi valtozo varhato értékét és szorasat!

Mego.: A visszatevés nélkiili huzasnél az Osszes eset szama:

(2)

az olyan esetek szdma pedig, amikor nem hizunk egyetlen fehéret sem (azaz, mindkét golyét a
8 piros koziil hizzuk):
8
(2)

) 8.7
2

Jeloljiik ezt az értéket p-vel. Annak a valdsziniisége, hogy legaldbb egy fehéret hiizunk: 1 — p.
Tehat, ha 1 < j <6 akkor

Emiatt

P(éz])Z%,
ahonnan
E(g):%(1+2+3+4+5+6)=%zlﬂ%.
Masrészt,
B(E) = L4494 16425 +36) = - L =9, 7218
igy

D(€) = +/9,7218 — 2,24352 = V/9,7218 — 5,0333 = /4, 6885 = 2,1653.

2. Feladat Egy botot egyenletes eloszlas szerint hdrom részre osztunk. Mi a valdszinlisége,
hogy a kapott harom rész koziil a kozépso a leghosszabb?

Mego.: Vegyiik a botot a [0, 1] egység-intervallumnak és jeloljiikk az osztépontokat x < y-
nal. Az eseménytér ekkor

Q={(z,y)| 0<z<y<1}
az egységnégyzet bal fels6 fele. Azokat az osztasokat, amikor a koézépsé részintervallum a
leghosszabb, az
A={(z,y)] y—x>z, y—ax>1—-y}CQ

részhalmaz paraméterezi. Abrazolva ezen tartomanyt, latjuk hogy egy tengelyesen szimmetrikus
négyszog, amelynek harom cstucsa:

(W) (7) ()
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A negyedik csics meghatarozasahoz oldjuk meg a
—2x+y=0
r—2y=-—1

egyenletrendszert. Azt taldljuk, hogy a megoldds: = = 1/3,y = 2/3. Az A alakzatot az
y = 1 — x egyenes két egybevagd haromszogre bontja, melyek tengelyekkel parhuzamos alapja
1/2, magassaga pedig 1/3 hosszi. Ebb6l,

1
a keresett valdsziniiség pedig
T(A) 1/6 1
T(Q) 1/2 3
3. Feladat Legyenek &, n fiiggetlen Poisson-eloszlasu valészintiségi valtozok, rendre A, u > 0
paraméterekkel. Mutassuk meg, hogy ekkor £ + 7 is Poisson-eloszlasu valtozo, mégpedig A + p
paraméterrel!
Mego.: Tudjuk, hogy minden k > 0 esetén

k k
P(£:k> = 7)\57

A véltozdk fliggetlensége miatt annak a valdszintisége, hogy £ valamely [ értéket vegyen fel, n
pedig valamely m értéket:

P(€ = 1n=m) = P(6 = )P(5 = m) = e en "

l! m!
Vegyiik észre, hogy £ 41 akkor és csak akkor vesz fel valamely £ értéket, ha € valamely 0 < [ < k
értéket vesz fel és n a m = k — [ értéket veszi fel, rdadésul ezek az esetek kolcsonosen kizarjak
egymast. Ebbol azt kapjuk, hogy

PE+n=k ZP ==k

1<~k
—(Op) 1, k—1
' k!z (z)”‘

—Oe) Z () 4 /~L)

=€

k:'(

4. Feladat Az urdn 232-es izotépjanak 100%-os tisztasdgi mintajabol 22,31 év alatt
tapasztalat alapjan 20% bomlik le. Allapitsuk meg az adott izotdp felezési idejét!

Mego.: Legyen 1 a lebomlott atomok aranya. Ekkor n exponencialis eloszlast kovet
valamely A > 0 paraméterrel:

Pn<T)=1—-e™
Tudjuk, hogy
1 — 6—22,31/\ =0.2

innen meghatarozhaté

In(0, 8)
A=— ——~ =0,01.
2251 Y

A felezési ido6 az a Ty érték, amelyre

Ebbdl
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6. 1. pot-pot-ZH, 2016 december 14.

1. Feladat Egy kockédval kétszer egymas utan dobunk. Amennyiben legalabb egy 6-ost
dobunk, tgy feldobunk egy szabalyos érmét. Fej dobas esetén kapunk 100 Ft-ot, kiilonben
vesztliink 50 Ft-ot. Ha nem dobunk a kockaval egy 6-ost sem, akkor nem nyeriink és nem is
vesztlink semennyit. Hatdrozzuk meg a nyereménytink varhaté értékét és szorasat!

Mego.: Annak a valdsziniisége, hogy egyszer sem dobunk 6-ost: (2)2. Jelolje £ a ny-

6
ereménytinket. Ekkor

25 11 1
PE=0)= 22 P(§=100) = P(§ = =50) = o - =.
Innen:
11 1 11-25
E() = 36 5(100 —50) = 5 =17,63,
tovabba
9 11 11
E(&) = 5(10000 —2500) = =8 7500 = 1145, 8

A széréas pedig:

D(&) = \/E(€2) — E(€)? = \/1087,6 = 32,98,

2. Feladat Egy botot egyenletes eloszlas szerint harom részre osztunk. Mi a valdszintlisége,
hogy a kapott harom rész koziil a bal oldali a legrovidebbik, a kozépso a leghosszabbik, de a
kozépso legfeljebb kétszer olyan hosszi, mint a bal oldali?

Mego.: Jeloljik az osztépontokat © < y-nal. Az eseménytér

Q={(z,y)] 0<z<y<l}
az egységnégyzet bal felso fele. A kedvezo eseményeket ekkor az
A={(z,y)] z<l—-y<y—x<2z}
halmaz tartalmazza. Az A halmaz egy haromszog, melynek csucsai:
Ci(1/5, 3/5), Ca(1/3, 2/3),  Cs(1/4, 3/4).
A C;-bél Cy-be mutatd vektor:
C1Cy = (2/15, 1/15),
a C1-bol Cs-ba mutato vektor pedig:
C1Cy = (1/20, 3/20).
Innen
L 1
(C1Cy,C1C3) = 60’
ahonnan
(4) = TA) 1
S T(Q) 60

3. Feladat Tavaly a magyar felndttek 20%-a oltatta be magat influenza ellen. Akik
beoltattdk magukat, azoknak 10%-a kapta el a fert6zést, akik nem oltattak be magukat, azoknak
pedig 40%-a. Mi a valdészintisége, hogy egy olyan felnétt, aki nem kapta el az adott évben a
betegséget, beoltatta magat?

Mego.: Legyen 2 a magyar felnéttek halmaza, és jelolje I azt az eseményt, hogy egy
talalomra valasztott feln6tt elkapta a betegséget, valamint V' azt az eseményt, hogy beadatta
maganak a védooltast. A feladat szovege alapjan

P(V)=0,2, P(I|V)=0,1, P(I|V)=0,4.

Ezekbdl:
P(V)=0,8, P(I|V)=0,9, P(I|V)=0,6.
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A Bayes-tétel miatt tehat:

P|V)P ( )+ (I| V)P(V)
B 0,9-0,2
©0,9-0,24+0,6-0,8

0,18
= =(),2727...

0,18 40,48

4. Feladat Az uran 233-as izotépjanak felezési ideje 160 ezer év. Mennyi id6 alatt bomlik
le 100%-o0s tisztasdgu 233-as urdanérc 10%-a?

Mego.: Legyen n a lebomlott atomok aranya. Ekkor n exponencialis eloszlast kovet
valamely A > 0 paraméterrel:

Pn<T)=1—-e"
Ismert, hogy
P(n < 160000) = —

ahonnan azt kapjuk hogy
In(2)

A= —Teoo0p — 433107 6,
Legyen T} a keresett id6tartam, évben mérve. Ekkor:
1—e M =0,1
amit atrendezve:
T, = —ln(i’ D 913205

7. 1. Vizsga, 2016 december 20.

1. Feladat Egy htsz méter sugart, kor alaki erdében kizardlag tiz cm. atméroju,
egyenes torzsi, gallyak nélkiili fak nonek rendszerteleniil, atlagban négyzetméterenként egy.
A kor kozepén allva csukott szemmel valasztott iranyban fjunkkal kiloviink egy elhanyagol-
haté atméroju nyilvesszét. Tegyiik fel, hogy a 16véstink pontosan akkor nem jut ki az erdobdl,
ha eltaldl (vagy akér csak érint is) legaldbb egy fatorzset. Szdmoljuk ki kozelitéleg annak a
valészintiségét, hogy a nyilvessz6 kijut az erdébol!

Mego.: Ha a fatorzsek kozéppontjait tekintjiik, felteheté hogy az x négyzetméterre esé fak
szama xr paraméteri Poisson-eloszlast mutat. A nyilvessz6 akkor és csak akkor taldl el legalabb
egy fat, ha a nyilvessz6 utja melletti szimmetrikus 10cm szélességii téglalapba egy fa sem esik.
Ennek a téglalapnak a teriilete: 20m x 10cm = 2m?, tehét a keresett valdszintiség:

0
62% =e

2. Feladat Egy kockaval dobunk egymés utan 10000-szer. Hatarozzuk meg annak a
valdszintiségét, hogy a dobott 1-esek szama 1600 és 1700 kozé esik!

Mego.: A dobott 1-esek szamat jelolje &, ekkor

-2

10000 15
E(&) = —— =1667, D(§) =14/10000 - — - — = 37,27.
6 6 6
Vezessiik be az
£ — 1667
T Tyt
valoszintiségi valtozot; ekkor n kozelitoleg standard normaélis. Tovabba:
1600 — 1667 1700 — 1667
37,27 , 7976 b 37,27 0,885

Innen a keresett valdszintiség:

P(a <n<b)=®(b) — ®(a) = 0,810 — 0,036 = 0, 774.
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8. 2. Vizsga, 2017 januar 10.

1. Feladat Egy buszjaraton egy adott idészakban a buszonként utazé utasok szama 10
paraméterii Poisson-eloszldst kovet. A kozlekedési tarsasag elhatarozza, hogy megvizsgal az
adott id6szakban 10 buszt, és amennyiben ezek koziil legaldbb egyiken kevesebben utaznak 5-
nél, akkor jaratritkitdst rendel el (kiilonben pedig nem). Mi a valészintisége a jaratritkitdsnak?

Mego.: Legyen ¢ az egy buszon utazé utasok szama. Ekkor

100 1000 10000
P <5)=e W (1+10+7+T+T> =4,54 x 1075 x 645 = 0, 029.

Jeloljiik ezt a mennyiséget p-vel. Annak a valésziniisége, hogy egy buszon legalabb 6ten utaz-
nak, 1 —p = 0,971. Annak a valdszintisége, hogy a tiz busz mindegyikén legalabb 6ten utaznak:

(1—p)' =0, 745.
A keresett esemény ennek komplementere, igy a valdszintisége:
1—0,745 = 0, 255.

2. Feladat Egy adott izzotipusbol 10000 ora alatt az izzdék harmada ég ki. Hatarozzuk
meg kozelitoleg annak a valdészinliségét, hogy 3000 izz6 koziil ennyi id6 alatt 975 és 1050 kozotti
szamu ég ki!

Mego.: Jeloljik &-vel a kiégett izzok szamat. Ekkor

W[ =
[GL RN

1
E(&) = 3000 x 3= 1000, D(&) = 1/3000 x = x = = 25, 8.
Legyen
~ £ —1000
- 25,81 7
ekkor n kozelitéleg standard normalis. Tovabba,

975 < £ < 1050

pontosan akkor teljesiil, amikor
975 — 1000 << 1050 — 1000
25,81 25,81
azaz, amikor
—0,97 <n < 1,94.
Ennek a valdszintisége kozelitoleg

®(1,94) — d(—0,97) = 0,97381 — 0, 16602 = 0, 80779.

9. 3. Vizsga, 2017 januar 17.

1. Feladat Egy adott tipusu izzé atlagos élettartama 4000 éra. A gyarté cég N darabot
elkezd égetni. Hogy kell megvélasztani N-et uigy, hogy 90% valészintiséggel az N-es minta atlag
élettartama 3500 6ra vagy annal hosszabb legyen?

Mego.: Az i-edik izzé (ahol 1 < i < N) & élettartama exponenciélis eloszldst kovet,

A= ﬁ paraméterrel. Ennek varhato értéke és szérdsa is 4000. A minta atlag élettartama:
bt by
N
elég nagy N érték esetén megkozelitoleg normalis eloszlast kovet,
NE
E(n) = % = 4000

vérhato értékkel és
D) = VND(&) 4000

1 — 4000
fry N—
(=VN 4000

szorassal. Emiatt
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megkozelitoleg standard normélis eloszlast kovet. Tehat

P(n < 3500) = P (g < —@ﬁ>

4000
ami feltétel szerint 0, 1. Ebbdl a standard normalis eloszlds tabldzata segitségével:
500
———VN=-1,28
4000 ’

ahonnan pedig
VN = 10,24
és N = 105 a megoldas.

10. 1. ZH, 2017 oktéber 18.

1. Feladat Egy étteremben a vendégek a szaz szabad tilohely koziil egymastdl fliggetleniil
egyenletes eloszlas szerint vélasztjak ki a helyiiket. Egyszerre negyvenen érkeznek, és foglalnak
helyet. Mi a valdszintibb:

(i) hogy egy taldlomra kivalasztott kétfés asztalhoz legfeljebb egy vendég jusson,
(ii) vagy hogy egy taldlomra kivalasztott hatfés asztalhoz legfeljebb hdrom?

Mego.: A. valdésziniiségének kiszamolasa a hipergeometrikus eloszlas szerint torténik, N =
100, M = 2,n = 40 paraméterekkel. A képlet alapjan:

P(A) = () () + () (o) _2-40-60+60-59 _
(') 100 - 99 o

Hasonléan, P(B) elvileg N = 100, M = 6,n = 40 paraméterti hipergeometrikus eloszlassal
szamolhatd, ez azonban viszonylag nagy szamokkal valé szamoldast igényel. Mivel N értéke
M-hez képest elég nagy, azért P(B) jol kozelitheté p = 0,4 paraméterti ismétléses varidcidval,
azaz binomialis eloszlassal:

6 6 6 6
P(B) = (0) +0,6° + (1) +0,6° 0,4+ (2> -0,6%-0,4% + (3) -0,6%- 0,4

= 0,046 + 0,186 4 0,311 4 0, 276 = 0, 819.

Ezek szerint
P(A) > P(B).

2. Feladat Egy egység hosszu szakaszon egymastol fliggetleniil egyenletes eloszlas szerint
kijeloliink két pontot. Mi a valdszinlisége, hogy a pontok egymastol 0, 2-nél kisebb, de 0, 1-nél
nagyobb tavolsagra lesznek?

Mego.: Jeloljik a kivalasztott pontokat x-szel és y-nal. Ekkor az eseménytér

Q=10,1] x [0,1].
Ebben a kedvez6 esetek az
0,1<|r—y|<0,2

egyenlotlenségeket teljesité A halmaz pontjai. Legyen

SQ:{(‘ruy>€Q| ’Zl]—y’<0,2}
és

51:{(I,y)€§2| ’l’—y’<0,1}
E hamlazok pontjainak mértani helye a négyzet atléjara szimmetrikusan elhelyezkedo egy-egy
sav: Sy a négyzet peremét a

(0,2;0),(1;0,8),(0,8;1),(0;0,2)

pontokban metszi. Ekkor Q\ Sy nyilvan két egymassal egybevagd, 0, 8 oldalhosszisagu derékszogii
egyenloszaru haromszog, tehat teriiletiik 0sszege

0,8% =0, 64.
Ezért, annak valdszintisége, hogy a két pont egymastol legfeljebb 0,2 tavolsagra esik:
1—-0,64 =0, 36.
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Hasonléan latjuk, hogy annak a valdszinlisége, hogy a két pont egymastdl legfeljebb 0,1
tavolsagra esik:
1-0,9%=0,19.

Ezért, a keresett esemény valdszintisége:

0,36 — 0,19 =0,17.

3. Feladat A krétaiak 50%-a hazudds, ami azt jelenti, hogy minden kérdésre hamis vélaszt
adnak, 30%-uk tréfas kedvii, azaz egyenld eséllyel ad igaz és hamis vélaszt, a maradék 20%-uk
pedig igazmondd, akik mindig igazat mondanak. Talalkozunk egy krétaival, és kérdeziink tole
valamit, amire ismerjiik a helyes valaszt. Mi a valészinlisége, hogy tréfas kedviivel talalkoztunk,
ha a véalasz igaz? Hat ha hamis?

Mego.: Legyenek H, T, I rendre azon események, hogy a kivalasztott krétai hazudos, tréfas
kedvii illetve igazmondé. Tudjuk, hogy

PH)=0,5 P(T)=0,3 P(I)=0,2.
Legyen tovabba A az az esemény, hogy helyes valaszt kapunk. Ekkor tudjuk azt is, hogy
P(AlH)=0 P(A|T)=0,5 P(A|l)=1.
Bayes tétele alapjan:
P(A[T)P(T)
(A|TP(T)+ P(A|I)P(I) + P(A|H)P(H)

0,5x0,3

5x0,34+0,2+0

P(T|4) = -

:0’
3

7
és
PO - — PATIP(T)
P(A|T)P(T)+ P(A|I)P(I)+ P(A|H)P(H)

B 0,5x0,3

©0,5%x0,3+0+0,5

3

-
4. Feladat Legyen £ egy A-paraméterii Poisson-eloszlasu valdszintiségi valtozo, és

n=(—1)%¢

Hatarozzuk meg n varhato értékét!
Mego.: Definici6é szerint minden k € N esetén

)\k
P(n= (—l)kk:) =e
k!
ahonnan
- k ,\/\k
Bn) = S (~1)he Ao
k=0
=3 (1
P N ]
:-fAAij—mklAkl
(k—1)!
k=1
> A
Y l
— —¢ AE:@UET
1=0
= —e e
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11. 1. p6t-ZH, 2017 november 29.

1. Feladat Az egységszakaszon egymdstol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint kivalasztunk
két szamot. Fliggetlen-e a kovetkezo két esemény?

(i) A nagyobbik szam legalabb 0, 5.
(ii) A nagyobbik szam legalabb kétszer akkora, mint a kisebbik.

Mego.: Az eseménytér
1
Q={(z,y): 0<z<y<1}, T(Q):Q'
Az A eseményt (2-ban a
y 2

J

N | —

a B-t a
Yy > 2x

egyenlotlenség definialja. Latjuk, hogy A egy trapéz,

(0, %) 0,1), (1,1), (%%)

csucspontokkal, tehat teriilete

A B tartomany pedig a

csucsu haromszog, igy

Végiil, AN B egy trapéz,

csucspontokkal, tehat

1 1 1 3
T(AOB)—(§+Z>Z—1—6
Ezekbol:
3
P(A) = -
(=1
1
P(B) = -
(B) =5
3
Minthogy

P(ANB)= P(A)P(B),
a két esemény fiiggetlen.

2. Feladat Nagyanyd mazsolas kaldcsot siit az unokdinak: Annanak és Balazsnak. Egy
kilogramm kész stiteményhez felhasznal 20 szem mazsolat. Mindketten egy-egy 50 grammos
szeletet vesznek bel6le. Anna nem szereti a mazsolat, annak ortilne, ha egy szem sem lenne a
szeletében, Balazs pedig annak, ha legalabb két szem lenne az 6vében. Kinek teljesiil nagyobb
valészintiséggel a kivansaga?

Mego.: A szeletekben levo mazsolak & szama egy

A=1
paraméterii Poisson-eloszlast kovet. Legyen A az az esemény, hogy egy szeletben egy szem

sincs, ekkor:

P(A)=P(=0)=e"'=0,3679.
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Masrészt,
P((>2)=1-P(<1)=1-2e"=0,2642,
ezért Anna kap nagyobb eséllyel neki megfelel6 szeletet.
3. Feladat Egy kockadobast addig folytatunk, amig 1-estdl kiilonbozo értéket nem dobunk.
Ha ez a k-adik dobasnél kévetkezik be, akkor kapunk 2% pontot. Legyen ¢ a nyereményiink

osszege. Hatarozzuk meg & varhato értékét és szérasat!
Mego.: A negativ binomidlis eloszlas képlete alapjan

Pe=2-2-(3)

ezért
> 5 /1\"!
E(€) = ok . Z [ Z
©=22 ¢ (3)
5 0 1 k—1 5
=3 Z(é) =3
k=1
Hasonléan,
o) 5 1 k—1
E(&?) = 92k 2 Z
€=3 7 ¢ (3)
10 fo'e) 2 k—1
22 (3) -
k=1
Innen:

D(§) = VE(&)— E2(¢) =

4. Feladat Egy 1 méter atméroji, kor alaka céltablara ijjal leadunk 100 16vést. Feltessziik,
hogy minden lovésiink eltaldlja a céltablat, és azon beliil egyenletes eloszlast kovet. Mekkora
a valoszinlisége, hogy legalabb 20-szor, de legfeljebb 35-szor taldljuk el a tabla kozepén elhe-
lyezkedo fél méter atméroju korlapot?

Mego.: A kisebb korlap teriiletének az ardnya a nagyobbikéhoz 1/4. Ha A-val jeloljiik
azt az eseményt, hogy egy lovésnél eltalaljuk a kisebb korongot, akkor tehat az egyenletes
eloszlas miatt p = P(A) = 1/4. Legyen &g az a valésziniiségi véltozo, amely értéke egyenl A
bekovetkezéseinek szaméaval n = 100 16vés soran. Ekkor

3 5V3

E(&100) = 100p = 25, D(&109) = 4/ 100 - 1= 5 4,33

Ezért, a

_ §100 — 25
4,33

kozelitoleg standard normalis eloszlasi. Innen,

20 — 25 35— 25
P(20§§100<35):P( < >

133 1S a3
_ P(—1,15 < 1 < 2,31)

— ®(2,31) + ®(1,15) — 1
— 0,864,
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12. 1. poét-pét-ZH, 2017 december 13.

1. Feladat Egy egységsugari korlapon egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy pontot.
Hatarozzuk meg a valasztott pont kozépponttol vald tavolsaganak varhato értékét és szorasat!
Mego.: Az eseménytér polarkoordindtakban

Q={(r.0) €0, x[0,27]}, T(Q) =r.

A normadlt tertiileti forma %drd@. Innen

2. Feladat Egy szabalyos dobdkockat addig dobunk fel, amig legalabb egy 1-est és legalabb
egy 6-ost dobunk. Jelolje £ azt a valtozot, amely k-val egyenld ha az elso 1-est a k-adik dobasnal
dobtuk, tovabba 7 azt a valtozot, amely [-lel egyenld ha az els6 6-ost az [-edik dobasnal dobtuk.
Fiiggetlenek-e & és n?

Mego.: Mivel

és

azért
P(§=kn=k)# P =Fk)Pn=k).
Tehat, a valtozok nem fiiggetlenek.
3. Feladat Az uranium 238-as izotopjanak felezési ideje nagyjabdl 4,5 milliard év. Egy

mintajaban azt talaljuk, hogy az atomok harmada van lebomolva. Milyen id6s a minta?
Mego.: Egy atom lebomlasanak ideje exponencialis eloszlast kovet:

Pl<t)=1—e

Tudjuk, hogy
1
P(£ <4,5-10%) = 5

Innen:
~ In(2)
- 4,5-109

Legyen a keresett kor (évben kifejezve) tg. A feladat szovege alapjan:

=1,54-1071°.

1
1 — — Ao —
e 3
ahonnan
In(3) — In(2)

_ 9
L5e 100 20910

to =

4. Feladat Egy 1 méter atméroji, kor alaku céltablara ijjal leadunk 1000 16vést. Feltessziik,
hogy minden 16vésiink eltaldlja a céltablat, és azon beliil egyenletes eloszlast kovet. Mekkora
a valoszintisége, hogy legalabb 55-szor eltalaljuk a tabla kozepén elhelyezkedd negyed méter
atmérdju korlapot?

Mego.: A kisebb korlap teriiletének az ardnya a nagyobbikéhoz 1/16. Ha A-val jeldljiik azt
az eseményt, hogy egy 16vésnél eltalaljuk a kisebb korongot, akkor tehat az egyenletes eloszlas
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miatt p = P(A) = 1/16. Legyen &0 az a valészintliségi véltozd, amely értéke egyenld A
bekovetkezéseinek szamaval n = 1000 16vés soran. Ekkor

15
E(&1000) = 1000p = 62,5  D(&1000) = 4/ 1000 - e 7,65.
Ezért, a
_ 1000 — 62,5
7,65

kozelitoleg standard normalis eloszlast. Innen,
55 — 62,5
P (55 < =P|——<
(55 < &1000) ( 7.65 = 77)
=P (0,98 <)
=P (n <0,98)
= 0, 8365.

13. 1. Vizsga, 2017 december 20.

1. Feladat Egy napi 8 éraban dolgoz6 telefonos ligyintézo atlagosan kétpercenként kap egy
bejove hivast. A fénoke minden éraban egy percet az ligyintézo mellett tolt. Mi a valdszintisége,
hogy egy napon legalabb két hivas érkezik a fénok jelenlétében, feltéve hogy ezalatt legalabb
egy hivas érkezik?

Mego.: A fonok naponta Osszesen 8 percet tolt a beosztott mellett, aki tehat ezalatt
atlagosan 4 hivast kap. A hivasok ¢ szama Poisson-eloszlasi valdszintiségi valtozd, A = 4
paraméterrel:

4k
P(f = k) = 6_4E
Legyen A az az esemény, hogy legalabb két hivas érkezik a fonok jelenlétében, B pedig az az
esemény, hogy legalabb egy hivas érkezik a fonok jelenlétében. Ekkor nyilvian A C B, tehat

ANB=A.
A komplementer-eseményekkel szamolva, azt kapjuk hogy
P(A)=1—-e"1+4)
P(B)=1—-¢*
Innen,
P(ANB)
P(B)
P(A)

~ P(B)

P(A|B) =

4e4
1—e
1
_1_4. 0,0183
0,9817
=1—-4-0,0186
=1-0,0744
=0, 9256.
2. Feladat Egy kockaval dobunk egymas utan mindaddig, amig 1-est nem dobunk. Jeloljiik
&-vel azt a valdszinliségi valtozdot, ami k-val egyenld, ha az els6 1-est a k-adik dobasra dobtuk.
Legyen tovabba n az a valdszintiségi valtozd, ami az elso 1-esig dobott 6-osok szamaval egyenlo.

Hatarozzuk meg n eloszlasat!
Mego.: Legyen | > 0 tetszoleges, meg kell hataroznunk

P(n=1)
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értékét. A negativ binomidlis eloszlas képlete alapjan,

Vegyiik észre tovabba, hogy minden k < [ esetén
Pn=1&=k) =0,

mig k > [-re

s ()R )

mert az els6 k — 1 dobasban pontosan [ dobés 6-0s, a tobbi kK — 1 — [ pedig nem lehet sem 6-os
sem 1-es. Ebbol, a teljes valdszintiség tétele alapjéan,

[e.e]

Y Plp=1¢=k)P(E=k)

SO
SO

Utobbi 0sszeg zart alakra rendezhetd egy ismert Osszefliggés segitségével:

50200200

e,
—~
3

I
=

I

14. 2. Vizsga, 2018 januar 3.

1. Feladat
Ime egy (angol) rulettasztal:
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r
o
ot
i
-
P
i
=
[ =

IMPAIR

A rulettgolyé a korongon egyenletes eloszlas szerint a
Q=4{0,1,...,36}

szamokkal jelzett mezSk pontosan egyikébe esik bele. A 0-s nem szamit sem parosnak (pair),
sem pératlannak (impair), sem pirosnak, sem feketének. Az dbra alapjan vélaszoljuk meg a
kovetkezo kérdéseket!

(i) Fiiggetlenek-e? A) péros, B) fekete. (2p)

(ii) Hlusztraljuk a teljes val6sziniiség tételét a kovetkezd eseményre: C) az eredmény 5-tel
oszthatd, valamint a kovetkezd teljes eseményrendszerre: D1) 12P (elsé tucat, azaz
1-12), D2) 12M (kozépsé tucat, azaz 13-24), D3) 12D (utolsé tucat, 25-36), D4) {0}.
(2p)

(iii) Egy jatékos egy korben az 1-esre tesz 1000 forintot. Ha taldl, akkor kap 35000 Ft-ot
(de nem kapja vissza a feltett 1000-et), kiilonben elveszti a feltett Gsszeget és nem kap
semennyit. Mennyi a nyereményének varhat6 értéke? (3p)

(iv) Egy jatékos egy korben a pérosra tesz 1000 forintot. Ha taldl, akkor a nyereménye
2000Ft (de nem kapja vissza a feltett 1000-et), ha 0-s jon ki, akkor a nyereménye
500Ft (de nem kapja vissza a feltett 1000-et), kiillonben elveszti a feltett Osszeget és
nem kap semennyit. Mennyi a nyereményének varhaté értéke? (3p)

Mego.:
(i) Tudjuk, hogy || =37, |A| = 18 = |B|. A tédbla alapjan tovabba
AN B =1{2,4,6,8,10,20,22,24, 26,28},
s igy |AN B| = 10. Ezért
18 10
P(4) = o= =P(B), P(ANB) =g # P(A)P(B),
tehat A és B nem fiiggetlenek.

(i)

P(D) = P(D) = P(Dy) = o=, P(Di) =+
Tovébbs,
P(C|Dy) = %
P(CIDy) = =
P(CIDy) =
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gy,
4
P(C) =Y P(C|D;)P(D;)
=1

2 12 2 12 3 12 1

1237 1273 123 A
8
37

(iii) Legyen & a nyeremény osszege. Ekkor

1 2000
E(€) = -1 — . S
(&) 000 + 37 35000 a7
(iv) Legyen n a nyeremény osszege. Ekkor
18 1 500
En)=-1 — -2 — - = ——.
(n) 000 + 5= - 2000+ 5= - 500 = — -

2. Feladat Egy héten 100000 lottészelvényt kiilldenek be. Mi a valdszintlisége, hogy 74600
és 74700 kozé esik azon szelvények szama, amelyeken egyetlen talalat sincs?
Mego.: Annak a valdszintisége, hogy egy szelvény 0 talalatos:
~(Y)  85-84-83-82-81
P= ™) T 90-89-83-87- 86
Legyen &£* a 100000 szelvény kozil a 0-talalatosak szama. Ekkor

E(£) = 74635, D(£*) = /100000 - 0, 74635 - (1 — 0, 74635) = 137, 6.

=0, 74635.

Legyen
& — 74635

137,67
ekkor n kozelitoleg standard normalis eloszlasi. Tehét

’[’]:

35 65
P (74600 < & < T4700) = P | ——— < < —
(74600 < £ < 74700) ( 137,6—"<137,6>

= P(—0,25 <7 <0,47)
= ®(0,47) + ®(0,25) — 1
= 0,68082 + 0,59871 — 1
=0, 27953.

15. 3. Vizsga, 2018 januar 10.

1. Feladat Két, egyenként 10000 éra atlagos élettartamu izzét sorba kotiink. Allapitsuk
meg az igy kapott izzésor élettartaménak stiriiségfliggvényét! (Soros kapcsolas esetén az izzésor
kialszik, amennyiben a kapcsolt izzok legalabb egyike kialszik.)

Mego.: Minden t > 0 esetén legyen A(t) (illetve B(t)) azok az események, hogy a sorban
elsé (illetve masodik) izz6 t éra alatt nem ég ki. Legyen tovabba C(t) az az esemény, hogy az
izzosor nem alszik ki ¢ 6ra alatt. Ekkor, a soros kapcsolas miatt

O(t) = A(t) N B(2).

Feltehetjiik, hogy az els6 illetve mésodik izzé egyméstdl fiiggetlentil ég (vagy nem ég) ki ¢ 6ra
alatt, tovabba a kiégésiik idépontja exponencidlis eloszlast kovet, mégpedig a feladat szovege
alapjan mindketté A = 10~* paraméterrel. Ezért:

P(C(t)) = P(A(t) N B(1))
= P(AQ))P(B(1))

_9.10—4
— 21074
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Mivel

1
2.107 = —
5000’

azért a kapott eredmény alakjdbdl kitiinik, hogy C(t) exponenciélis eloszlast kovet, 5000 6ra
varhato értékkel. A keresett stirliségfliggvény:

1 /5000
5000 '

16. 4. Vizsga, 2018 janius 6.

1. Feladat Andrés, Barbara és Zsuzsa talalkozét beszélnek meg a varos egy pontjan.
Zsuzsa pontban 12 érakor megy a megbeszélt helyszinre, Andrés és Barbara pedig a 12 éra
és 1 éra kozotti egyoras iddintervallumban egymastdl fliggetleniil egyenletes eloszlas szerint.
Mindhé&rman 5 percet varnak, azutan elmennek. Mi a valészintisége, hogy egyikiik sem talalkozik
a masik kett6jik kozil egyikkel sem?

Mego.: Jeldlje a és b Andras és Barbara érkezési idépontjat, percben mérve. Szimmetria
miatt feltehetjiik, hogy a < b, tehét

Q= {(a,b) €0,60] x [0,60] : a <b},
és T(Q) = 160% = 1800

Akkor és csak akkor taldlkozik Andrés vagy Barbara Zsuzsaval, ha a < 5 (hiszen ha b <5
akkor az a < b feltevés miatt a < 5 is teljesiil). Tovabba, akkor és csak akkor taldlkozik Andrés
Barbaraval, ha b —a < 5. Ennek a két tartomanynak a komplementere (2-ban az a derékszogi
H haromszog, amelynek cstcsai

A(5,10), B(5,60), C(55,60)

Ennek tertilete: )
Tuﬂ:=§5w.
Innen a keresett valdszintiség:

T(H) 25

T(Q) ~ 36



2. FEJEZET

Differencial-egyenletek

1. 2. ZH, 2015 november 25.

1. Feladat Végezziink fokozatos kozelitést masodrendben az aldbbi kezdeti-érték fela-
dathoz!

Y (z) =2+ (z), y(0)=1
Mego.:

yl(:zc)zl—l—/o( )dt—1+x+—4

y2(x):1+/0m< + 1+t+ )

x 4
=1 142t + 82+ dt =
+/0(+ +t7+ +2+2+16>

3 1'4 .%'5 1.6 1.9

=1 oy
+$+x+3+4+10+12+144
2. Feladat Oldjuk meg!

, 2 + y*(x)
y(r) = ————.
zy(z)
Mego.: Homogén egyenlet, hasznaljuk az xu(z) = y(z) helyettesitést:
1+ u*(z)
zu'(z) + u(x) = @)
ahonnan
/ e

Ezt integrélva x szerint azt kapjuk, hogy
u*(z) =2In x| +c,

amibdl pedig
y?(x) = 22° In |z + ca?,
azaz

y(z) = £4/222In |z| + ca?.
3. Feladat Hatarozzuk meg a tipusat és oldjuk meg!
cos(z + 2y) + 3x?sin(y) + 1
2 cos(x + 2y) + a3 cos(y)

y(r)=—
Mego.: Egzakt egyenlet:
y'(z) (2 cos(x + 2y) + x° cos(y)) + cos(z + 2y) + 327 sin(y) + 1 = 0,

azaz
g(w,y) = 2cos(x + 2y) + z® cos(y), h(x,y) = cos(x + 2y) + 3z sin(y) + 1
ahonnan o 5
o —2sin(z + 2y) + 3% cos(y) = (9_5:

Az F skalar-potencidl meghatéarozasa:

F(z,y) = /g(m, y)dy = sin(z + 2y) + 2°sin(y) + ¢(z),

25
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masrészt
F(z,y) = /h(w‘, y)dz = sin(z + 2y) + 2°sin(y) + 2 + ¥(y),
amibol
F(z,y) = sin(x + 2y) + 2 sin(y) + = + c.
Az altalanos megoldas implicit alakja:
sin(z + 2y) + 2 sin(y) + x + ¢ = 0.
4. Feladat Oldjuk meg a kovetkezo kezdeti-érték feladatot!
y' (@) = cos(x)y(x) = 2@, y(0) = 1.
Mego.: A hozzéa-tartozé homogén egyenlet:
Y'(z) = cos(x)Y (),

megoldasa
Y(z) = ce@ ceR.

Allandé valtoztatésa:

y(x) = e(x)e™,
ahol ¢(z) megoldja a kovetkez6 egyenletet:
J ($)65m(x) _ xesin(a:)'
Ebbol
72
c(x) = 5 Tt c eR,

az altalanos megoldas tehat
2
y(;p) — (% + C) esin(w)'

Behelyettesitve x = 0-t azt kapjuk, hogy
y(0) = ce® = ¢,
igy a kezdeti-érték feladat megoldasa

2
o= (2 1)

2. 2. ZH, 2016 november 23.

1. Feladat Tekintsik a
y =y —2+1, y(1)=-1

kezdeti-érték feladatot! Kozelitsiik a megoldast szukcessziv approximéacié moddszerének elsd
két lépésével (n = 0,n = 1), és becsiiljiik felilrdl a kiillonbséget a T = [0,2] x [-3/2, —1/2]
téglalapbdl kiindulva! Tovabba, abrazoljuk a ¢ = 0,¢ = 1 és ¢ = 2 értékekhez tartozo izoklin-

vonalakat!
Mego.:
Yo=—1
y1:_1+/ 1— %4 1dt
1
31"
=1+ {21& - —]
31
8 3
=—5 +2x— iy

3 3
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Legyen f(z,y) = y* —2® + 1. Az M = max(,yer |f(z,y)] meghatdrozdsdhoz vegyiik észre,
hogy a T téglelapon beliil

of

= =-2r<0

ox .

of

—=2y>0

By ) )
azaz f-nek nincs kritikus pontja. Tehat, f a szélséértékeit a téglap sarkaiban veszi fel. Mivel

13 5 3 11
f(07_3/2) = f(Oa_l/Z):_v f<2a_3/2):__7 f(27_1/2) = T
4 4 4 4
azért M = %. Emiatt
) 1/2 2
a = min( ,—13/4) =4
Masrészt,
= 2yl =3
N = max (] = max 2] =3
ahonnan 6
No —
“T 13

Az n-edik 1épés kiilonbsége a megoldastdl legfeljebb

M (Na)n+1 Na

——-——ce

N (n+1)! 7

amely n = 1-re a 2e%1% = 0,18 érték.

Az izoklin vonalak ¢ = 1 esetén az y = x és y = —x egyenesek unidja, ¢ = 2 esetén
két hiperbola-szar, amelyek aszimptotai az elé6bb mondott egyenesek, és amelyek metszik az
y-tengelyt a (0,+1) pontokban, ¢ = 0 esetben pedig két hiperbola-szar, amelyek aszimptotéi
szintén az el6bb mondott egyenesek, és amelyek metszik az z-tengelyt a (41, 0) pontokban.

2. Feladat Adjuk meg az altaldanos megoldasat implicit alakban!

(sin(z) — zsin(y))y'(x) + y cos(x) + cos(y) =0
Mego.: Legyen
g(z,y) = ycos(x) +cos(y), h(z,y) = sin(z) — zsin(y),
akkor
dg . oh

y = cos(x) — sin(y) = e

igy az egyenlet egzakt. Egy megfelel6 potencial-fliggvény:

F(z,y) = /ycos(x) + cos(y)dz = ysin(z) + x cos(y) + ¢(y),
masrészt
F(z,y) = /sin(x) — zsin(y)dy = ysin(z) + z cos(y) + d(x).
Latjuk, hogy egy kozos megoldas
F(z,y) = ysin(z) + z cos(y),
tehat a megoldas implicit alakja
ysin(z) + z cos(y) = all.
3. Feladat Adjuk meg az alabbi kezdeti-érték feladat megoldasat!
y'(x) + 2tan(z)y(x) = sin(x) cos(x), y(0) =2
Mego.: A megfelel6 homogén egyenlet megoldéasa:

yn(2) = exp ( / —2tan(:r)dx) = exp(21n | cos(z)| + ¢) = C - cos®(x).
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Az inhomogén egyenletet ebbdl a C' dllandé véltoztatdsaval nyerjiik:

= tan(z) =

sin(z) cos(x) _ cos'(z)

C'(z) =

cos?(x) cos(z)’

azaz,
C(z) = C —In|cos(x)].
Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:
yi(z) = (C —In| cos(x)|) cos?(z).
Ebbe x = 0-t helyettesitve:

tehét a keresett partikularis megoldas:
yp(z) = (2 — In| cos(z)|) cos®(z).
4. Feladat Adjuk meg az altalanos megoldéasat, és lassuk be hogy a kapott fliggvényrendszer
linearisan fiiggetlen!
y/// + 2yl/+y/ — O
Mego.: A karakterisztikus polinom:
P(k) =k +2k* + k = k(k + 1)?,
amelynek gyokei: k; = 0, 1 multiplicitassal és ky = —1, 2 multiplicitassal. Emiatt az altalanos
megoldas
c1 + coe™ " + cgre™®
alakd. A linearisan fiiggetlenséghez szamoljuk ki a harmadik fliggvény els6 két derivaltjat:
(ze™) =1 —x)e™, (ve™™) = (x—2)e™".
A rendszer Wronski-determinansa tehat
1 e™ re
0 —e® (1—x)e ™|,
0 e (z—2)"

amelyet els6 oszlopa szerint kifejtve kapjuk, hogy
W(l,e ™", ze " x) = e 2.

Mivel ez a fliggvény nem mindenhol 0, azért egy érai tételbol kovetkezik, hogy a fiiggvényrendszer
linedrisan fiiggetlen.

3. 2. p6t-ZH, 2016 november 30.
1. Feladat Kozelitsiik a

y/ — y2 T
kezdeti-érték feladat megoldasat szukcessziv approximaciéo modszerének els6 harom 1épésével
(n=0,n=1,n=2)! Abrézoljuk a ¢ =0,c =1 és ¢ = —1 értékekhez tartozé izoklin-vonalakat

a megfelel6 értiné-mezdvel, és vazoljuk fel sematikusan a fenti kezdeti-érték feladat megoldasat!
Hogyan viselkedik ez a megoldas x — oo esetén?
Mego.:

T .1’2
y1(:13)=1+/ (I+0)dt=1+2+ =
0

ya(z) =142+ g:ﬁ + gx?’ + %x‘l + %:ﬁr’.
A ¢ értékhez tartozo izoklin-vonal:
v+ =c,
egy x-tengely negativ irdnydba nyilé tengelyii parabola. A keresett y(x) megoldds © — oo
esetén tart +oo-be.
2. Feladat Oldjuk meg csak z-t6l fiiggd integrald tényezo segitségével a

y (tan(z) — 2y) +1+y + (y* — x)tan(z) =0
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differencial-egyenletet!
Mego.: Legyen
g(z,y) =1+y+ (¥ — o) tan(z), h(z,y) = tan(z) — 2.
Ekkor

% <§_§ a %) - tan(; -2y (1 + 2y tan(z) - cosi(x))
1
)

(2y tan(z) — tan*(z))

Egy M (x) integralé tényezé megkereséséhez meg kell oldani a
!

i tan(z)

differencial-egyenletet. Konnyen latszik, hogy egy megoldasa
M (z) = cos(x).
Végigszorozva az eredeti egyenletet M-mel:
Y (sin(x) — 2y cos(x)) + (1 + y) cos(z) + (y* — x)sin(x) = 0,

ami mar egzakt egyenlet. Keressiink hozza egy potencidl-fliggvényt:

F(z,y) = /sin(sc) — 2y cos(x)dy = ysin(x) — y* cos(z) + c(z),
masrészt

F(z,y) = /(1 + y) cos(x) + (y* — x) sin(z)dz

= (1+y)sin(x) + (z — y?) cos(z) — sin(z) + d(y),
ahonnan
F(z,y) = ysin(z) + (z — y*) cos(x),
Az egyenlet dltaldnos megoldasa implicit alakban: F'(x,y) = ¢, ahol ¢ € R paraméter.
3. Feladat Oldjuk meg:
y +2%y = —22, y(0)=1.
Mego.: A homogén egyenlet dltaldnos megoldasa:

o) = Cexn ().

Az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasat a C' = C(x
3

)
dugz—ﬁ@m(%),

varialassal kapjuk:

amelynek megoldasa

oy emp ().

ahol C alland6. A kezdeti érték feladatot megoldd partikularis megoldas:
1=y9,(00=C—-1,

azaz C' = 2, és

1.3
yp(x) = =1+ 2exp (—g)

4. Feladat Oldjuk meg Laplace-transzformacio segitségével az alabbi kezdeti-érték felada-
tot!
y' =2y +2y=e", y(0)=1y/(0)=-2
Mego.: Jeloljiik y Laplace-transzformaéltjat £(y) = Y (k)-val. Ekkor

Ly)=kY (k) —1, L") =kY (k) —k+2,
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az egyenlet bal oldalanak Laplace-transzformaltja tehat
(k* — 2k +2)Y (k) — k + 4.
Az egyenlet jobb oldalanak Laplace-transzformaltja:
1
k-1
Ezért a feladat ekvivalens a kovetkezd algebrai egyenlettel:
(k* — 2k + 2)Y (k) :k—4+ﬁ,

amibol algebrai atalakitasokkal azt kapjuk, hogy

k* — 5k +5
(k—1)(k2 =2k +2)
A jobb oldal parcialis tortekre bontasa a koévetkezo alaki:

A B C(k—-1)

k1 (1211 (h—1P+1

Y (k) =

Az egytitthatokra a

A+C=1
—2A+B-2C=-5
2A-B+C=5

linedris rendszer adodik, amelynek megoldésa
A=1, B=-3, (C=0.
Tehat,

1 3
Y (k) = -
M) =5 (k—12+1

ahonnan inverz Laplace-transzformécioval
y(x) = e” — 3e” sin(z).
4. 2. pot-pot-ZH, 2016 december 14.
1. Feladat Oldjuk meg:
2oyy’ + 22 —y* =0, y(l)=—1.
Mego.: Homogén egyenlet, legyen

y = wu,
ekkor az u-ra kapott egyenlet:
(.
w41
Ebbol:
In(u*+1) = —Inlz| +c,
ahol c € R, és
C
wl==,
x
ahol C € R. Ezt atrendezve azt kapjuk, hogy az éltalanos megoldés
y=+vVCx — 22

A keresett partikularis megoldas az x = 1 értékhez negativ értéket rendel, ezért
2016december20.y = —V/Cx — a2
alaki. Behelyettesitéssel azt kapjuk, hogy
1=vC -1,
ahonnan C' = 2, és a keresett megoldas:

y=—V2x — 22



4. 2. POT-POT-ZH, 2016 DECEMBER 14.
2. Feladat Oldjuk meg:
Y+ (x+1y=—ze™, y(=2)=0.

Mego.: A homogén egyenlet:
Y= —(z+1)Y,

2
Y =Cexp (—%—x),

ahol C' € R. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

)= Claens ()

Ennek altalanos megoldésa:

alaku, ahol C'(z) teljesiti a
2
C'(x) = —zexp (%)

egyenletet. Ennek megoldasa:
x

2
C(z) =C —exp (5> ,
ahol C' € R. Ezt visszahelyettesitve latjuk, hogy az inhomogén egyenlet altaldanos megoldasa
72
y = Cexp (—— — :1:) —e .
2
A megfelel6 partikularis megoldashoz oldjuk meg a kovetkezo egyenletet:
0=y(—2)=C—¢€.
A megoldds C' = €2, azaz a keresett megoldds:

z? _
yzexp(—?—x—i-Q)—e .

31

3. Feladat Tegylik egzaktta csak z-tol fliggdé multiplikatorral, majd adjuk meg explicit

alakban az altalanos megoldasat!
8y’ + 2® +y* = 0.
Mego.: A multiplikdtor teljesiti:

. 1 [ox3+y* 08wy
) = g (P - )
— G40~ 85"
1
L
ahonnan
M) = —

Nl

Az egyenletet megszorozva M-mel a kovetkezo ekvivalens egyenletet kapjuk:
1
V7l
amely egzakt. Az F' potencidl egyrészt:

1
F(z,y) = / 8ry’dy =

Vel

1
8xy’y' + —=(2* +y') = 0,

Vel

1

Vel

22y* + c(z),

masrészt
1 4

e
+ 2
Wi

Fla,y) = / L (o 4 yfyde = 200 +d(y)

N [V
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alaki. Innen egy potencial:
2 , 1 4 T

F(x,y) = -x ,
R Y R/

és az eredeti egyenlet implicit megoldasa F(z,y) = d, ahol d € R alland6. Végiil, ebbdl

kifejezhet6 y az x valtozobol:
1
Vgl a® \°
y(z) = (d — V| .

2z 7

4. Feladat Oldjuk meg Laplace-transzformacio segitségével az alabbi kezdeti-érték felada-
tot!

V- = aet, y(0) =1/(0) = () =0,
Mego.: Jeloljiik y Laplace-transzformaéltjat £(y) = Y'(s)-sel. Ekkor:

(s —1)
Az Y-ra nyert algebrai egyenlet:
1
3 2 _
(5° = 25"+ 5)Y(s) = Go1
atrendezve: .
Y =
() s(s—1)*
Ennek parcialis tort felbontasa:
A B C D E
Y(s)=—+ + + +

s s—1 (s—1)2 (s—1)3  (s—1)*
Az egytitthaték Osszehasonlitdsabdl kapott linearis egyenlet megoldasa:
A=1,B=-1,C=1,D=—-1, E=1,
tehat ) ) ) ) .
Y(S):g_s—1+ (s—1)2 (s—l)3+ (s —1)*
Innen inverz Laplace-transzformacioval:

ylx) =1—¢€" <1—x+%2—%3).
5. 1. Vizsga, 2016 december 20.
3. Feladat Oldjuk meg Laplace-transzformaciéval!
v =2 +y=(z+1e", y(0)=1 y(0)= -2
Mego.: A bal oldal Laplace-transzformaltja:
(s* =25+ 1)Y(s) — s +4,
a jobb oldalé:

1 n 1
s—1 (s—1)2
A két kifejezést Gsszehasonlitva:
s—4 1 1
Y —
A P EA P R PR LT
1 3 1 1
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Inverz Laplace-transzforméaciéval:

1 1
y(x) =e€" (1 — 3z + 5:172 + gm?’) .

6. 2. Vizsga, 2017 januar 10.

3. Feladat Oldjuk meg Laplace-transzformaciéval!
W' +y=az, y0)=1 y(0)=-L
Mego.: A bal oldal Laplace-transzforméltja:

(45 + 1)Y (s) — 4s + 4,
a jobb oldalé:

1
52’
Innen:
1 11
2 —
<S +Z)Y(S)_8_1+ZS_27
azaz
1
S 5 1 1
Y(s) = 2—2 — + -
(s) s?+1 s2+1  4(s2+1) s

Az utolso tagot atirhatjuk

1 1
s2 2+
alakba, ahonnan
1
s 5 1
Y(s) = — 42 )
(s) s2 + i s2 + 411 g2

Ebbdl inverz Laplace-transzformacioval azt kapjuk, hogy

y(x) = cos (g) — 4sin <£> + z.

2

7. 3. Vizsga, 2017 januar 17.
3. Feladat Oldjuk meg Laplace-transzformaciéval!

Y2y = a e, y(0) =4/(0) = y'(0) = 0.
Mego.: Az egyenlet Laplace-transzformaltja:

1 1
—1)%sY(s) = —_—
(s —1)%sY(s) 2T

ahonnan

Ennek parcidlis tort-alakja

A konstansokra rendre a kovetkezoket kapjuk:

A=2B=2C=1,D=-2E=0F=1.

Innen:

2 2
y(x):2+2x+%—26’”+$—6’”.

2
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8. 2. ZH, 2017 november 22.

1. Feladat Tekintsuk a .
/

y=—-+1 y(0)=1
y (0)

kezdeti-érték feladatot! Kozelitsiik a megoldast szukcessziv approximacié moédszerének elsd
harom lépésével (n = 0,n = 1,n = 2). Vizsgéljuk az egyenletet a

(—a,d] x B g}

téglalapon. Mely a értékre lesz legb6vebb a megoldas értelmezési tartomanya?
Mego.: Képlet alapjan
2

* x
yo(z) =1, yl(x):1+/ t+1dt:1+x—|—7,
0

valamint

()—1+/x — dt
e 0 1+t+12/2

1+ +/2 LY
= €T _—
o (t+1)2+1
T2t 42 2
— dt
o (t+1)2+1  (t+1)2+1
=1+ + [In(t* + 2t + 2) — 2arctan(t + 1)]

T
t=0

=1-1In(2)+ g + 2 + In(2? + 22 + 2) — 2arctan(x + 1).

Tekintsiik a
r+y

[, y) = )

fliggvényt a megadott téglalapon. A megoldas értelmezett az |zg — «, o + af intervallumon,
ahol

. 1

a = min(a, m),
ahol

M = max(|f])
a megadott tartomédnyon. Latszik, hogy f a maximumét az x = a,y = 1/2 pontban veszi fel,
mégpedig

M = 2a + 1.
Mivel az a +— a szigorian monoton névekedd, 1/2M pedig monoton csdkkend a-ban, a legnagy-
obb értéket a-ra akkor kapjuk, amikor

1
a =
da + 2
Innen a megolddéképletbol a pozitiv gyok
V5 +1
a= :

4

2. Feladat A z = y~! helyettesitést hasznalva adjuk meg az &ltaldnos megoldését:

1
1N 2, L
() =yl + g
Mego.: A helyettesités utan az egyenlet
2(z)?
/ — _1 _
2'(z) 502

alaki. Ez egy homogén egyenlet, igy alkalmazzuk az tjabb,
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helyettesitést. Ezutan az egyenlet alakja:
u(:z:)2> 1

u'(r) = — (1—|—u(x)+ 5 =

Ez szétvalaszthato egyenlet, a valtozok szétvalasztasa utan a
u'(x) 1

(@) +1)2+1 2z

egyenletet nyerjiikk, aminek megoldésa:

1
arctan(u(z) + 1) = ) In|z| +¢,

valamely ¢ € R 4allandoval. Innen

1
u(z) = tan (—§ln || + c) -1,

és visszahelyettesitve
1

ztan (—iln|z|+c) —z

y(z) =

3. Feladat Oldjuk meg Laplace-transzformaciéval!
y'+y' =y —y=e", y(0)=1,4(0)=0, y"(0) = —1.
Mego.: A bal oldal Laplace-transzformaltja:
(8 + 5 —s5—1)Y(s) —s* —5+2,

ahol Y(s) = L{y}. A jobb oldalé:
1

s—1

Az algebrai egyenlet:

(54+1)2(s — )Y (s) = 82+ 5 — 2+ Ll

azaz -
542 1

(s+ D7 " (s+17(s -1
1 1 1
TS (s+1)? * (s+1)2(s—1)2
Az utolsé tagot hozzuk parcidlis tort alakra:

1 A B C D

GAPG—12 s+l GriE s-i GoE

A kapott linearis egyenletrendszer megoldésa:

Y(s) =

a=lp=3 o=l p-1L
2 4 2 4
fmen 31 7 1 11 1 1
V) = oo Y aG s 251 TG o)
és inverz Laplace-transzformacioval
y(x) = 3¢ - 1% —5e + 7%

4. Feladat Egy pénzérmét egymas utan n-szer feldobunk. Adjunk becslést a Nagy Szamok
Torvénye alapjan olyan n értékre, amelyre annak a valdszintisége, hogy a “fej” dobasok vi-
szonylagos gyakorisaga 0,4 és 0,6 kozé esik, legaldabb 99%.

Mego.: Legyen &; az a valészintiségi valtozd, amely 1 értéket vesz fel, ha az érme a “fej”
oldaléra esik, és 0-t ha az “iras” oldalara. Legyen tovabba
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a fejek viszonylagos gyakorisaga. Az egyes & véltozok varhaté értéke % és szorasnégyzete %. A
Nagy Szamok Torvénye szerint

1
PG, ell/2—¢,1/2+¢])>1— e
Alkalmazzuk ezt ¢ = 0, 1 vélasztassal:
P(O,4§CH§O,6)21—@:1—2—5.
4n n
Mivel azt akarjuk, hogy ez a mennyiség 0,99 legyen, azért a
25 1
n 100
egyenletet kapjuk. Innen:
n = 2500.

9. 2. p6t-ZH, 2017 november 29.
1. Feladat Egy ipari létesitmény hiitéfolyadékanak ¢ perc elteltével mért x(t) hémérséklete

teljesiti a
&= \25—1x)
differencialegyenletet valamely A > 0 értékkel. Tudjuk, hogy
x(0) =100 és x(5) = 95.
Hatarozzuk meg azt a ty idéértéket, amelyre z(tq) = 40!
Mego.: Allandé egytitthatés, inhomogén linearis egyenlet. A homogén egyenlet megoldasa
x(t) = Ce ™.
A C éllandé véltoztatdsaval a .
C = 25 e™
egyenletet kapjuk, amelynek megoldédsa
C(t) = C + 25eM,
ahol C' mar allandé. Innen, az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa
x(t) = Ce ™ + 25.

Meg kell hataroznunk C-t és -t a kezdeti feltételekbdl. Egyrészt, minthogy

100 = z(0) = C' + 25,
latjuk hogy C' = 75. Masrészt, minthogy

95 = (5) = 75e > + 25,

atrendezve azt kapjuk hogy

5A = In(75) — In(70),
ahonnan

A=0,0138.

Az egyenlet ty-ra:

40 = 75001380 4 95,

atrendezve
_00138ty _ 1
€ — =
5
ahonnan In5)
n
to = = 116.
07 0,0138

2. Feladat Egy rugd kimozdulasat a csillapitott
T+0,2r+2=0

rezgési egyenlet vezérli. Allapitsuk meg, hogy hény teljes periodus megtétele utan csokken le
az amplitudé az eredeti amplitudé felére!
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Mego.: Az orai képlet alapjan, a megoldas alakja

x(t) = Ae %M sin(y/1 — 0,01t + 0)

valamely A > 0 kezdeti amplitudéval és § € [0,27] fazissal. A vdaltozé amplitudé Ae % a
periddus pedig 27 /4/1 — 0,01 jé kozelitéssel 2m. Meg kell keresniink azt a ¢y értéket, amelyre

Ae—O,lto — é
5
Ennek megoldasa
In(2)
to = .
0,1
A kérdés, hogy ez a ty érték hanyszorosa 27-nek:
to _ 51n(2) _11
2 T

Ezért, az amplitudo egy peridodus utan felezodik meg.
3. Feladat Oldjuk meg:
1 22
v+ (x4 1)y = (E — x) e "7z, y(l)=0.

Mego.: Linearis inhomogén egyenlet. A hozzarendelt homogén linearis egyenlet dltaldnos
megoldasa:

22

y(x) =Ce * 2.
A C éllandé véltoztatdsaval a kovetkezd egyenletet nyerjiik:

C' = (l—x),
x
22
C(as)zlnx—E—I—C,

ahol C' allandé. Tehat, az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa

2 2
y(x) = (lna: — % + C’) e,

A kezdeti érték feladat miatt C' = 1, tehat a kérdezett partikularis megoldas:
2

1 o2
y(x) = (lnx — % + 5) e,

ahonnan

4. Feladat Oldjuk meg Laplace-transzformaciéval!

Y =2+z
7 =3y + 22
y(0) =1
2(0) = —1.

Mego.: Legyen Y (s) = L{y} és Z(s) = L{z}. Ekkor
L{y'} =5sY(s)—1
L'} =sZ(s) + 1.
fgy a transzformalt egyenlet:
sY —1=2Y+7
sZ+1=3Y+2Z,
vagyis atrendezve
(s=2)Y —-Z=1
—3Y +(s—2)Z =-1.
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Az egyenletrendszer megoldasa:

s—3
Y_
s2 —4s+1
—s+5
Z_
s2 —4s+1’

azaz atalakitva
s—2 1 V3
C(5—2)2-3 3(s—22-3

s—2 \/§
s R P

Innen inverz Laplace-transzformaciéval

y(x) = €2* cosh(v/3z) — 67; sinh(v/3x)

z(x) = —e** cosh(V/3z) + V3¢ sinh(v/3x).
10. 2. pot-pot-ZH, 2017 december 13.

1. Feladat Egy f : (1,00) — R fiiggvényrdl tudjuk, hogy grafjanak minden (z, f(z))
pontbeli érint&jére merdleges egyenes az y-tengelyt a (0, f(z)+2? In(x)) pontban metszi. Tudjuk
azt is, hogy f(e) = 1. Hatdrozzuk meg f-et!

Mego.: Mivel a pontbeli érinté meredeksége f'(z), a rd meréleges egyenesé tehét

m=—1/f(2).

Ennek az egyensnek a meredekségét azonban meghatarozhatjuk a két megadott pontja segitségével

w f(2) — (f(2) + 2*In(z)

m = = —zln(x).
x
A két képlet 0sszehasonlitdsabol kapjuk, hogy
1
! —
f ($) - xln(x)a

amibdl integralassal

valamely ¢ € R allandéra. Mivel

kovetkezik hogy ¢ = 1.

2. Feladat Oldjuk meg z = sin(y) helyettesitéssel!
T
Y +2tan(y) =0, y(0)= e
Hol értelmezett a megoldas?
Mego.: Az egyenlet ekvivalens a kovetkezovel:

cot(y)y = —2.
Mivel
2" = cos(y)y/,

azért /

cot(y)y' = = = (In(2))’

Innen, integralva az egyenletet
In|z|=—-2z+c¢
jon, valamely c € R allandéra. Exponencidlva mindkét oldalt pedig a

2 =Ce %
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egyenlOséget kapjuk, ahol C' = £e® € R. Végiil, visszahelyettesitve y-t, latjuk hogy
y(z) = arcsin (Ce ") .

Behelyettesitve x = 0-t azt kapjuk, hogy

ahonnan

A megoldas értelmezési tartomanya az a szakasz, ahol

1
——e" e (—1,1).

V2

Minthogy a bal oldal minden x-re negativ, azért a feltételiink ekvivalens az

1 2
—e T <1
V2

egyenlotlenséggel. Elemi algebrai atalakitasokbdl latszik, hogy az ezt teljesité szamok halmaza:
1
D, = (Zln(Q),oo) :

3. Feladat Legyen y tetszoleges kétszer differencidlhato fliggvény. Hatérozzuk meg az
y(x), sin*(z), cos® ()

fiiggvények Wronski-determinansat! Mutassuk meg, hogy a kapott linedris egyenletnek egy
alaprendszere sin®(x), cos?(z).
Mego.: Mivel

(sin?(2)) = —(cos*(z)) = 2sin(x) cos(x) = sin(2z),
és
(sin(2x))" = 2 cos(2x),
azért (példaul az elsé oszlop szerint kifejtve) latjuk, hogy

y  sin’(x) cos?(x)
Wr(y(z),sin?(x), cos®(x);x) = det | v/ sin(2z)  —sin(27)
y" 2cos(2x) —2cos(2x)

= —sin(2x)y” — 2 cos(22)y’ — 4sin(2z) cos(2x)y
= —sin(2x)[y" — 2 cot(2x)y’ — 4 cos(2x)y].
Az y = sin®(7) és y = cos?(r) helyettesitésekkel nyilvan
Wr(y(x),sin?(x), cos?(z); 2) = 0,
tehat ezen fiiggvények teljesitik a
y" — 2cot(2z)y" — 4cos(2x)y =0

egyenletet. Mivel ez az egyenlet masodrendii, elég beldtni, hogy a sin?(z), cos?(z) linedrisan
fiiggetlenek. Utobbihoz pedig elegendé megmutatni, hogy

Wr(sin?(z), cos®(z); z) # 0.
Ez a Wronski-determindns viszont éppen 3" egylitthatdja a fenti képletben:

Wr(sin?(x), cos?(z); x) = —sin(2z) # 0.
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4. Feladat Oldjuk meg Laplace-transzformaciéval!

Yy =2y—z+e"

Z, =y — e
y(0) =1
2(0) = 1.

Mego.: Legyen Y (s) = L{y} és Z(s) = L{z}. Ekkor
L{y} = sY(s) ~ 1
L{Z'} =sZ(s)— 1.

fgy a transzformalt egyenlet:

1
s—1

sY —1=2Y -7+

1
s—1’

s/ —1=Y —

ami atrendezve
1

s—1
1
s—1°

(s=2)Y+Z=1+

Y +sZ=1-

Az egyenletrendszer megoldasa parcialis tort alakban:

o L1
Cs—1 (s—1)2  (s—1)3

P 1,2
S s—1 (s—12 (s—1)%

Innen inverz Laplace-transzformaciéval

y(a) = (1 +z +2?)
2(z) = " (1 — x + 2?).

11. 1. Vizsga, 2017 december 20.
3. Feladat Oldjuk meg Laplace-transzformaciéval!

Yy =2y—z+¢€"

Z, =y — 6:5
y(0) =1
2(0) = 1.

Mego.: Legyen Y (s) = L{y} és Z(s) = L{z}. Ekkor
L{y'} =5sY(s)—1
L'}y =sZ(s) — 1.

[gy a transzformalt egyenlet:

1
sY —1=2Y -7+
s—1
1
sZ/—1=Y — ,
s—1
ami atrendezve
1
-2)Y+Z2=1
(s )Y + +s—1
1

—Y+sZ=1-— )
s—1
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Az egyenletrendszer megoldasa parcialis tort alakban:

1 1
Y = +

2

s—1 (s—1)

1 1
7 =

+

(s —1)°

2

Innen inverz Laplace-transzformaciéval

s—1 (s—1)

y(a) = e"(1+z +2?)
2(x) = (1 —x + 2?).

o

12. 2. Vizsga, 2018 januar 3.

3. Feladat Oldjuk meg Laplace-transzformaciéval!

y=y—22+1

d=y+z-1
y(0) =2
2(0) = —1.

Mego.: Legyen Y (s) = L{y} és Z(s) = L{z}. Ekkor
Ly} = sY(s) 2
L'} =sZ(s)+ 1.

fgy a transzformalt egyenlet:

1
sY =2=Y =27+ -
S

1
sZ+1=Y+7Z—=,

ami atrendezve

S

1
(s—1)Y +2Z=2+-
S

1

Y +(s—1)Z=-1-"-.

Az egyenletrendszer megoldasa

S

252 +s+1
Y =—i——
s(s? —2s+ 3)
=P+ 25+2
~ s(s2—2s+3)’
ami parcialis tort alakban:
A s—1 1
Y=—+B—r—+(C———
s T (5—1)2+2+ (s —1)2+2
D s—1 1
7 =__1F F .
S+ (8—1)2+2+ (s—1)2+2
A kapott egyenletrendszer megoldésa:
1 5 10
3 3 3
D = 2 E = 5 F=1
3 3
Innen inverz Laplace-transzformaciéval
1 5 10
z) ==+ [ =cos(V2zx) + sin(v/2x
o) = 5+ (§ eos(vEn) + (V) )
z2(z) = z + e” 5 cos(v2z) + L sin(v/2z)
3 3 V2 '
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13. 3. Vizsga, 2018 januar 10.
2. Feladat Oldjuk meg az alabbi kezdeti-érték feladatot!

1
/ _ _z—arsh(z) / o
+—y=c¢ , 0)=20
Mego.: Elsorendli inhomogén linearis egyenlet. A megfelelé homogén egyenlet:
1
Y+ —=Y =0
V14 2?
ekvivalens alakban .

Y= ——n—r,

Yl V1422

amelynek megoldasa
Y(ZE‘) —Ce~ arsh(z) ]

Az inhomogén egyenlet megoldasahoz valtoztassunk a C' allandét: C' ~» C'(z). Ekkor a kapott
egyenlet:
Cl(ﬂf)@_ arsh(z) _ 6ac—arsh(z)

ahonnan
Clx)=¢€e"+C,
ahol C alland6. A kezdeti feltételbol:
(€9 + O)e~ () = g,
tehat C' = —1. A keresett partikularis megoldas:
y(x) = (€% — 1)e~ush(@),

3. Feladat Oldjuk meg Laplace-transzformaciéval!
YW -y +ay =1,
y(0) = y'(0) = y"(0) = y»(0) = 0.
Mego.: Legyen Y (s) = L{y}, ekkor
L{y"} = s*Y(s)
L{yW} = sV (s),

és a transzformalt egyenlet:

1
(s —4s* +4)Y (s) = ~.
s
Ennek megoldasa:
1
Y(s) = 3
(5) s(s — V2)2(s + V2)2
ami parcialis tort alakban:
A 1 1 1 1
Y==+B +C +

s 5—1/2 (5 —/2)2
A kapott egyenletrendszer megoldésa:
1 1
A== B—=__
4 8 8v2
1 1
D=—- E=—+
8 8v2

Innen inverz Laplace-transzformacioval

1 1 1 1 1
eV + —_geVT _ Ze VIl Vi

8 8v/2 8 8v/2

1 1 .
1 cosh(v2z) + mx sinh(v/2z).

y(z) =

4
1
4
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14. 4. Vizsga, 2018 junius 6.
2. Feladat Oldja meg a kovetkezd kezdeti-érték feladatot!

y'(x) = y(r) = 24%(x), y(0) =1
Mego.: Szétvélasztjuk a valtozdkat:

/

v
y(l—-2y)

y(1—-2y)

valamely ¢ € R esetén. A bal oldalon allé racionalis tortfiiggvényt részlettortekre bontjuk:
1 1 2

- + ,
y(1-2y) vy 1-2y

1 2
J;—I—C—/ -+ dy=Inly|—In|1 —2y| =1In
y 1-2y

xt_ Y

C1-2y
valamely C' € R esetén. A kezdeti értékbdl kapjuk, hogy C' = —1. Innen kifejezve y-t, azt
kapjuk hogy

amit x szerint integralva

ahonnan

Y
1— 2y‘ ’
Innen

Ce

T

1 — e

y(z) =

3. Feladat Oldja meg Laplace-transzformécioval!

rT=x+2y+1
j=—2x+y—2
z(0) = —1
y(0) =0

Mego.: A szokasos jelolésekkel
L{t} =3sX(s)+1

L{y} = sY (s),
és a transzformalt egyenletrendszer:
1
(s —1)X(s) —2Y(s) =—1+ 5
2
2X(s)+ (s —1)Y(s) = —-.
s
A rendszer megoldésa:
X(s)=—-, Y(s)=0,

ahonnan inverz Laplace-transzformaciéval

xz(t) =—1, y(t)=0.



