Matematika A3 gyakorlat
Energetika és Mechatronika BSc szakok, 2016/17 tavasz

10. feladatsor: Magasabbrendii linearis
differencialegyenletek (megoldas)

g e e ey

1. Hatdrozzuk meg az e’*, e, 22 r*1eM fiiggvények Wronski-determindnsat.

Megoldds. A megadott fiiggvények e f(z) alakiak, ezek derivaltjait a Leibniz-szabdly al-
kalmazasaval allithatjuk el6:

C{i:ne)\xf(:w — zn: (7;) )\if(nfi) (1.)6)@ — f(n) (l’)e/\x 4 zn: (?) )\z’f(n—z') (%)6/\35.
=0 i—1

Ebben az alakban lathatjuk, hogy az dsszegben megjelend tagok mindegyike el6all e f(x)
legfeljebb n — 1-edik derivaltjainak linearis kombinécidjaként, ahol az egyiitthatok f-tol
nem fiiggnek. Igy példaul

eXfi(z)  eMfr(z)
(€ fi(@)) (€ fa@))

e fi(x) e fo(x)
AN fi(x) + e fl(z) A fo(x) + e fi(x)
_ e fix) e fola)

e fi(x) N fi(x)
fl(I) fa()
filz) fa(z)]

— 62)\:1:

Hasonléan &ltalaban is elérheté sormiiveletekkel, hogy csak fi(j ) (x) elemek maradjanak a

determinansban:
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A megadott fiiggvények Wronski-determinansa tehat
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Azt is észrevehetjiik, hogy a megadott fiiggvények az

(dd —A)ky@c) 0,

azaz



linearis differencidlegyenlet megoldasterének béazisat alkotjat. Elsérendii egyenletrendszerré

alakitva y = (y,7/, . ..,y* 1)) bevezetésével az egyenlet
i 0 1 0 e 0 1
0 0 1 :
y = : : 0 y = Ay
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lesz, tehat a Wronski-determinansra a W' = (Tr A)W = kAW differencidlegyenlet teljesiil,
emiatt W (z) = "W (0).

2. A Wronski-determinans segitségével hatarozzuk meg a 4xy”+21y'+y = 0 differencidlegyenlet
altalanos megolddsét, ha tudjuk, hogy cos v/x megoldja az egyenletet.

Megoldds. Az as(z)y” + a1(z)y’ + ap(z)y = 0 differencidlegyenlet ekvivalens az

, [0 1
y = ag(z)  ai(x) Yy

az(x) as(x)

elsérendii egyenletrendszerrel, ennek Wronski-determinansa teljesiti a

B ay(x)
as(x)

W' = w

egyenletet. Most ai(x) = 2 ag(x) = 4a, tehdt W' = —-W, amibél W (z) =
Masrészt ha vy, és yo az eredeti egyenlet két megoldasa, akkor a

<
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fiiggvény ugyanezt a differencidlegyenletet teljesiti. Ha y;(z) = cos/x ismert, akkor ez
ya-re nézve elsérendli linearis inhomogén differencidlegyenletet jelent, amit az allandok
varialasanak moédszerével oldhatunk meg. A konstrukcié miatt y; megoldja a homogén
egyenletet, tehdt az inhomogén egyenlet megoldasat c(x)y; (z) alakban keressiik.
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felhasznalasaval és pl. C' = 1 valasztasaval most
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tehat

c(z) = 2tan /.

Tgy yo(z) = 2sin \/z, és az altalanos megoldés A cos\/x + Bsin \/z.
3. Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenletek altalanos megoldasat.
a) y(4) _ Qy/// _ y// + 2y’ =0
b) ¥ —4y +4y =0
C) y/// +3y// + By/ + y — O
d) ¥ -4y +29y =0



e) yW 42y +y=0

Megoldds. Az egyenletekbe az e’ fiiggvényt helyettesitiink és elosztjuk mindkét oldalt
ugyanezzel a figgvénnyel. A bal oldal igy A egy polinomja lesz (karakterisztikus polinom),
ha ennck \; gyoke m; multiplicitdssal, akkor az e ® xeli® .. . a™i~leN® fiiggvények meg-
oldjak a differencidlegyenletet. Ez pontosan annyi fiiggvényt hatdroz meg, mint amennyi az
egyenlet rendje, és a fiiggvények a megoldastér egy bazisat alkotjdk. (Ha A = a+bi € C\R
gyok m multiplicitdssal, akkor \ is az ugyanilyen multiplicitdssal, ezek alkalmas lineéris
kombindciéi valésak: €% cosbx, ..., z™ e cosbx, e sinbx, ..., x™ e sin bx)
a) A karakterisztikus polinom A* — 2X3 — A2 + 2\ = (A + 1)A(X — 1)(\ — 2), az altaldnos
megoldds y(z) = Ae™* + B + Ce® + De*".
b) A karakterisztikus polinom A? — 4\ + 4 = (A — 2)?, az altaldnos megoldds y(z) =
Ae** + Bxe®.
c¢) A karakterisztikus polinom A3 + 3% + 3\ + 1 = (A +1)3, az dltaldnos megoldds y(z) =
Ae™® + Bxe @ + Ca?e 7.
d) A karakterisztikus polinom \? — 4\ + 29, ennek gyokei

4+ /42 —-4-29
2

=24 /=25 =245,

az altaldnos megoldas y(x) = Ae*” cos bz + Be* sin bz.
e) A karakterisztikus polinom A + 2X? +1 = (A\? +1)? = (A +4)*(\ — 1)?, az &ltalanos
megoldés y(z) = Acosz + Brcosx + C'sinz + Dxsinx.
. Legyenek w > 0 és o > 0 valés paraméterek. Oldjuk meg az " + 20/ + w?y = 0 diffe-
rencidlegyenletet y(0) = 1, ¢/ (0) = 0 kezdeti feltétel mellett. Miben kiilénbozik a megoldés
a>wés a < w esetén?

Megoldds. A karakterisztikus polinom A% + 2o\ + w?), ennek gyokei

—2a + V4a? — 4w?
a 204 “ = —a*t Va2 —wi
Ha a > w, akkor mindkét gyok valés (negativ), az dltaldnos megoldés

y(:c) _ Ae(faJr\/m)x _i_Be(faf\/m)z.

A kezdeti feltételbol kell A és B értékét meghatarozni:

1=y(0)=A+B
0=9(0)=(—a+Vva?—w?)A+ (—a—Va? —w?)B,

ebbdl
A_a+\/m
2V WP
B —a+ Va2 —w?

2v/a? — w?

A kapott megoldas monoton csokken, exponencidlisan 0-hoz tart (y(x) < Cel-otvei-wiz)
Ha o < w, akkor viszont komplex gyokoket kapunk, az altalanos megoldas

y(x) = Ae”* cos(Vw? — a?x) + Be  “sin(vVw? — o2x).



A kezdeti feltételbol kell A és B értékét meghatarozni:

1=y(0)=A4

0=1(0) = —aA+Vw? — 2B,
ebbdl

A=1

B o

Vw2 — a2

Ilyenkor a megoldas a 0 koriil oszcilldl. Ha oo > 0, akkor exponenciélisan 0-hoz tart (|y(z)| <
Ce=*"), ha viszont o = 0, akkor periodikus.

Meg kell még vizsgalni az @ = w esetet. Ekkor —a kétszeres valos gyok, az altaldnos
megoldés y(x) = Ae™** + Bre **. A kezdeti feltételbdl kell A és B értékét meghatarozni:

1=y(0)=A
0=y(0) = —aA+B,

ebbol A =1 és B = a. Ekkor a megoldés szigorian monoton csokken, szintén exponenci-
alisan 0-hoz tart, de kicsivel lassabban mint e=** (|y(x)| < Cze**). Ezt a megoldést az
el6z0 két eset barmelyikébdl megkaphattuk volna w — a hataratmenettel.

. Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenletek altalanos megoldasat.

a) v — 4y — 12y = xe”

b) v — 4y — 12y = xe™>*

C) y/// . 4y// + 4y/ — xz + 6290

d) ¥’ — 2y + 5y = e"sin 2z

Megoldds. Ha az inhomogén tag p(z)e*® alaki, ahol p(x) egy d fokd polinom és \ a karak-

terisztikus polinomnak m-szeres gyoke (m = 0 ha nem gyok), akkor az egyenletnek 1étezik

q(x)z™e* alakti megoldésa, ahol q(x) szintén d foki polinom. (Komplex gyok esetén cos,

sin el6éllithaté a komplex exponencidlisokbdl.)

a) A karakterisztikus polinom A\? — 4\ —12 = (A +2)(\ —6), a homogén egyenlet altaldnos
megolddsa y(z) = Ae > + Beb%. Nincsen rezonancia, (Cy + Cix)e” alakit megolddst
keresiink. Ezt behelyettesitve az

ze® = 2C1e" 4+ (Cy + Chx)e® — 4(Cre® + (Cy + Crz)e”) — 12(Cy + Cx)e”
= (—=15Cy — 2C))e” + (—15C) ) xe”
Cy = %5 Tehat az

egyenlethez jutunk, ami akkor teljesiil minden z-re, ha C; = —%,

altalanos megoldas
2 1
y(x) = 55696 - Exex + Ae " + Beb”,
b) A karakterisztikus polinom A\* —4\ —12 = (A+2)(A—6), a homogén egyenlet dltalanos
megolddsa y(r) = Ae > + Beb. Kiilsé rezonancia van, (Cy + Ciz)re ™ = (Cor +
C12%)e 2% alakt megoldast keresiink. Ezt behelyettesitve az

(—8Cy +20)e™* — 160 we " = ze 2"

egyenlet adddik, ebbdl C) = —ﬁ és Oy = igy az altalanos megoldas

_ 1
647

1 —2x 1 2 —2x —2x 6x

y(x) = —ei%e Tt + Ae™"" 4 Be™.



c) A karakterisztikus polinom \* — 4\% 4+ 4\ = A(\ — 2)?, a homogén egyenlet altalanos
megolddsa y(z) = A+ Be* + Cxe*® (bels6 rezonancia). Mindkét inhomogén tag miatt
kiils6 rezonancia van, az inhomogén egyenlet megoldasat Coz + C 22 + Cox® + Dyz?e*®
alakban keressiik. Behelyettesitve:

(4Cy — 8C1 + 6Cy) + (8C) — 24Cy)x + 12Cox* + 4Dge™ = 2* + ™,

amibol DO = CQ =1 Cl = CO =3

159 2 Az altalanos megoldés

1 1
4 4
3

1 1 1
y(x) = gaz + ExZ + E:c?’ + sze% + A+ Be* 4 Cxe*.

d) A karakterisztikus polinom A\ —2X\+5 = (A—1+2i)(A—1—2i), a homogén egyenlet 4l-
taldnos megoldasa y(z) = Ae® cos 2z + Be® sin 2x. Kiilsé rezonancia van, az inhomogén
egyenlet megoldasat Cyxe® cos 2x + Dgze” sin 2x alakban kereshetjiik. Behelyettesitve:

4Dye” cos 2z — 4Che” sin 2z = e” sin 2z,

tehat Cy = —i és Dy = 0. Az altalanos megoldas

1
y(x) = —za:ex cos 2x + Ae” cos 2x + Be” sin 2x.

Tovabbi gyakorlé feladatok

6. Bizonyitsuk be, hogy az
Y1 = Yo
Yo =~y + s
differencialegyenlet-rendszernek létezik nem korlatos megoldasa.

Megoldds. Az egyenletrendszer métrix alakban y’ = A(z)y, ahol
0 1
A(I) = [_e2w 1] .

Két linedrisan fiiggetlen megoldasb6l méatrixot képezhetiink, ennek determindnsa a W (x)
Wronski-determindns. A W' (z) = Tr A(z)W(z) = W(x) egyenlet megolddsa W (zx) =
Ce®, ahol C' # 0 alland6. Ha minden megoldas korlatos lenne, akkor a beldlikk képzett
determinans is korlatos lenne, de e* nem az. Tehat létezik nem korlatos megoldas.

7. Hatdrozzuk meg az y" — ' — e**y = 0 differencidlegyenlet altaldnos megoldasat, ha tudjuk,
hogy e¢” megoldés.
Megoldas. A Wronski-determindnsra W/ = W teljesiil, tehat W = Ce®. y(x) = e
megoldés, egy masikat yo(z) = c(x)y; (z) alakban keressiik (C' = 1 feltehetd):

xZ

z yl(x) C(x)y1($> o 2
=@ (clmp(x)y| @

e

d(z) =

e2e” '

Ezt integralva

1 @
c(x) = —56_26 +C

adodik, az altalanos megoldas

y(x) = O + Che™".



8. Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenletek altalanos megoldasat.
a) ¥y’ +2y + 10y =0
) y "= 12y + 27y =0
c) ¥y — 10y + 25y =0
d) y + 18y" + 81y = 0
)y —6y" + 12y — 8y =0
f) y( ) —y =0, ahol n > 1 egész
Megoldas.
a) A karakterisztikus polinom A2 +2X+10 = (A+1—3i)(A+1+3i), az dltaldnos megoldds
y(x) = Ae " cos 3z + Be " sin 3z.
b) A karakterisztikus polinom A\? — 12X\ + 27 = (A — 3)(A — 9), az dltaldnos megoldas
y(r) = Ae3® + Be?.
c) A karakterisztikus polinom \? — 10\ + 25 = (A — 5)?, az 4ltaldnos megoldas y(z) =
Ae®® + Bure™.
d) A karakterisztikus polinom A\* 4 182 +81 = (A2 +9)% = (A + 3i)*(\ — 37)?, az 4ltalanos
megoldas y(x) = Acos3x + Bsin 3z 4+ Cx cos 3x + Dz sin 3z.
e) A karakterisztikus polinom \* — 6A% + 12\ — 8 = (A — 2)3, az &ltaldnos megoldas
y(z) = Ae** + Bre*® + Cx?e®.
f) A karakterisztikus polinom

b

e

n—1

A —1=J[(A—e¥n).

k=0

Ha n paratlan, akkor az dltalanos megoldés

= Ae” + Z ( Cos 27rl )COS esin(27ri§) + Dkecos(%ri%) sin 6sin(27rifL)> :

ha n paros, akkor pedig

21

y(x) = Ae” —|—B€ T Z (C ecos(?wz )COS esm(27rik) + D ecos(sz )sm esm(?wifl)) )

k=1

9. Legyenek wy > 0 és w > 0 valés paraméterek. Oldjuk meg az y” + wiy = sin(wz) differen-
cidlegyenletet y(0) = 0, /(0) = 0 kezdeti feltétel mellett. Mi torténik, ha w = wy?

Megoldds. Az egyenlet inhomogén linedris, a hozzd tartozé homogén egyenlet y” + wiy. A
karakterisztikus polinom A +w? = (X — iwp) (X + iwp), tehdt a homogén egyenlet altaldnos
megoldasa y(x) = Acos(wox) + Bsin(woz). Ha w # wy, akkor nincsen kiils6 rezonan-
cia, az inhomogén egyenlet megoldasat C cos(wz) + D sin(wz) alakban kereshetjik. Ezt
behelyettesitve az egyenlet

—w?C cos(wz) — w? D sin(wr) + wiC cos(wr) + wg D sin(wzx) = sin(wz),
amib8l C(w? — w?) =0, D(w? — w?) = 1. Az 4ltaldnos megoldas

1
y(r) = —5—— sin(wz) + A cos(woz) + Bsin(wo).
Wi — w

Az A, B paraméterek értékét ugy kell megvalasztani, hogy a kezdeti feltétel teljestiljon.

w

y'(x) = ——— cos(wx) — Awg sin(wo) + Bwg cos(wo)
w —w




10.

felhasznalasaval a feltétel
0=y(0)=A
0=1y(0) = ——— + Buw
=Y - Cd2 w2 0y

tehat A=0¢és B = —m, a kezdetiérték-probléma megoldasa
0
1 , w , _ wpsin(wr) — wsin(woz)
y(x) = " sin(wx) (R — ) sin(wopz) = wo(wl — )

Ha w = wy, akkor kiils6 rezonancia van, tehat az inhomogén egyenletnek C'x cos(wox) +
Dz sin(wpz) alakban keressiik a megoldéasat. Behelyettesités utan az egyenlet

2Dwy cos(wox) — 2Cwy sin(wpz) = sin(wpx),
tehat C' = —ﬁ és D = 0. Az altalanos megoldas

1
y(x) = ——x cos(wox) + A cos(wox) + B sin(wpx).
wWo

A kezdeti feltételbél
0=y(0)=A
1
0=4(0) = ——— + Buy,

2(,«}0

azaz A=0és B = 2%2 A kezdetiérték-probléma megoldasa ekkor
0

1 1
y(z) = —Q—WO:(: cos(wor) + %7 sin(wox).

Tehat kiils6 rezonancia esetén a megoldas nem lesz korlatos, az els6 tag miatt linearisan né
a rezgés amplitudoja. Ezt a megoldast az w # wg melletti megoldasbol w — wg hataratme-
nettel is megkaphattuk volna.

Legyenek wy,ws > 0 valés paraméterek. Oldjuk meg az y™® + (w? + w2)y” + w?wiy = 0
differencidlegyenletet y(0) = 1, ¢'(0) = 3”(0) = y"(0) = 0 kezdeti feltétel mellett. Mi
torténik, ha wi; = wy?

Megoldas. Az egyenlet homogén linearis allando egyiitthatos, a karakterisztikus polinom
M+ (Wi 4 W)+ wiw? = (A2 + w?)(A\? + w?). Ha w; # wsy, akkor nincs rezonancia, az
altalanos megoldas

y(x) = Acoswix + Bsinwyz + C coswix + D sinwsx.
Ennek derivaltjai:

y'(x) = Bw; coswy — Awy sinwix + Dws coswiz — Cwy sinwy

y' (1) = —Aw] cosw; — Bw? sinw;x — Cwj coswyz — Dw} sinw;z

y" (1) = —Bw? cosw; + Aw? sinwiz — Dwj coswir + Cw? sin w; .
A kezdeti feltétel alapjan az egyttthatékra az

1=y(0)=A+C

0= yl(O) = wlB + (.UQD

0=19"(0) = —w?A — wsC

0=19"(0)=—-w’B—w3D



11.

egyenletrendszer teljesiil, ennek megoldasa

A= 2w2 2
Wy — w1
B =
W
T wi—wf
D=0,

tehat a kezdetiérték-probléma megoldasa

W3 COS W1 T — Wi CoS Wy
y(a) =

wi — wi
Ha w; = wy =: w, akkor belsé rezonancia van, tehat az altalanos megoldas
y(x) = Acoswz + Bsinwz + Cx coswx + Drsinwz,

ebbdl hasonléan azt kapjuk, hogy

1
y(x) = S 1w sinwx + cosw.

Ez a megoldas egyébként azzal a fliggvénnyel is megegyezik, amit az w; # wy esetben
kapottbol ws — wy hataratmenettel kapunk.

Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-problémak megoldasat.

a) v + 4y + 8y = e **cos2z, y(0) =1, ' (0) =0

b) y" —3y" —y' + 3y = 2e*, y(0) = y'(0) = y"(0) =0

C) y/// _ 3y// _ y/ + 3y — x6—1‘7 y<0) — y/<0) — y//(o) — O

d) " + 8y + 16y = 2%~ y(0) =0, ¥/ (0) =1

Megoldas.

a) A karakterisztikus polinom A? + 4\ +8 = (A + 2+ 2i) (A + 2 — 27), a homogén egyenlet
dltaldnos megolddsa y(x) = Ae™2* cos 2x + Be~** sin 2x. Kiilsé rezonancia van, az inho-
mogén egyenlet egy megolddsat y(x) = Cwe™>* cos 2z + Dze > sin 2z alakban keressiik,
behelyettesités utan C' =0, D = i adodik. Az altaldanos megoldas és derivaltja

—2x

1
er_% sin 22 + Ae ?* cos 2x + Be ?* sin 2x

<

—~
8

~—
Il

2 2

1 1
Y (z) = e *sin 2w — §xe’ ¥ sin 2z + §xe’ ¥ cos 2z

4
+ (—2A + 2B)e”* cos 2z + (—2A — 2B)e”*" sin 2z,

a kezdeti feltétel alapjan

tehat A= B = 1.

b) A karakterisztikus polinom A\* —3A\* = A+3 = (A+1)(A—1)(A—3), a homogén egyenlet
dltaldnos megoldasa y(z) = Ae ™ + Be® + Ce*. Nincsen rezonancia, az inhomogén
egyenlet megolddsat y(z) = (Cy + C1x)e** alakban keressiik. Behelyettesités utdn az



egyenlet (—=3Cy — Cy — 3Cyx)e*™ = ze*, amibél Cy = § és C1 = —3. Az altalanos
megoldas és derivaltjai

1 1
y(z) = =€ — Zxe* + Ae™™ + Be® + Ce™”

9 3
1 2
y'(x) = —§e2” — gxe% — Ae™™ 4 Be® + 3Ce*
8 4
y'(x) = —§62x — ga:e% + Ae™® + Be® + 9Ce™,

a kezdeti feltétel alapjan
0=y(0)= g+ A+ B+C
Ozﬂm:—;—A+B+%7
0=y"(0) = —S+A+B+9C,

ennek megoldasa A = %, B = —i, C = %.
A karakterisztikus polinom A* —3A\? —A+3 = (A+1)(A—1)(A—3), a homogén egyenlet
dltalanos megoldasa y(r) = Ae™ + Be® + Ce3®. Kiilsé rezonancia van, az inhomogén
egyenlet megoldasat y(x) = (Cy + Cix)ze™™ alakban keressiik. Behelyettesités utdn az
egyenlet (8Cy — 12C) + 16Cz)e™* = xe™*, amibdl Cy = ;’—2 és O = %6. Az altalanos
megoldés és derivaltjai

3 1,
- —T - —x A —x B T 3z
y(z) 35%¢ +16:1:e + Ae™" + Be* + Ce
3 1 1
y'(x) = ﬁe_w + 3—2206_9” — 1—6x2e_“” — Ae™" + Be® +3Ce*
1 ) 1
y'(z) = —Ee_m — 3—2x6_”” - 1—63026_73 + Ae™" + Be® + 9Ce™,

a kezdeti feltétel alapjan
0=y(0)=A+B+C

3
1
o:y”(o):—E+A+B+9C,
ennek megolddsa A = 15z, B= —+=, C' = iz

A karakterisztikus polinom A\ + 8\ + 16 = (A + 4)?, a homogén egyenlet altalanos
megolddsa y(z) = Ae * + Bre 4* (bels6 rezonancia). Kiilsé rezonancia is van, az
inhomogén egyenlet megoldésat y(z) = (Cy + Ciz + Cyx?)x?e™* alakban keressiik.
Behelyettesitve a kapott egyenlet (2C, + 6C 1z + 12Cy2%)e 1 = 22e74* tehat Cy =
C,=0,0,= % Az altalanos megoldas és derivéltja

1
y(x) = Ex%*“ + Ae* + Bre ™

1 1
y'(x) = 53336_490 - §$46_3x + (—4A + B)e™* — 4Bxe ",

a kezdeti feltétel alapjan

0=y(0)=A
1=14/(0) = —4A + B,

ennek megoldasa A =0, B = 1.



12. Legyenek wy,w,a > 0 valés paraméterek. Keressiik meg az y” + 20y’ + wiy = sin(wz) dif-
ferencidlegyenletet periodikus megoldasat (y(z) = C cos(wz) + D sin(wz) alakban). Milyen
w mellett maximalis y illetve 3" amplitud6ja?

Megoldds. A homogén egyenlet karakterisztikus polinomjanak gyokei Ay = —a4=y/a? — w3,
ezeknek mindig negativ a valds része, tehat a homogén egyenletnek nincs nemtrividlis pe-
riodikus megoldasa. Nincsen kiilso rezonancia, mert az inhomogén tagban a +iwz kitevok
tisztan képzetesek. A periodikus megoldas ezek szerint csak y(z) = C cos(wz) + D sin(wx)
alaku lehet.

Y () = Dw cos(wz) — Cw sin(w)

y'(r) = —Cw? cos(wxr) — Dw?sin(w)
felhasznalasaval behelyettesités utan az egyenlet

(WaC + 20wD — w?C) cos(wz) + (WiD — 20wC — WD) cos(wx) = sin(wz)

lesz. Ebbdl
C 20w
 (w? = wd)? + 4a2w?
D= w? —wd

(W? — W§)? + 4a?w?’

Erdemes a kapott megolddst Asin(wz — ¢) alakba is atirni, ekkor A a rezgés amplitidoéja,
¢ pedig az inhomogén taghoz képest mért fazis. Az addiciés képlet felhasznalasaval A =
VC? + D? és ¢ = arccos ﬁ, tehat

e 1
\/(w2 — wi)? + 4aw?
w2 — w?
© = arccos 0

\/(w2 —wd)? + da?w?

Fiiggvényvizsgalattal meggyézodhetiink rola, hogy adott wy, o mellett az amplitud6 akkor

maximalis, ha w = \/maX{O,wg — 202},
Yy = Aw cos(wzx — ¢) amplitudéja Aw, ez w = wy esetén maximalis.
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