Matematika A3 gyakorlat
Energetika és Mechatronika BSc szakok, 2016/17 tavasz

3. feladatsor: Gorbe ivhossza, gorbementi integral
(megoldas)

1. Miaz r(t) = gi + %ﬁtgj + 9t?k gorbe fvhossza a t € [1,2] intervallumon?

Megoldds. A megadott fiiggvény differencialhatd, tehat az ivhossz a derivalt hosszanak
integralasaval all elo:
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2. Tekintstuk a sikon az
r(t) = f(t)costi+ f(t)sintj

paraméteres egyenletii spirdlt (csigavonal), ahol f differencidlhaté figgvény. Mekkora a
gorbe 0 < t < 27 szakaszanak (azaz egy korilfordulasnak) ivhossza, ha

a) f(t) =t (arkhimédeszi spiral)

b) f(t) = o' valamilyen rogzitett o > 0 értékkel (logaritmikus spirél)

Megoldas. Tetszoleges differencialhatéd f mellett az ivhossz igy szamolhato:
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a) Ha f(t) =t, akkor f'(t) =1, tehét
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b) Ha f(t) = of, akkor f'(t) = (Ina)a’, tehét
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3. Integraljuk az f(z,y,2) = /1 + 4z + 9yz skaldrmez6t az r(t) = t%i+tj+ t3k gorbe mentén
t =0 és t = 1 paraméterértékek kozott.

Megoldds. A skalarmez6 folytonos, a paraméterezés differencialhatd, tehat az aldbbi (egy-
valtozos) integrallal szamithatjuk a gérbementi integralt:
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4. Egy vékony L hosszisagtu drét vonalmenti stirtisége egyik végétol a masikig linearisan val-
tozik p és 2u kozott. A drotbol korvonalat hajlitunk. Hol lesz a kapott test tomegkozép-
pontja?

Megoldas. Valasszunk tugy koordinatarendszert, hogy a kor kozéppontja az origd, és a drot

két (egybeesd) vége az x tengely pozitiv felén van. Ekkor egy paraméterezés r(t) = r costi+
rsint, t € [0,2n], ahol r = £, a stirfiség p(1 + ). A tomegkdzéppont koordinitait az

elsérendii nyomatékok és a tomeg hanyadosa adjak. |#(t)| = r| — sinti + costj| = r alapjan
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5. Mennyi az u(z,y, z) = (y* — 2?)i+ 2yzj — 2%k vektormez6 integrdlja az r(t) = ti+ tj + 3k
gorbe mentén ¢t = 0-t6l ¢ = 1-ig?

Ytk =

Megoldas. Folytonos vektormezot kell integralni differencialhaté paraméterezéssel megadott
gorbén, ezt egyvaltozos integrallal lehet szamolni:
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6. Integrdljuk az u: R® — R3
u(x,y,z) = yi+ xj+ 22k

vektormezét az r : R — R3
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térgorbe mentén a t = 0 és t = 1 paraméterértékeknek megfelelé pontok kozott.
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Megoldas.

B 02z Oz . dy 02z . or 0Oy B

tehat létezik potencidlfiiggvény. Valdban, f(z,y,z) = xy + 2° valasztassal u = grad f.
Hasznalhatjuk a Newton-Leibniz-tételt, ekkor az integral meghatarozasahoz elég a két vég-
pontot ismerni: r(0) =1 és r(1) = 3i+ #j+ \[k tehat

[ dr = fx() - £ (0) = 1.

7. Mi az u(zx,y) = m2+y21 + x2+y
a) az origd korili R sugard kor mentén pozitiv irdnyitassal

—+—j vektormezo integralja

b) az origd koriili R sugart kér mentén negativ irdnyitéssal

c) az (5,9) pont koriili 2 sugart kér mentén pozitiv irdnyitassal

d) az r(t) = ai + tj egyenes mentén (a > 0) t = —oo-t6l t = +oo-ig?

Megoldas.

a) Egy differencidlhaté paraméterezés r(t) = R costi+Rsintj, ahol t € [0, 27], a paraméter
novekedése pozitiv iranyt koriilfordulast eredményez. Az integral
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b) Az el6bbi gorbe megforditasan integraljuk ugyanazt a vektormezét, tehdt az integral
—27.

c)
9 x  9 —y (@ +y)-(v-22) @+ - (y-2)
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ha (z,y) # (0,0). A megadott kérvonal koril taldlunk olyan négyzetet, ami nem
tartalmazza az origdt, ezen létezik potencial. A korvonal zart gorbe, tehat a Newton-
Leibniz-tétel szerint az integral 0.

d) A gorbe végtelen hosszi, de differencidlhaté fiiggvénnyel adott (tehat lokdlisan rektifi-
kalhato), igy a vonalmenti integral improprius integralként értelmes lehet:

o0 —t Qo
u-dr:/ ( i ')-'dt
/ a2—|—t2 +a2+t2‘] !

t t=00
= / —dt = {arctan }
oo (X 1 _|_ (0%

=0

= T.
t=—o00

Tovabbi gyakorlé feladatok

8. Mi az r(t) = e costi + €' sintj + e'k gorbe ivhossza a ¢ € [0, 2] intervallumon?
Megoldas.
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9.

10.

11.

12.

Mi az r(t) = (sinht + cosht)i + (cosht — sinht)j + v/2tk gorbe ivhossza a t € [0,1n 2]
intervallumon?

Megoldas.
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Mennyi az
t2
r(t) = 2sin(t)i + 2 cos(t)j + (2 —1In t) k

térgorbe 1 <t < /e paraméterértékeknek megfeleld részének ivhossza?
Megoldas.
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Egy homogén tomegeloszlasi vékony kotelet két végénél fogva logatunk. Az altala meg-
hatdrozott gorbe egy paraméterezése r(t) = ti + coshtj, t € [—1,1]. Hol van a kotél
tomegkozéppontja?

2costi — 2sintj + (t— > k‘dt

Megoldds. A gorbe az y tengelyre szimmetrikus, tehat xy = 0. A masik komponens az
elsérendli nyomaték és a tomeg hanyadosa:
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Homogén tomegeloszlasi m témegili vékony drotbdél a oldalt négyzet alaki keretet hajlitunk.
Hatarozzuk meg az egyik atlora vonatkozo tehetetlenségi nyomatékat.

~ 1,197.

Megoldas. Legyen a koordinatarendszer olyan, hogy a két atld az x illetve y tengelyre esik.
Ekkor a négy oldal egy-egy paraméterezése (mindegyiknél ¢ € [0, 1]):
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(—ti+ (1—1)j)
(=14 t)i—tj)

(ti+ (=1+1)j)
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15.

A négy szakaszon |1(t)| egyarant a (konstans).
A 7/2 szogii forgdsszimmetria miatt a két tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomaték
megegyezik. Pl. az x tengelyre nézve:
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Miaz u(z,y, z) = (y+2)i+ (z+2)j+ (x +y)k vektormez6 integralja az AB szakasz mentén,
ha A= (1,-2,3), B=(2,1,4)?

1
Megoldds. Hasznaljuk az r(t) = (i—2j+ 3k) +t(i+ 3j + k) paraméterezést (¢ € [0, 1]), ezzel
/u dr = /01 u(r(t)) - () dt
:/01((—2+3t+3+t)i+(1+t+3+t)j+(1+t—2+3t)k) (i +3j + k) dt
— /01(12 +14¢) = 19,
Legyen u : R? — R? az alabbi vektormezd:
u(z,y,2) = ayi+ (y — 2°)j + (22 —ay)k

Hatarozza meg az u integraljat

a) az origd kozépponti, z-y sikban felvé egységkorvonalon a z tengely pozitiv fele fel6l
nézve pozitiv koriljarasi iranyban

b) ezen korvonal y > 0 félkorén az el6bbivel megegyez6 irdnyban.

Megoldds. A paraméterezés legyen r(t) = costi + sintj, ekkor

a)
2
/u ~dr = / (costsinti+ sintj — costsintk) - (—sinti + costj) dt
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Integraljuk az u(z,y, z) = (2zy — 2)i+ (2% 4 2)j + (y — x)k vektormez8t az §a? + 5y* = 1,
z = 2 egyenletrendszerrel megadott ellipszisen a z tengely pozitiv fele iranyabdl nézve
pozitiv koriiljaras szerint.

Megoldds. A derivaltmatrix
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ami szimmetrikus, tehat u potencidlos. A megadott gorbe zart, tehat a Newton-Leibniz-
tétel alapjan az integral 0.



