Matematika A3 gyakorlat
Energetika és Mechatronika BSc szakok, 2016/17 tavasz

feladatsor: Térfogati integral (megoldas)

1. Hatarozzuk meg annak a térusznak a térfogatat, aminek a kozépkore R sugari, a kereszt-
metszete pedig r sugari, r < R.

Megoldas. Egy paraméterezés: r(p, v, ¢) = (R+0cos?) cos pi+(R+pcos ) sin pj+psin 9k,
ahol (0,9, ) € [0,7] x [0,27] x [0, 27], ebbdl
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Mekkora a koordinatatengelyekre vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka? Mi torténik, ha
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2. Az (E) + (ﬂ> + (—) < 1 tartomanyt homogén anyagu, m témegi test tolti ki (R, h > 0).

Megoldds. Hengerkoordinatakkal: r(r,¢,z) = rcos¢i + rsingj + zk. A tartomanynak
megfelel6 hatdrok: —h/2 <z < h/2,0<¢ <2m, 0<r < Ry/1—(2z/h)*". Ha a sfirliség
p, akkor a tomeg:

h/2  p2m pRy/1-(2z/h)2"
/ / / ordr de dz
h/2

h/2 1 2nm
—pr [ SR (1= (2e/m)™) dz = —hRp
o [ 3t (L @) de = 70
amibdl p = (21::}%? Elég az x és z irdnyi masodrendil nyomatékokat szdmolni:
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amibdl a tehetetlenségi nyomatékok:
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a limeszek az R sugard, h magassagu henger tehetetlenségi nyomatékai.



3. Mennyi az m tomegli egyenletes tomegeloszlast vékony R sugart kor alakt drét egy atmé-
réjére vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka? Oldjuk meg a feladatot kétféleképp: a drétot
kis keresztmetszetli torusznak tekintve térfogati integrallal illetve vonalnak tekintve skalar-
mez0 gorbementi integralasaval.

Megoldds. [I] A drétot olyan térusznak gondolhatjuk, aminek kozépkore R sugari, kereszt-
metszete pedig e < R sugari. A térusz egy paraméterezése r(r, 9, ) = (R+7r cos ) cos pi+
(R4 cos ) sin pj+rsin vk, ahol (r, 9, ¢) € [0,¢] %[0, 27] x [0, 27]. A paraméterezés Jacobi-
determinansa r(R + r cos ).

Ha a térusz siirtisége p, akkor tomege m = oV = p - 272Re?, tehdt o =
lenségi nyomaték:
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Megoldds. [I1] A drétot korvonalnak is gondolhatjuk, ekkor a stiriisége végtelen, de lehet
vonalmenti stirtiségrél beszélni: m = p - 27 R, tehdt p = 5. A korvonal legyen az z-y

sikban, egy paraméterezés r(p) = Rcos pi+ Rsingj. A tehetetlenségi nyomaték:
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4. Szamitsuk ki az m tomegi egyenletes tomegeloszlasu vékony R sugari gdmbhéj egy atmérs-
jére vonatkozdé tehetetlenségi nyomatékat. Oldjuk meg a feladatot kétféleképp: a gombhéjat
az R+e és R sugartd gombok kozti térrésznek gondolva térfogati integrallal illetve feltiletnek
tekintve skaldrmezo felszini integralasaval.

Megoldas. [I] A gombhéjra tgy gondolhatunk, hogy az origétél legaldbb R és legfeljebb
R + € tavolsagra 1évé pontok halmaza, ahol ¢ < R. Ha a slirtisége p, akkor a tomege
m = p-3m[(R+ €)* — R%. A masodrend{i nyomaték minden irdnyban egyforma, tehdt a
tehetetlenségi nyomaték ennek kétszerese. Gombi koordinatdkkal szamolva
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Megoldds. [I1I] A gombhéjat feliiletnek idealizdlva a sfirliség végtelenné valik, de beszél-

hetiink felileti stiriségrél: m = p - 47R?, tehdt p = 2. r(V,¢) = R(sind cos pi +
sin ¥ sin pj + cos ¥k) paraméterezéssel
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5. Mekkora a térfogata az x® + y? + 22 < 4 gémb és a (z — 1)? + y? < 1 henger metszetének?
(Viviani-féle test)



Megoldas. Hengerkoordinatédk: r(r,¢,z) = rcos¢i + rsin@j + zk, a henger alapkore:
—m/2<¢p<7m/2,0<7r <2cos¢
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. Mennyi az f(x,vy,z) = zyz fiiggvény integrdlja az 2 + y?> < R?, 0 < z < h hengeren?

Megoldds. Hengerkoordinatak: r(p, ¢, z) = ocoséi + gsin ¢j + zk
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. Integraljuk az f(z,y,z) = V2% + y? fiiggvényt az 2% + y* + 2% < R? gdmbon.
Megoldds. Gombi koordinatak: r(r,,¢) = rsind cos pi + rsin 9 sin pj + r cos Ik
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. Integraljuk az f(x,y,2) = zy figgvényt az 22 +¢y> < 22 kip0 < 2 <2, 0< 2, 0<y
egyenlotlenségek altal meghatarozott darabjan.
Megoldds. Hengerkoordinaték: r(p, ¢, z) = ocos @i+ psin ¢j + zk, a paramétertartomény
0<0<2<2,0<¢< 3. A fiiggvény integrilja
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. Tekintsiik azt a homogén tomegeloszlasi tomor téruszt, amelynek kozépkore az x —y sikban
fekszik, kozéppontja az origd, a sugara pedig R, és amelynek a keresztmetszete r sugari
(r < R). Hol van a tomegkozéppontja a 0 < x < y egyenlétlenség dltal meghatarozott
darabjanak?

Megoldds. Egy paraméterezés: r(o, 1, ¢) = (R+pcos?) cos pi+(R+pcos ) sin pj+ o sin 9k,
ahol (0,7, ¢) € [0,r] x [0,27] x [7/4,7/2], a Jacobi-determindns p(R + pcos?). A térfogat
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A tomegkozéppont koordinatai:
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Szamitsuk ki az M témegii, a élhosszusagu (t6mor) szabédlyos oktaéder tehetetlenségi nyo-
matékat a kozéppontjan dthalado tengelyekre vonatkozdan.

Megoldas. Valasszunk olyan derékszogii koordinatarendszert, amelynek tengelyein helyez-
kednek el a csticsok. Ekkor a harom tengely cseréjére szimmetrikus az alakzat, tehat ele-
gend6 pl. az M,, és M,, masodrendli nyomatékokat kiszdmolni. Az utébbi rdadasul 0,
hiszen az integrandus eldjelet valt az x = 0 sikra val6 tiikrozéskor, az oktaéder pedig on-
magaba megy at. Az x,y,z > 0 térnyolcadba az oktaédernek is egynyolcada esik, ez egy
tetraéder, amelynek az origébél kiindulé élei paronként merélegesek és a/+/2 hossziak.
Egy ilyen tetraéder térfogata ﬁ, tehat a sliriség o = 5%3 A tehetetlenségi nyomaték
barmely tengelyre az M,, masodrendii nyomaték kétszerese, szimmetria miatt ezt elég egy

tetraéderre szamolni:
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