Differencidlegyenletekhez tartozé feladatok és megoldasai

1. Oldjuk meg j valtozd bevezetésével az alabbi differencidlegyenleteket!
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Megoldas. a) A differencidlegyenlet az y' = 2% +§ alakra hozhato, azaz felirhato ¢ = f (%)
alakban. Igy az u = 4 1j ismeretlen fiiggvény bevezetésével szétvalaszthatd valtozoju

differencidlegyenletet kapunk. A helyettesités elvégzéséhez szamoljuk ki " értékét: y = ux
és ' = v’z + u. Behelyettesitve:
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ahol v #£ 0. A kapott differencidlegyenletet az
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ahol C' > 0.
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ami a C' = (0 valasztasnal magaban foglalja az u = 1 partikularis megoldast is. Az altalanos
megoldas
N Cx
y=r+—-——.
Y Cln o]+ 1

Helyettesitsiik be a megadott kezdeti feltételt. Ekkor 2 =1+ ﬁ =1+, amibsl C' = 1.

Tehat a keresett partikuldris megoldas y, = = + — "~
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ahol x,y > 0. Alkalmazzuk az u = ¥ helyettesitést. Ekkor
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ahol u # 1.
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amibgl w = C'e® és y = C'ze®, ahol C' > 0. Fzen kivill az u = 1 feltételbs] adodik az y = =
partikularis megoldas.
d) Most a differencidlegyenlet i = f(ax + by + ¢), alaki, ahol a,b,c € R és b # 0. Ekkor az
u = ax+by+c helyettesitést érdemes alkalmazni, tehat jelen esetben u = y+2. Igy iy = v’ —1,
és az egyenlet: _

W —1= i,

u

ami egy r-hianyos elsérendti differencidlegvenlet, azaz szétvalaszthaté valtozéja. A valtozokat

szétvalasztva és integralva:
wu! u
=1 = du = 1 dI.
w41 u+1

u—Inju+1l=2+In|C] =e"=Cu+1)e".

ha u # —1. Ebbdl

Mivel C-t nem tudjuk tgy valasztani, hogy megkapjuk az u = —1 megoldast, az Osszes
megoldas ¢* = C'(u 4+ 1)e”, ahol €' # 0, és u = —1. Visszairva az eredeti fiiggvényre:
TV =Cr+y+1)e", ésy=—x—1.

Irjuk fel az v/ = e¥*2 — 1 differencialegyenlet izoklinainak egyenletét, és rajzoljunk fel kettdt.
Van-e lokilis szélsGértéke az Fy(e, —1) ponton athalado megoldasnak a Fy pontban?

Megoldas. Az izoklindk egyenlete K = ¢¥*2 — 2, ahol K’ € R egy rogzitett konstans. Ebbél
kifejezhetjiik pl. y-t: y = In(o + K) —2. A K = —3;0;1,5,9 értékekhez tartozd izoklinak
lathatéak az abran. Ezek kozil a [7) ponton athaladé izoklina egvenletére —1 = In(e + K') — 2,

amibdl K = 0, azaz az izoklina a nulla meredekségii pontokat tartalmazza. Mivel a ponthoz



tartozé megoldas meredeksége nulla, a megoldas grafikonja Fy-ban vizszintesen keresztezi az
izoklinat. Ebbél az is kovetkezik, hogy = > e esetén a I\ meredekség negativ, azaz a megoldés
grafikonja = > e esetén nem metszi a K = 0 izoklindt. Meggondolhaté az is, hogy ezen
észrevételbdl az is kovetkezik, hogy r < e esetén sem metszi a grafikon a K = 0 izoklinat.
Tehat a megoldas P elstt szigorian névé és utana szigortan csdkkend, tehat Fy-ban lokalis
szélsGértéke (pontosabban globalis maximuma) van.

3. Tekintsiik a kovetkezs differencidlegyenletet: y' = (y* —4)x + 2 — 1.
a) A sik mely pontjaiban parhuzamos az irdnymezs az y = —x egyenessel? Vazoljuk ezeket
a pontokat és jeldljiink be néhany vonalelemet!
b) Van-e lokalis szélsGértéke vagy inflexios pontja az (1,2) ponton atmend megolddsnak
ebben a pontban? (Feltéve, hogy van ilyen megoldas. )

Megoldas. a) Az y = —x egyenes meredeksége ' = —1, tehdt az ezen értékhez tartozo
izoklinat kell megkeresni: —1 = (y* — 4)o + o — 1. Ebbél 2(y? — 3) = 0, tehat & = 0 vagy
y = +v/3. Az ezen pontokhoz tartozé vonalelemek K = —1 meredekségii rovid szakaszok.

b) A ponthoz tartozé megoldas meredeksége K = 1. (22 —3) — 1 = 0. A ponthoz tartozo
izoklina egyenlete » = yg%s Az elézd feladathoz hasonléan végiggondolhatd, hogy a megoldas
meredeksége = < 1 esetén negativ, r > 1 esetén pozitiv. Tehédt a megoldasnak van lokdlis
szélsGértéke (pontosabban globalis minimuma) a megadott pontban.

4. Oldjuk meg a kivetkezd homogén linearis allandé egyiitthatés egyenleteket!

a) ' =8y + 15y =0 by 42y =0 ¢) y' =8y +16y =0
d} yﬁ' + _]:yl + J_!?)'y _ O e}hf yn 1 257-] _ D f} ym + zyh' + y" — 0
g} ym + 4,"9’” + 13}}’ =0 h} y(‘l) —y = 0 l}hf y@) - y(g) =0

Megoldas. a) A differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete A\* — 8\ + 15 = 0, melynek
gyikei A\; = 3 és \y = 5. Igy az altalanos megoldas: y = C1e®* + (e,

b) A karakterisztikus egyenlet A2 + 2\ = (. Ennek gyokei 0; —2, és az altalanos megoldas
Y = C‘l + (-“26723:.

c) A karakterisztikus egyenlet A2 — 8\ + 16 = 0. Ennek egyetlen gyokei A = 4. [gy (mivel belsé
rezonancia van) az altaldnos megoldas y = Ce™ + Chue®,

d) A karakterisztikus egyenlet A\? + 4\ + 13 = 0. A megoldéképlettel ennek megoldasai
Mo =—24+/-9=243i. Azaz az altalanos megoldas y = Cye72% cos(3x) + Che 2 sin(3x).
e) A karakterisztikus egyenlet A\? + 25 = 0, melynek gydkei +5i.Az altalanos megoldés:
y = Cy cos(bz) + Cysin(dx).

f) A karakterisztikus egyenlet A*> + 2A2 + A = 0. Ennek gydkei \; = 0, Ay = Ay = —1. Igy az
altalanos megoldas y = C) + Coe ™ + Cyre™™.

g) A d) feladat megoldasa alapjan az altalanos megoldas y = Ce™2% cos(3x) + Cae ™2 sin(3x) +
Ch.

h) A karakterisztikus egyenlet A\* — 1 = 0. Ennek (komplex) gydkei Ay =1, \g =i, A3 = —1 é&s
Ay = —i. Azaz az altaldnos megoldéas y = Cre” + Choe ™ + Cycosx + Cysin .

i) A karakterisztikus egyenlet A* — A\* = 0, melynek A\ = 0 haromszoros és A\ = | egyszeres
gyike. Igy az altalanos megoldas: y = Cy + Cox 4+ Cya® + Cye?.

5. Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémakat!
a) ¥ +2y+2y=0, y0)=2,4(0)=1
by " + 3y —4y =10, y(0)=3,4(0)=—4
c) Yy + 10y +25y =0, y(0)=—-1,4/(0)="7



Megoldas. a) A karakterisztikus egyenlet A2 +2\+2 = 0, melynek gydkei \;, = —1+i. Az
altalanos megoldas igy y = Cie " cos x4+ Coe ™ sinz. Ebbdl i = (Cy — Cy)e ™  cosa + (—Cy —
Ch)e ®sinz. A kezdeti feltételek behelyettesitésébdl 2 = O és 1 = Cy — €, amibdl Cy = 3,
és a keresett partikularis megoldas y, = 2e™* cosx + 3e~*sin 7.

b) Az el6z6 feladatok modszerét alkalmazva az altalanos megoldas y = Che® + Che **. Ennek
derivaltja iy = Cie® — 4Coe™* azaz a feltételek 3 = €] + Cy és —4 = C) — 4C5. Az
egyenletrendszer megoldasa 'y = % és () = %. Tehat a keresett partikularis megoldas
Yp = 567 + Le7H.

¢) Az altalanos megoldas most y = (Cy + Cax)e™*. Ebbél ¢ = (Cy — 5C) — 5Chr)e™*. A
feltéelekbsl —1 = C és 7 = Cy — 5C1, tehat Cy = 2, és a keresett megoldés y, = (22— 1)e=>*.




1. Irjunk fel egy olyan legalacsonyabbrendii valés, allandé egyiitthatés homogén lineéris diffe-
rencialegyenletet, melynek megoldasai az alabbi fiiggvények! Irjuk fel a differencidlegyenlet
altalanos megoldasat is!

a) 2e50 — e r b) 622 + He?* ¢) T, sinbr

d)it 3a2e?r ) 3T el 6+ e* sinx

Megoldas. a) A fenti fiiggvény csak olyan allando egyiitthatos, homogén linearis
differencidlegvenletnek lehet megoldasa, mely karakterisztikus polinomjanak 5 és —3 gyoke.
Ez azt jelenti, hogy a karakterisztikus polinom legalabb méasodfoki, azaz a differencidlegyenlet
legalabb méasodrendd. Keressiink olyan méasodfoka polinomot, melynek 5 és —3 gydke: ilyen
pl. a (A=5)(A+3) = A2 — 2\ — 15. Ez a polinom az 3" — 2y’ — 15y = 0 allando egyiitthatos,
homogén linearis differencialegyenlethez tartozik. Az &ltalanos megoldas adédik a polinom
gyokeibdl: y = C1e°® + Cye™%, ahol (), (5 tetszbleges konstansok.

b) Az el6z6 feladathoz hasonléan most az adédik, hogy a karakterisztikus polinomnak 0
legalabb héromszoros, és 2 egyszeres gyoke. Tehat a polinom legaldbb negyedfoku, azaz
a differencidlegyenlet legalabb negyedrendii. Egy ilyen tulajdonsagi polinom A\ (\ + 2) =
A+ 2)3 melyhez az yY) + 2y = 0 differencidlegyenlet tartozik. Ennek altalanos megoldasa:
y = Cy + Cox + Cya? + Cye®®.

¢) Most a karakterisztikus polinomnak 0 legalabb kétszeres, és +5i legaldbb egyszeres
gyoke. Tehat a polinom legalabb negvedfokd, és a differencidlegyvenlet negyedrendii. Egy
ilyen tulajdonsagt polinom A*(\ + 5i)(A — 5i) = A* + 25A%, melyhez az y¥ + 255" = 0
differencialegyenlet tartozik. Ennek altalanos megoldas y = C7 + Cox + Cysin bx + Cy cos hr.
d) A karakterisztikus polinomnak 2 legalabb haromszoros és 3 legalabb egyszeres gyoke,
tehat a differencidlegyenlet legalabb negyedrendd. Egy megfeleld negyedfokid polinom a
(A —2)3(A = 3) = M — 9\ 4 30\2 — 44\ + 24, melyhez az y™* — 9y + 30y — 44y’ + 24y =0
differencialegyenlet tartozik. Ennek altalanos megoldasa y = Ce?* +Coxe® + Cyx?e?® + (e,

2. Oldjuk meg a kivetkezd inhomogén lineéris, allandé egytitthatos egyenleteket!
a) y" — 5y + 6y =2sin2z
b) " — 5y + 6y = 2xwe”
c) y" — 6y + 13y =39
d) ¢ —y =2y =3¢, y(0)=3,y(0) =1
e) y' =3y +2y=e+422 -6
f) v =3y +2y=x+¢€"
g) ¥ =2y +y=0e"
h) o + 8y + 25y = e ¥
i) v +2y =20+3
i) ¥ +y=sinx

Megoldas. a) A hozzatartozd homogén differencidlegyenlet Y — 5Y’ + 6Y = 0, melynek
karakterisztikus egyenlete A2 — 5\ + 6 = 0. Ennek gyokei 2 és 3, igy a homogén
differencidlegyenlet altaldnos megoldasa Y = C1e* (4¢3, A probafiiggvény modszere alapjan
az inhomogén differencialegyenlet egy partikularis megoldasat y, = Asin 2r+ B cos 2r alakban
keressiik. Ebbél ), = 2Acos2r — 2Bsin2r és y, = —4Asin2r — 4B cos 2r. Befrva ezeket az
inhomogén differencialegyenletbe:

—4Asin2r — 4B cos2x — 5 (2A cos 20 — 2B sin 2x) + 6 (A sin 2o + B cos 2x) = 2sin 2z,



amibdl
(2A +10B)sin 2z + (2B — 10A) cos 22 = 2sin 2z

Az egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha 24 + 108 = 2 é 2B — 104 = 0. Ezen linaris
egyenletrendszer egyetlen megoldasa A = 2—16 és B = % Azaz y, = % sin 2z 4+ 2—56 cos 2, és az
inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldésa:

1 5
y=Y +y, = Cre® + Coc™® + % sin 2x 4 % cos 2.
b) A hozzatartozé homogén egyenlet, és igy ennek altalinos megoldasa is, ugyanaz, mint az a)
feladatban. Az inhomogén egyenlet egy altalanos megoldasat most y, = (Az + B)e” alakban
keressiik. Helyettesitsiik ezt vissza a derivaltjaival egyiitt:

(Ar +2A+ B)e® = 5(Ax + A+ B)e® + 6(Axr + B)e” = 2re” = (2Ar — 3A + 2B)e” = 2ze”.

Ebbsl 2A =265 —3A+2B=0,azaz A =1, B = % és Yy, = (1? + %) e*. Az altalanos megoldas:

3
y = Che® + (he3® + (I + E) e’

¢) A hozzatartozd homogén differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete A2 — 6\ + 13 = 0,
melynek gytkei A; o = L“Z'G_EQ =34+/—4=23+2i. Tehat Y = ¢ cos 22+ Cee* sin 2z. Az
inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat a probafiiggvény modszerével y, = A alakban
keressiik. Ezt visszahelyettesitve 134 = 39 adédik, melybsl A = 3, és az inhomogén altalanos
megoldésa

y = C1€3 cos 20 + Cye™ sin 2z + 3.

d) A karakterisztikus egyenlet gytkei —1 és 2, igy a homogén altalinos megoldasa Y =
Che™® 4+ (e®*. Az inhomogén rész alapjan probafiiggvényre iy, = Ae®® adédna, ami egybeesik
a homogén altalanos megoldasanak egy részével, azaz kiilsé rezonancia van. Igy modositjuk a
probafiiggvényt y, = Are alakira. Ezt derivaltjaival egyiitt visszahelyettesitve az egyenletbe
A(dr + 4)e?® — A(22 + 1)e? — 2Are? = 3e2* vagyis 34e?* = 3¢2* adodik, amibsl A = 1 és
y = COre™ + (9e?® + 1e?*. A keresett partikularis megoldasnak ki kell elégiteni az y(0) = 3
és az y'(0) = 1 feltételeket. Az altalinos megoldéast derivilva, és ebbe helyettesitve az elsé
feltételbsl O + C5 = 3, a masodik feltételbsl —C + 205 + 1 = 1 kovetkezik, amibdl C = 2 és
Cs5 = 1. Tehat a keresett partikularis megoldas

Ypart = 267"+ ¥ + we?”,

e) Az el6zGekhez hasonloan adodik, hogy a homogén differencidlegyenlet altalanos megoldasa
Y = Cie” + Cye*. Az inhomogén partikularis megoldasat v, = Ae™ + Ba? + Cz + D
alakban keressiik. Visszahelyettesitve az inhomogén differencidlegyenletbe és az egyiitthatékat
paronként egyenldvé téve ebbdl 24 =1, 2B =4, 2B —3C =0 és 2B — 3C' + 2D = —6 adadik,
amibél A = %, B =2 C=606¢é D = 4. Tehat az inhomogén differencidlegyenlet altalanos
megoldésa:

1
y = Che® + Cpe®® + 5633: + 222 + 62 + 4.

f) A homogén altalanos megoldasa megegvezik az e) feladatéval. Az inhomogén altalanos
megoldéasat rezonancia miatt y, = Ax + B + Cae” alakban keressilk. Ebbél a 24 = 1,
—3A 4+ 2B = 0 és —C' = 1 linearis egyenletrendszert kapjuk, melynek megoldisa A = %,

B = % és C' = —1. Az altalanos megoldas:

-3
y = Che” + Che®™™ + £ + - — xe®.

2 4



g) A homogén altaldnos megoldasa Y = (Cx4+Cy)e”. Most is rezonancia van, igy az inhomogén
egy partikuldris megoldasat y, = Ax%e® alakban keressiik. Visszahelyettesitve A = 3 adédik,
azaz

y = (Cyz + Cy)e” + 327%™,

h) Most Y = Chre™* cos 3z + Coe ™ sin 30 és y, = %e‘“. Igy az altalanos megoldas:

1
y = Cre™ cos 3z + Che™* sin 30 + 56““.

i) A homogén altalanos megoldasa Y = Cy + Che™", Megint rezonancia van, igy az inhomogén
egy partikularis megoldasat v, = Ax? + B alakban keressiik. Visszahelyettesitve ebbdl A = %
és B =1 adodik, igy az altalanos megoldas

.l‘-2
Y= (wl + CTQE’.iQI + ? + x.

j) Most Y = Cysinax + Chycosr. Rezonancia miatt az y, = Arsinz + Brcosx fliggvényt
hasznaljuk az inhomogén egy partikularis megoldasanak megkereséséhez. Ekkor y, = —2x cosx

2
adodik, és az altalanos megoldas:

. 1
y=Csinx + Cycosz — 5.1’ Ccos .

. Oldjuk meg a kiévetkezs differencialegyenleteket!
a) y —8y" + 16y" =22 — 9

b) ¥ +y=2sinxrcosr. y(0)=1,4(0)=1
2z

1 1
c M _ oy ) £y = 2T 2
) ¥ =2y —y 5 5¢
Megoldas. a) A karakterisztikus egyenlet A* — 8)\3 + 16\ = 0, melynek 0 is és 4 és
kétszeres gyoke. Igy a hozzatartozé homogén differencidlegyenlet altaldnos megoldasa YV =
Chax + Cy + (Cax + Cy)e**. Kiilss rezonancia miatt az inhomogén egy partikularis megoldasat

yp, = Az® + Ba? alakban keressiik, melyb6l A = L és B = —%. Tehat az inhomogén éltaldnos
megoldasa
o C al ~t 4z ‘1’3 IQ
y = ('1.1 + ) + ((.431' + (-'4)6’. + E — T
b) A homogén differencialegyenlet altalanos megoldésa Y = Cjsina + Cycosa.  Mivel
2sinzcosr = sin2z, nincs rezonancia, és az inhomogén egy partikularis megoldasat y, =
Asin 2z + B cos 22 alakban keressiik. Ebbél y, = —% sin2x, ésy = Crsinz+Cy cosr— % sin 2.

A keresett partikuldris megoldds megtaldlasdhoz felirjuk a kapott altalanos megoldasra a
megadott feltételeket. Ebbél Cy = 1 és C5 — % = 1 adodik, tehat a keresett partikularis
megoldas
5 . 1,
Ypart = 7 SInT +cosr — 5 sin 2.

3
¢) A karakterisztikus polinom A\ —2 A2 — A +2 = A2 (A —2) — (A —2) = (A2 = 1)(A—2), melynek
gyOkei —1, 1.2, Tehat a homogén differencialegyenlet dltalanos megoldasa Y = Cle % 4+ Che® +

3¢?*. Rezonancia miatt az inhomogén egy partikuldris megoldasat vy, = Are® + Be™*
alakban keressiik. Visszahelyettesitve A = % és B = —2—14, tehat az inhomogén &ltalanos
megoldasa

T 1
= Che™ 4+ Che® + (qe®® + e — 722,
Y 1 2 3 G Y




1. A definicié alapjan szamoljuk ki a kévetkezd fiiggvények Laplace-transzformaltjat:

1 hat=11 3 hatel[ll,12]
a) a(t)= b) b(t) =

0 kulonben 0 kulonben

1 hat =11 t—11 hat =11
¢) oft) = d) d(t) =

0 hat <11 0 hat <11

Megoldas. a) A(s) =

e*ta(t) dt = 0, mert az integralandé fiiggvény egy pont kivételével

DL._"g

nulla.
o at 12 —11s —12z
= [ e sth(t) dt = fz.c*st dt = [ —] = geilet®
0 —8 11 £
( o0 oc Stl Stl 1 e—st b 1 e—sb e—lls
et dt = —st ) = [ ] ST (__ _):
) g’f = o= fesin g [55]) = o (-5 5

—11.9

3

—st o st o o - e—st - et
d) D(s fe (t—11)dt = bli}m fe (t—11)dt == blm ([(t 11)¢ } f )

11
lim [(
b—o0

b
— S;ﬂ = lim (—(b— 11)% . ® + c;;s) = C;l;s
1

b—oco

2. Keressiik meg a kivetkezd fiiggvények Laplace-transzformaltjat:
a) Tsin3t b) 6t% + 3t — 2 c) tcosTt d) e*sin3t

Megoldas. a) A Laplace transzformécio linearitésa, ¢s a tablazatban szerepld fliggvényeket

felhasznalva L{7sin3t}(s) = TL{sin 3t }(s) 2132 = fﬂo
b) Hasonloan: £{6t% + 3t — 2}(s) = GE{tQ} +3L{t} —2L{1} = 3 % - %
c) Most L{tcos Tt} = e

219
d) L{e*sin3t} =

3
(s—2)210°

3. Szamoljuk ki a kivetkezd fiiggvények inverz Laplace-transzformaltjat:

31 7 1 4 7 s+4
2 . b o Q) ST
3 St i 2 ) s 3t e ) 211 ) 219
3 4 3
[ o gt
) s2 4+ 4s+ 14 ) 52 4 2s 8) g3 4 242

Megoldas. a) A Laplace transzformécic‘) linearitasa miatt és minthogy L{1}(s) = 2

valamint é,ltalé,nosabban L{e “*}( L a megoldas 3 + ¢ — Te?,
b) Mivel =5 + 2 5 = 11- —|— . 2525, a tablazatban feltiintetett Laplace-transzformaltak
felhasznalasaval a megoldas 1163t —|— sh( 5t).
¢) Hasonloan, a megoldas I sin(2t).
d) Atalakitva a megadott fiiggvényt: Ssjfg = o +%- Szig, a megoldés cos(3t) + 3 sin(3t).
e) Teljes négyzetté alakitunk: s2+433+14 = (s+2§”2+10 = % . (S+‘2)@+10, tehat a megoldas
\/% - e sin (V10t).
f) Itt 2125 = -l(sﬂ)g - =4e'sht. A megoldés parcidlis tértekre bontassal is megkaphato.
g) Parcialis tortekre bontassal: W =-3.143 2431 T3 Ebbdl a megoldas —d %3



4. Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenleteket. (Segitség: vegyiik mindkét oldal Laplace-
transzformaltjat, oldjuk meg az igy kapott algebrai egyenletet, majd a megoldésnak keressiik
meg az inverz Laplace-transzformaltjat!)

a) ¥=y, y0)=3

b) =Ty, y(0)=-—1

o y'=-y  y0)=0 y(0)=—

d) v'=-y,  y0)=1 y(0)=0

e) 2y —y=0, y(0)= 1/2

f) v +7Ty=6, y(0) =

g) 2y +y=e*, 1(0) 1

h) ' +3y +2y =€, y(0) =0, y'(0) =

i) v +2y +5y =0, y(0)=1, ¥(0)=0

j) ¥ +y=sin3t, y(0) =10
Megoldas. a) Legyen L{y}(s) Ekkor E{y Hs) = sY — y(O) =sY -3 Igya
differencidlegyenlet sY — 3 =Y, amlbol Y = Mivel L{c"}(s) = = a, Y inverz Laplace
transzformaltja, azaz a keresett megoldas y= 3€
b) Az egyenlet transzformaltja most sY +1 = 7Y, amibél Y = —, tehat a megoldéas y = —™.

¢) Az egyenlet transzformaltja s?Y + 2 = —Y. Ebbdl Y = SQH, vagy is y = —2sint.
d) Az egyenlet transzforméltja s?Y —s = =Y amibsl Y = =0 A kelesett megoldas iy = cost.

e) Az egyenlet transzformaltja 2 (SY — %) —Y =0. Ebbsl ¥V = 2571 = % 57%. gy a keresett

. 1
megoldas y = %ezt.

f) Az egyenletet transzformalva adadik, hogy sY + 7Y = g. Ebbél atrendezve és parcialis
tortekre bontassal ¥ = 5(537) = g . % — g . S” Ennek inverz transzformaéltja y = % — _e_Tt.
g) Most az egyenletbdl 2(sY —1)+Y = - amit atrendezve azt kapjuk, hogy ¥ = 203

= G2
Dot Ebboly = 1 4+ ge %t.

h) A transzformalt egyenlet s2Y + 3sY +2Y =

g 1 _ 1 _
amibsl Y = ) ey Bl parw T ) B

+1=
_S+1 + (SH)Q + — s+1 Ennek az inverz transzformaltja y = —e™" + te™! + ¢ 72t
i) Az egyenlet s°Y — s +2(sY — 1) +5Y =0, amib6l Y = 552 = (sf$g+4 - (sf1+)%+4 +3-
7(S+1)2+4 Ebbél a megoldas y = e~ cos(2t) + se~sin(2t).
_3..3
j) A transzformalt egyenlet sY +V = ;19, amibdl Y = 7( QHS(SH) = 13_0 . ?11 + 15023:}10 =
1‘% 3+% - % szj_g -+ Tlo 32+95 &mlbOl a megoldas 6 -t — E C‘UH(%T) TIO 111(31")

5. Oldjuk meg Laplace-transzformaciéval az alabbi kezdetiérték-problémakat:
a) ¥ =x+4y, vy =2r—y, 2(0) =2, y(0) = —

) ' =20 =3y, y =3x+2y, x(0)=1,y(0) =4

¢) ¥ =br—y,y =3x+y, x(0)=-1, y(0) =2

) ' =8y, vy =22, 2(0)=1, y0) = —

=3

[a W

Megoldé.s. a) Mindkét egyenletet transzformaljuk, és hasznaljuk az X = L{z}(s), ¥ =
L{y}(s) jeloléseket. A transzformalt egyenletrendszer: sX — 2 = X + 47, illetve sY + 2 =

2X —Y. Az egyenletrendszerbdl X-et és Y-t kifejezve X = =, &Y = 23 adodik, melybél a
megoldas: v = 2e &5 y = —2e7 .
b) Az egyenletrendszer transzformaltja sX — 1 = 2X — 3Y és sY —4 = 3X 4+ 2V mely nek

megoldasa X = %5 4 s—2 4 valamint V = _4s=5 _ _ 4. _s=2 —

3

2)2+0 — (s—2)249  * (s—2)24+0° (s=2)2+9 (s—2)249 ) +9°
Igy az eredeti differencialegyenlet-rendszer megoldasa x = € cos(3t) — 4e?sin(3t) és y =
4e? cos(3t) + e sin(3t).



¢) Az egyenletrendszer transzformaltja sX +1 = 5X — VY és sY — 2 = 3X + V', melynek
BREP _ o —s—1 _ _—s=1 _3_ 1 _ 5 1 s % _ 2-13 _ 9 1 _ 5 _1 .
megolddsa X' = =5y = (5o T2 sa 2 5 Y T @G58T 5 55— 5 e Tehdt

. : B - .32 5 Al : _ 9.2t 5 4t
az eredeti egyenletrendszer megoldasa x = 5e= — Je¥, illetve y = 5™ — Se™.

d) A transzformélt rendszer sX — 1 = —8Y és sY + 2 = 2X. Ennek megoldisa X = ;’gflﬁﬁ =
e 1 ﬁ, és Y = ;?j-i_g = -2 Si+ é . siilﬁ' Tehat az eredeti rendszer megoldésa
x = cos(4t) 4+ 4sin(4l), és y = —2cos(4t) + £ sin(41).




