Matematika A2c megoldasok a linearis algebra és tébbvaltozos fliggvények témakorhoz

1. Szamitsuk ki a megadott matrixck rangjat, valamint az A, B, © méatrixck inverzét, ha létezik.
A tanult médszerek kiwiil haszniljunk minél t&bbet.
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Megoldas. A rangok kiszamitdsihos sor- és oszlopmiiveleteket hasznalunk.
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Minthogy egy négyzetes mitrixnak pontosan akkor van inverze, ha a determininsa nem
nulla, azaz a rangja maximilis, a [eladatban szerepld harom négyzetes matrix kiwill A és
B invertalhats, C nem. Ebbél A inverzét adjungalttal, B inverzét sormiiveletekkel hatdrozzuk

meg. Az elsfhéz az eldjeles aldeterminansok Ay — 5, Ajp — —7, Aoy — —2 88 Agy — 1. fgy az
adjungalt: .
. 5 =T 5 =2
ad-"d“[—z 1 ‘[—7 1]'
Masrészt det A =1-5—7:2 = —8. Tehat az inverze
A-1 ! dj A -+ 3
T qma ™ _[ : —E}
Most meghatirozzuk B inverzét:
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1| ® b = 3 1. Oldjuk meg az 1. feladatbeli 4 és B matrixokkal az
]
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egyenletrendszert (egyiket Gausselimindcioval, mésikat az inverz mitrix

Megoldas. Az elsd egyenletet az inverz maitrix modszerével oldjuk meg Az AT = &
egyenlethdl A~1AT — A~'d, azaz ¥ — A~'d. Tehat
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A Bf = b meghatirozta egyenletrendszer kibévitett matrixdra alkalmazzuk a Gauss
eliminaciét:
1 2 3| 4 1 2 1 4 1 0 -3|-2 1 0 0|-9
245 3l=1|0 0 - 5] =10 -1 -3|-14|—=(0 -1 0f 1
3 5 6|2 0 -1 -3(-14 0 0 -1 -5 0o o -1|-5

T
Ebbdl a ¥ = | y | jel6lést hasznilva a kapott egyenletek © = —0, —y = 1 &5 —z = —5. Tehat

. Hany fiiggetlen vektor valaszthatd ki kieiilitk? Mennyi a generdlt altér dimenzidgja?
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Megoldas. Mindkét kérdésre azon mitrix rangja a vilasz, melynek oszlopai a megadott
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vektorok.
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4. Oldjuk meg az AT — b egyenletrendszert Ganss eliminaciévall Mi A rangja?

1 2 3 4
a)_4=[ ] Fo H F : q 5 [g] oF A ; 160 17'1 5 18?
J TS Lio] 13 14 15 16
Megoldas. a) Legyen © = [ ; i|
NN ENER
I
Mivel az utolsd sornak megfeleld egyenlet 0.1 + 0.y = —6, az egyenletrendszernek nincs

megoldisa. Az alapméatrix rangja 2.

I
3 11 2 3 11 2 3
Gl —= |00 =3 6| =00 -3|-6
10 00 —6f-11 oo o)1

b) Legyen £ = | y J
Az utolsd sor egy lehetetlen feltételt ad, igy az egyenletrendszernek nincs megoldisa. Az
alapmatrix rangja 2.

ol

c) Legyen = | ¥ |.
J
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A Kinullazast” nem lehet tovabb folytatni. Jelen esetben a 3. oszlopot nem sikeriilt nullazni.

Ez azt jelenti, hogy a z szabadon valaszthatd paraméter segitségével irhatdak [el = és y értékei.

Az egyenletek: y + 22 =3 és r — 2 = —2 amibdl y = 3 — 2z és v = z — 2. Tehat végtelen sok
z—2

megoldisunk van, melyek & = l 3 -2z |, ahol z £ R szabadon vélaszthatd paraméter. Az

z

alapméatrix rangja 2.

5. Hogyan kell o, 5-t megvilasztani, hogy az egyenletrend- —y+2: = 3
szernek ne legyen megoldisa? Hat hogy végtelen sok r+dy = 2
megoldasa legyen? —2rt+ay+z = 0

Megoldas. FEgy lineiris egyenletrendszernek akkor van megoldisa, ha az A egyiitthato-
méitrixinak rangja megegyezik az A, kibévitett matrixdnak rangjaval. Ha ezen felil mindkét



rang megegyezik az ismeretlenek szamaval, akkor egyetlen egy megoldds van. Kiszdmoljuk a

két mAtrix rangjat.
0 -1 2|3 0 -1 3 0 -1 21 3

r 10|43 =r 1 3 A =r 1 0oao) 0 -
-2 a 1|0 0 a+h 23 0 at+6 1|27

3-4p 0 20413 0(45-3

L =r 1 00 0

23 0 01 0

|— 0 —22-13 0

=r 1 0a

( |_ 0 a+6 1

Most esetekre bontdssal megkapjuk a végeredményt. Ha o # —]_—f_. akkor 45 — 3 kinullazhatd,
és r(A) = r(Ay) = 3. Tehat ebben az esetben pontosan egy megoldds van. Ha o = —l_fi és
8 # %, akkor r{A) = 2 < r(Ap) = 3, tehat nem létezik megoldds. Ha o = —12—3 és 3= %, akkor
r(A) = r(Ay) = 2, tehit végielen sok megoldis van (egy szabad paraméterrel).

—_
[l = I ]

1 2 0
65 Legyen A — [—3 2 15| JB= I:Sl , T = [Lgl . Hogyan valasszuk meg az o és 3 paraméterek
a 21 &)

Megoldas. Az eldzd feladat madszerét alkalmazzuk.

értékét gy, hogy az AT — b egyenletnek egyértelmii megoldasa legyen; végtelen sok megoldasa
[ 125 U [ 12 50 [ 02 0
T -3 21 -4 0 —4|58 10 1
l B J |_ a—1 0 —4|43 J l a—1 0 —4

legyen; illetve ne legyen megolddsa?
0
-2
a 21 s
010 0 010 0
=r 101 -2 =7 001 0 —
a+3 0 D|5-8 a+3 0 0]F—8

Most, ha o # —3, akkor az A egyiitthatd- és az Ay kibdvitett matrixok rangjaira r(A4) =
r(Ay) = 3, tehat egyértelmilen létezik megoldis. Ha o = —3 és 8 # 8, akkor r(A) = 2 <
r(Ay) = 3, azaz nincs megoldds. Ha o = —3 &s 3 = 8, akkor r{A) = r(4;) = 2, vagyis végtelen
sok megoldds van.

2. Lassuk be, hogy B%ben bézist alkot a g}, [ 512 ] vektorpar.  Allitsuk eld e két vektor

linearis kombindcidjaként a kivetkezd vektorokat:

» [o] » (3] (1]



Megoldas. Oldjuk meg az
2 b 1y |0
“l3]*®l2] " [o
egyenletet, ahol a, b € B Atalakitva a

a+b = 0
3a+4+26 = 0

linearis egyenletrendszert kapjuk, melynek egyetlen megoldisa « = b = 0. Tehit a
vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. Megmutatjuk, hogy generitorrendszer is. Ehhez azt kell

megmutatnunk, hogy tetszdleges : vektor felirhatd

T 2 1
HEHEH
alakban alkalmas a, b € B valasztisa esetén. Az eldzd vektoregyenlethez hasonldan megoldva

ebbdl az a = 2r — y és b = 2y — 3r megoldist kapjuk Tehat tetszdleges ; vektor elGall a

megadott vektorok linedaris kombinacigjaként, méghorzd a

5] [3] s s3]

médon. Tehat a két megadott vektor egy bézist alkot. Megjegyezzilk, hogy az eldzd feladat
alapjan B? egy %dimenzids valés vektortér, tehat tetszdleges 2 linearisan fiijggetlen vektor egy
bézis, igy a masodik szamolas a fenti &rv hasznalata mellett elhagyhaté. Igy viszont a tovabbi
rész megoldasa egyseril helyettesitéssel adadik.

HEHMA
" [ieesil e fi] i) o[

0 2 1
HENHEH
2 -1 -1
Irjuk fel a megadott vektorok koordinataita | 1 |, | =1 |, 1 | bazisban!
0 -1 2
0 ] 3
a) 1 0 ] b) 1 -| [ [ -1
o) 0]
Megoldas. A feladatunk felirni a megadott vektorokat a bazisvektorok linedris
kombinaciéjaként; a kért koordinitak a bazisvektorok egyiitthatéi. gy az eléed feladathoz

hasonléan kaphatdak meg a megoldasok.
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tehat a koordinatak 0,0, 0.

b)
1] 2 -1 -1
L =31 |+4) -1]+2 11,
1] 0 -1 2

azaz a koordinatak 3,4, 2.

c
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]
a koordinatak —20, —31, —12.

. Egy vektortérhen &, b, & linearisan fiiggetlen vektorok. Linearisan fiiggetlen-e az (@ + b + @),

(@ + 2+ 38), (@ + 46 + 58) rendszer?

Megoldas. Oldjuk meg az a(@+ b+ &) + 8(@+ 25+ 38) + (@ + 4b + 58) = U vektoregyenletet.
Atalakitva ebbél az (o + A+ v)a+ (o + 28 +47)54 (o + 38+ 57)7 = (T egyenletet kapjuk. Mivel
i, b és & linedrisan fiiggetlenek, ez csak akkor teljesiilhet, ha mindharom egyiitthaté nulla. Azaz
az aladbbi linedris egyenletrendszert kapjuk:

a+f+y = 0
a+28+4dy = 0
a+3f+5y = 0

Ennek egyetlen megolddsa o« = A = ~ = 0, tehiat a megadott harom vektor linedrisan
fiiggetlen.

. Végezziik el az isszes lehetséges szorzist A, B, C, AT, BT, O7 kéwitt!

by wfaiil] el Aty

Megoldas. Két matrixot pontosan akkor tudunk Osszeszorozni, ha az elsd oszlopainak
szAma megegyezik a masodik sorainak szaméval. Igy jelen esetben tizenkettd szorzat létezik:
AB,ATC, BCT BT AT CBT.CT A, valamint A, B és ' szorzata a sajat transzponaltjaval
tetszdleges sorrendben. A szorzatok:

12 314
R i | EF R b switiies:
50 -6 2

2.9+ 1.4+ (-3)-0 2.3+1-3+(-3)-(—6) 2.4+1.1+(-3)-2 15 8 273

1 9 0 10 17T -2
_ a —
ATG=[—3 1“ ;_é§_§}={ s 12 -9 4]
2

1.24(-3)-4+2.0 1-3+(-3)-3+2.(—6) 1,4+(—3],1+2,2]={ 17 —10 —18 5

-3 -17 22 —15 18
12 3 4] ‘; _2 —4 —18
Bct -2 4 31 3 7|-= 15 —21
50 -6 ?J 4 -31 —33J



1 -2 5 ; 17 —15
12
g |2 40 f_g A
308 6|17 g 18 o7
i1 2 S N
1 -2 57
1 23 -47|2 4 o —4 15 -3
T .
CB_[ 5—67—8] 303 6| |18 21 -2
41 2
[-1 9 8 —I7
2 61[1 -3 2 10 -1z 2
A=t 3 7 [2 1—3}= 7 -2 -1
4 -8 0 1 16
2]
w3 3]s [
| 2 2
12 5 -1 -4
— Q
ATa—| 3 1]{; %_§]=(—1 0 -9
2 1| | 4 0 13
1 -2 3
12 314 o 19 -5
e 311 S -y
Lsos2f[3 375 |5 % 6]
1 -2 5 0 -6 33 12
Q
BTB—[g 1 0] Bl B RS R TIRT:
NEEE T R
41 2 -6 2 2 12 39
1 5
s [-1 23 47| 2 6| [30 3
CC—[ 5—67—8} 3 7 _[361?4]
4 8|
1 5 %6 -32 32 —36
e | 2 s[[1 23 32 40 -36 40
“| 3 7|| 5 67 -8]"| 3 -3 58 —68
4 -8 ~36 40 -68 80
6. Szamoljuk ki a kivetkezd matrixok determinansat:
11
21 2 . 12 3
a) [3 g] b) 14 4 5] cr[‘“"?‘ CF'““} )= [5 6 7| e ‘% 140
- lo 7 s —oma Ean 9 10 11
41
) . |30
Megoldas. a) A tanult képlet alapjin: | | 3 =3-3-0-2=9
b) A kifejtési tételt alkalmazzuk a harmadik sorra:
212
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0.

2o =1

1-6-11+2-7-94+3.5-10-1-7-10-2.5-11-3-6-9

since - sin e — cos o - (— cosa) = sin a +

Sl COsa
sin o

1 2 3
5 6 7
9 10 11

— CO8 O

d)} A Sarrus-szabaly alapjan:
e) Most sor- és oszlopmiiveleteket végziink:

)

c

o- o0
o e R T s

o oo
==l T}
-

0oo -1



1. Szamitsuk kl a. megadott matrix rangjat A € R figgvényében!

A 1
a il
ll 1 AEJ
Megoldas. A tanult médon sor- és oszlopmiiveleteket alkalmazunk
0 1-2% 1-2A 1—)\2—‘ 0 1-2 1-2A I—AQ—I
r(A)=r 1 A 1 A =r 1 0 ] ]
lU 1-A A-1 AE—AJ |_CI 1—A A-1 AZ—AJ

Vizsgaljuk elszir azt az esetet, amikor A = 1. Ekkor behelyettesitve a kapott matrixba:
]
r(A)y=r 1
]
Tegyiik fel most, hogy A # 1. Ekkor a kapott matrix elsd és harmadik sorat eloszthatjuk
(1 —A}val:

SV | e la"‘]) (e 6]

0 1 -1 -A ([0 1 -1 —,\J)
0 2+A 0 1 00 0 1
{1 0o o0 of|)=rf|[10 0 0]|]=2
0 0 -10 00 —10

2. Allapitsuk meg, hogy a megadott egyvenletrendszereknek hany megoldasa van az uw, v valds
paraméterek figgvényében!

oo o

00
0 0! ], amibal r(A) = 1.
00

£ 2 — 1 et et =

r+2r—19 = 3

a) Ty —wurs = 2 b) Ty -7t %y = v
ture — 9

i -1yt urg+1y3 = 3

Megoldas. Mindkét esethen az A egyitthatd és az Ay kibSvitett matrix rangjat fogjuk

JD) 1<) (e ) (6

a)

[ 1 2

1 —u

A\l
Ha u + v # 0, akkor (u + v)-t hasznilva kinulldzhato a masodik oszlop, amibdl r(4y) = 3 és
r(A) = 2 adadik, azaz ekkor nines megoldas. Tegyiik fel, hogy v +v = 0, azaz u = —v. Ekkor,
hau= -2 (&sigy v =12), akkor r{A) = 1 < r(4;) = 2, azaz nincs megoldis. Ha —v=u # -2,
akkor rv(A) = r{Ay) = 2, tehit, mivel az ismeretlenek szdma 2, egyetlen megoldas van.

b)

2 1 1|4 D -3 3| -2 (o —3 3| -2
12 —1|af]| 1 9 3 1 00 0
’ 1 -1 2|w A I O R T "o -3 ale-3
1w 1|3 D ut?2 0 6 [0 w+2 0 @

D -3 3| -2 0 03 0

B 1 00 ol i 00 0

1o 0 0|w—1 R 00|v-1

D ut?2 0 6 0 ut2 0 6
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Lathato, hogy ha v # 1 vagy u =

—2, akkor r(A) < r(Ay), tehit az egyenletrendszernek

nincs megolddsa. Legyen most v = 1 és u # —2 Ekkor az utolsd oszlop (u + 2) segitségével
kinullazhatd, tehat r{ A} = r(4) = 3, azaz az egyenletrendszernek egyetlen megoldisa van.

3. A Cramer-szabily segitségével szamoljuk ki a megadott egyenletrendszerben a megadott

ismeretlen értékét!

i 2I|+£2+I3+Id+£5 = 2
zy + 2oy + dug — 2oy 6 T+ 2ttt = 0
20y —19— 203 — 3y = 8
a) ,Ta=7 b)) mtr+dmtratr = 3 Iy =1
I+ 219 — 13+ 214 = 4 [ !
Dps — 31 +9I + 1 _8 £1+I‘3+LS+4I4+£5 = -2
! R 1 itz trgtryt+hs = 5
Megoldas. a) Az egyiitthatomatrix determindnsa:
1 2 3 -2 1 2 3 -2 1 2 3 -2 1 2 3 -2
2 -1 -2 -3 o -5 & 1) (0 -5 -8 1 |0 -5 -8 1]
3 2 -1 2 0 -4 —10 &) |0 3 5 0f |0 3 5 0|
2 -3 2 1 0 -7 -4 5 0 18 36 0 0 18 36 0
1 2 3 -2 13 -2 2 1 3 -2 2
0 -5 -8 1 01 -5 -8 01 -5 -8
o o0 -8 ol loo o0 -8 oo 18 3| ~IIIS(I8=3A
0o 1 36 0 00 18 36 oo 0 -18
Kicserélve a negyedik oszlopot a konstansok vektorira, a kapott determinans hasonléan
kiszamolhata:
1 2 3 &6
2 -1 -2 §
3 02 1 4| %
2 -3 2 -§
Ebbél a Cramer-szabaly alapjin x4 = % =2
b) Most
21111
12111
1131 1)=08
11141
11115
és
21111
02111
31 31 1(=98
-2 1141
51115

amibdl 1 — o = 1.

4. Vizsgalja meg, hogy a megadott transzformacid linearis-e, és ha igen, irja fel a matrixat R

megadott bézisiban!

@+ ([3])-1
2 (3]
o 1([3])-

dr+y
5r—2y
3z +y 1
5r—2y "™ |1
Jr+y+1
5r — 2y

], a szokisos bazisban

[

]_, & szokAsos bazishan



Megoldas. a) Mivel
Iy Ty - Hry +xa) +( +a) | _ 3y + -
L([!h}r{w]) a [5(31+£z)—2(y1+!rz]] B [5I1—9y1] ’ [51'2—?!#2} B

s ) (3))

. Ax B Ay + My | Ir+y | T

“L([Ay )‘[5{,\1—)—2(@} “Mosr_ay | T G | )

a transzformécid linearis. Mivel egy L linearis transzformécié matrixa a B = {by, by, .. b}
bézishan az az M matrix, melynek oszlopvektorai rendre [L(E] )]B s [L(Ez]] FRETES L{En]l] o igy
M felirasahoz azt kell megvizsgalnunk, hogy mik lesznek L él és I ( ? koordinatai

a szokasos bazishan. Most L([é}) = [g] s L([?}) = {_é] Fzen vektorok

koordinatai éppen a vektorok soléisos bazisbeli koordinatai, igy M = g _a |

b} A transsformécié megegyezik az eldzd [eladatbeli transzformicidval, tehat linedris. A

feladatunk, hogy L (|: i i|) = |:§i| és I ([ _1 ]) = |::g ] koordinatdit kiszamoljuk

a megadott bizisban. A szokAsos szamoléssal az adédik, hogy [§i| =%|:}]—%|:_1
_2__91_5_1_.__ r _3
[ ] -ma] -] e[

c)MivelL([ED=[é]?‘[g

azonossiag nem teljesil a nullvektorra tetszdleges skalar esetén).

, €5

, a transzformacid nem linedris (pl. a masodik vizsgalt

. Irja fel a megadott linearis transzforméciok matrixat a sili/tér szokdsos bazisaban!
a) a sik origd koriili forgatasa o szdggel pozitiv forgasiranyban

b) az origdn Atmend, i = norméalvektori sikra vett merdleges vetités

o az origdn atmend, i = norméalvektori sikra vett tiikrizés

e ———
OR= Ol
L e ——

—

d) az r = y = =z egyenes koriili, 120°o0s forgatis, a pozitiv ortians feldl nézve pozitiv

forgasirinyban

Megoldas. Az eldzd feladat alapjan azt kell kiszdmolnunk, hogy a szokisos bazis vektorait

a megadott linearis transzformiciok melyik vektorokba viszik.

e . 3 3 1 , COS . 0 )
a) Az origé korili o szogi ellorgatis utdn 0 képe [ ain & i|, és [ ) ] képe
[ cos(a + 907)

sin(a + 00°) ] = [ T ] Tehat a forgatds matrica:

CO8

A [ cosa sina ] _
—sino coso
b) Idézzilk fel, hogy a b vektar dval parhumamos és ré merdleges komponensei rendre
T

Siesh, —bh— 1_:'”_ Mésrésat, az ¥ = | y J helyvektorii pont vetiiletének helyvektora

by =

Bi

z



éppen 7 fi-re merdleges vetiilete. Igy alkalmazva a tanult képletet, a vetiilet helyvektora
|' r— A A:+E;’-_|—C7: '|
y— B . ﬁ:iﬁ T— 'z

|_3—('.'-"

. A képletet felirva a szokdsos bazis vektoraira, a vetités matrixira

& =
4+
+

W
—_

PR B L e
COAEBRC | a0 pe oy p |
adodik.
©) A b) részhez hasonld gondolatmenettel
Mo L lgz tgjﬁ * eroiom a0 l
AP e lape eaBoce

o [o] 7 (7] Lo L]

l 0 . Tehat a transzformécid matrixa:
0

1 '| [ 0 D '| [ 0 0 '|
d) A 1} és | 0} bazisvektorok képei az elforgatds utdn rendre | 1 [, [ 0 | és
1

6 Egy A négyzetes matrix ortogondlis, ha A~ = AT é& idempotens, ha A* = A, Igazoljuk, hogy
ha A ortogonalis, akkor det(A) = £1, és ha idempotens, akkor det{A) = 0 vagy 1!

Megoldas. A determindnsok szorzastétele alapjan det{ F,) = det{ A1 A) = det{A™") det( 4),
azaz det(A™1) — ﬁ(ﬂ] minden A invertdlhaté matrixra. Mésrészt az eladason elhangzotiak
alapjan det(A”) = det(A). Tehat ha A ortogonilis, akkor det(A) = gz, amibél az allitas
elemi atalakitésokkal kivetkezik. Hasonléan, ha A idempotens, det{A) = det{A?) = (det{A))?,
melynek megoldasai det( A} = 0 és det(A) = 1.



1. Hatdrozzuk meg a sajatértékeket, sajitvektorokat!

- 1 00 1 -33 300
a) |n = —4 2 — c |
)[25} b}l;g_ ) (0 4 3 d -2 1 2

00 1 410

Megoldas. a) Az A (nxn)-es matrix A sajatértékel a det( A —AE,) = 0 egyenlet megoldasai.
Oldjuk meg ezt az egyenletet a fenti matricra:

‘2"‘ 2l o520 -2.2-X_TA+6

2 5-A

A kapott masodfoki polinom gydkei A =6és Ao =1
A A sajatértékher tartoed sajitvektorok az (A — AE, )¢ = [ egyenlet nemnulla megoldésai itre.
Megoldjuk a fenti egyenletet mindkét sajatértékre. A Ay = 6-hoz tartosd sajitvektorok a

-4 2 x| | —4z+2y| |0
2 -1 y| 2r—y | |DO
vektoregyenlet nemnulla megolddsai, melyek tekinthetdk a hozzatartozé homogén linedris

egyenletrendszer nemtrividlis megolddsainak. Az egyenletrendszer megoldisat az A — A Fa
egyiitthatdmatricon végrehajtott Gauss-eliminacio alkalmazasaval is megkereshetjiik.

|2 4]=[2 4]

Az ennek megfeleld egyenletrendszer megoldasa 2r—y = 0, azaz y = 2r, ahol © £ B tetszdleges.
Tehat a Ay = G-hoz tartozd sajatvektorok: U7 = IT é i|, ahol © # 0 tetszdleges. Hasonléan
kaphatdak As = 1-hez tartozd sajatvektorok: v = | _? ], ahol y # 0 tetszdleges.
1-A 0 0
b} Az a) rész modszerét alkalmazzuk. Most a sajatértékek a —4 2—A 1| =
4 2 =3-A

A — X = 0 egyenlet megoldasai, melyek Ay = 0, da = 1, A3 = —1. A A = D-hoz tartozd
0

1

sajatvektorok a 07 = z g— , = # 0 alakd vektorok. A Ay = 1-hez tartozd sajatvektorok a
1
g =x| —14 | x # 0 alakid vektorok. A A3 = —1-hez tartozd sajatvektorok a o = y

G

0
1 k)
- 1
y # 0 alaki vektorok.
¢) Az el@zchoz hasonléan det(A — AFEq) = (1 —A)-(4—A)- (1 —A), melynek megolddsai Ay = 1

és A =4 A A = l-hez tartozd sajatvektorok a o = x| 0 |, = +# 0 vektorok. A Ay = 4-hez
0
1
tartozd sajatvektorok a th = ¢ | —1 |, r # 0 vektorok
0
d) Most det(A4 — AF3) = (3= A) - (A — A —2), melynek gydkei Ay = 3, Ao = 2 &5 Ay = —1.



2
A A = Jhoe tartozd sajatvektorok a vy = y| 1 -|_. y # 0 vektorok. A Ay = 2-héz tartozd
3
]
sajatvektorok & % = 2| 2 |, 2 # 0 vektorok. A Az = —1-hex tartozd sajatvektorok az
1
A
vy =yl 1 },y+#0 vektorok
1
. Tudjuk, hogy az A = ! T métrix egyik sajatvektora ¥ = [ 1 ] Hatérozzuk meg az a

paraméter értékét, a sajatértékeket, és a masik sajatvektort!

Megoldas. Szorozzuk dssze a maitrixot és a vektort:

Mivel v sajatvektor, a végeredmény © skalarszorosa, azaz a megfeleld koordinitaik ardnya
dllandé. Tehat: 6 = a + 1, amibél a = 5, és a hozzdatartozd sajatérték Ay = 6. Helyettesitsiink
vissza A-ba a = 5-t. & alkalmazzuk az elded feladat modszerét. Most det(A — AFs) =
A — 2) — 24, melynek gyikei Ay = 6 (ahogy lattuk mar), és Ay = —4. A Aj-hez tartozé

1
—1 |

sajatvektorok a v =« ‘ i ], x # [ vektorok. A As-hoz tartozd sajitvektorok a ih = x
T # 0 vektorok.



1. Szamoljuk ki a kivetkezd hatarértékeket:

Ty +3 . sin T . sin(z’y)
im —— b) m — o) im  ———
(za)=(00) Ty +4 (z,)—+(0,0) COS Y | (za—+(0,0) T2 cos
im oY e) lim _ arctg(ry) - sin —— f lim —
(=y)—+(03) T (=3)—(0,0) s =ty [z} (0.0) ¥ )
. Ty . dry . . Ty
lm —— h lim ———— i lim ————
e) ()= (0,0} 202 + 2y ) (z )= (0,0) 202 1 2y ) (zai+(00) 22 4 32
3ot 4 5y . 2+ 2 : . + 1y —
im % k) lim w 1) lim ¥
(=u00) 22° +y =2 T -y (00 T+ Y +

Megoldas. a) A megadott figgvény folytonos (0, 0)-ban, igy tnylliirfﬂ.ﬂh ;‘ﬁ% = c%%:% — %_

b) Hasonléan adédik, hogy lim 22z — =l
) Hasonldan adadik, hogy E=1BI]I—I'IEU1GJ“H ]

c) Vegyiik észre, hogy ha (z,y) — (0,0), akkor (%) — 0, tehat  lim S229) _ iy sint _ 1

(za)2(00) =¥ 0
- 2, o 2
Masrészt, lim  —Y — lim —%5 — 0. Tehat lim 229y Zlewl e
(g} +{00) =¥ y=0 ¥ (=) {00) =Y (zg)a(0) TV =

d) Mivel (x,y) — (0,3) esetén ry — 0, most [ Ijin%n,m ﬂ“jﬂl = 1 alkalmazasdval kapjuk, hogy
Il

lim =%.5—1.3=31

(xw)+(03) ¥

e) Vegyiik észre, hogy tetszfleges (r,y) € R? esetén |sin;];,| < 1. Masrészt,
mivel az arctg(ry) figgvény mindenhol folytonos, fgy  lim  arctg(zy) = 0. Igy az

(xp)—+(0.0)
arctg(ry) - sin Iaiy._. = |arctg(ry)| egyenlStlenség és a renddr-elv alkalmazdsaval az adédik,
hogy lIm  arctg(zy) - smn ;!_:_—95 =10

(z.p)—+(0,0)
[) Teszteljiik, hogy ha killonb&ed dtvonalon kizelitjiik meg az (r, y) ponttal az origot, akkor a
fiiggvényértékek hatdrértéke ugyanaz les-e.

limlimZ = lm0=0
y—rﬂ:—rﬂy w0

&5
lim lim = = lim = lim —.
—+0p—0 Y 1yl Yy
Vegyiik észre, hogy liurr_Jmi =ooés hm i = —oo, tehit nem létezik a kétvaltomds hatdrérték.
p—* -
g) Maost
B Ty . Ty
hm lm ———— = lim lim

z—+0 y—0 22 4 ?‘y—l y—+0x—=0 272 + 2!;'2 - D,
tehat lehet, hogy 1étezik a hatarériék. Kozelitsiik meg az origdt az y = mr egyenes mentén.
Ekkor
fi o) g, m _m
0272 + Hmr)? =02+ 2m? 24 2m?’

Mivel a végeredmény nem fiiggetlen m értékétdl, a hatdrérték nem léterik
h) Az eldzd feladathoz hasonld modszert alkalmazunk:

L Axy? . 3ny?
him lim i

z—+0 y—0 EIE + ?‘y—l - I—I}El EII—IE' QLQ -+ 2!;'2 =0

1



azaz lehet, hogy 1&tezik a hatarérték, melynek értéke 0. Az y = mr megfeleltetésnél:

I Imrt . 3mae?
1 = l1m =
=) ?Lg -+ Qmir'l =02 -+ sz

azaz tovabbra is lehet, hogy létezik a hatarériék.  Ellendrizzilk, hogy tényleg létezik-e a

hatarérték. Minthogy

3 2

Jry
272 + 2y?

Iry y

dry
2 2Tyl

2
ami tart nulldhoz, ha (x,y) — (0,0) (azaz ha ry — 0). Tehat a rendér-elv alapjan a hatarérték
létexik, és értéke (.

i) Most az Fﬂ"_—z;yl < || becslés alkalmazdsival adédik, hogy a hatarérték létezik, és értéke 0.
i) Ebben az esetben:

B & 3 + 57 . 3 3
rl—erElul—ltTEl 25T gt rl—ro%ﬁ o
és
2 2 =]
lim lim S22, g
w0 z—0 22 + ‘y‘l p—+0 yQ :
tehat nem létezik a hatarérték.
k) Alkalmas atalakitdsokkal
2,9 n a . 3_9
iy EtZmyty o 4y L Ty o,
(zp(2-7) x? — g2 rp=2-D(r+y)r—y) (2D —y 2+2

tehat a hatarérték létezik, és értéke 0.
1) A j) feladat megoldisihor hasonléan adédik, hogy a hatarérték nem létezik.

Brdyd
. Legyen f(z.y) = 4 =™ ha (Ly} 7 (0,0) . Mely pontokban folytones f7
0, egyébként

Megoldas. Az origd kivételével f folytonos. Szamoljuk ki a hatarértékét, az origéban. Ha
y = mx, akkor

im 3 (mx)? ~fim Im et _ Im?

=0 drd + T(ma)t r—0xid + Tmd) 4+ Tmt
Mivel a végeredmény figg m értékétdl, f-nek nem létezik (0, 0)-ban hatdrértéke, tehat itt nem
is folytonos.

1
. Legyen fir,y) = mtgcfiﬂ! ’ :;(E]I)izlf ©,0) . Adjuk meg c értékét figy, hogy [ minden

pontban folytonos legyen!

Megoldas. A Higgvény az origd kivételével minden pontban folytonos. Az origéban pontosan
akkor folytonos, ha itt van hatarértéke, és ez megegyezik c értékével. Szamoljuk ki a figgvény
hatarértékét a (0, () ponthan. Vegyiik észre, hogy ha (r,y) — (0,0), akkor z2 + 3% — 0, igy az
2 + 47 = 0 egyenlitlenség miatt ekkor ?111-_5.!' — oo, Mivel !llrl';lc arctgt — 5, azt kapjuk, hogy

lim  f(r,y) = 7, és a fiiggvény ¢ = § esetén lesz folytonos.
(=)= (0,0) ' '



4. Tovabbi gyakorld feladatok:

2 1_3
. r—y . T . et T
a lim =7 b Im —=7 c hm ————" =7
) (=)= (00) ¥ — y ) ()00} Y + y) ) i)z 1+ 202 + 32
. 1 . 4 3 . E
) lim -7 e) im —¥ 9 f hm (3 4 4y?) arctg S —2
(zy)=(lL1) T — gy (= y)—r[ﬂ 0) 21 + 8y (z,3)—+(0,0) y
2 2 oyt
J lim ﬂ -7 h) lim L“yl —? i) lim Sl
(zy)=+00) 2 + y? {:.y)-rcum 212 Sy (zp)—=(0,0) 22% + ofF

Megoldas. a) Eldszér megvizsgaljuk, hogy létezhet-e a hatarérték.

Y fim——
lim iy 25— ~ = = 1

Masrészt

o .oT
lim lim = lim — = oo.
0 y—0 79 — Yy =0

3
A kapott értékek killonbéznek, gy nem létezik a hatarérték
b) Az y = mr egyenes mentén vizsgilva

> 1

Sz tme)  m{itm)

A végeredmény m-tdl fiigg, {gy nem létezik a hatarérték
2

¢) A megadott figgvény folytonos (2, 1)-ben igy ]]in-E2 | 'ﬁe-;:;ﬂ_j;;&' = .;_11 =&

(=p)—+(2,
d} Most ]irrJ1 lin11 r%y = Iin} :_11' Minthogy ennek a fiiggvénynek a baloldali hatarértéke oo,

—3lp— 3

jobboldali hatdrértéke —oo, a kétvdltozds hatarérték nem létexik.
e) Az a) feladat megolddsihoz hasonléan levezethetd, hogy a hatarérték nem létezik.
f) Vegyiik észre, hogy tetméleges t € B esetén |arctgt| < F. Tehdt |{3:7'1 —4y2)a,rctg$ <
3 (3% +497)|. Minthogy (x,y) — (0,0) esetén 3z + 4y* — 0, a rendérelv alapjin a
hatérérték létexik, és értéke 0.
g) Most alkalmazhatjuk a |I—:;_%.‘;E < |sin2y| becslést. A renddr-elv alapjin a hatarérték
letexik, és értéke (.
h) A g) rész gondolatmenetével ugyanazt az eredményt kapjuk.
i) Az oright az y = mr egyenes mentén kzelitve

5 mis? m®
lim .
028 t e 2+ b

A végeredmény fiige m-tdl, {gy a hatarérték nem létezik.

5 Legyen f(r,y) = | THA b (nn) 70,0
0, egyebként

barmely egyenes mentén felvéve egy origohoz tartd pontsorozatot, az ezekher tartozo
fiiggvényértékek sorozatinak mindig ugyanaz a hatarértéke. Vizsgaljuk meg a figgvényértékek
sorozatinak hatarértékét akkor is, ha az y — =° egyenletii parabolan kizelitiink az origéhoz.
Van-e a fiiggvénynek hatarértéke az origéban?

. Mutassuk meg, hogy az origdn dtmend

Megoldas. Ha a pontsorozat elemei rajta vannak az y = mx, m € R egyenesen, akkor

.t 2 mr o+ (mx)? .+ -mzr+m?
lim < = = him 3 3
i 4 4 {mr:] x—+l) T 4+ m

ami figgetlen m-t8l. Mdsrészt, ha a pontok az egyetlen, a [enti forméban fel nem irhatd = =0
egyenesen vannak, aklkor:
fim 0+ 07y y?

=1.
0 0+ 42

Fizzel igazoltuk az elsd allitast. Ha a pontsorozat elemei az y = 77 parabolan vannak, akkor
lim et 4 l:jg:l 3 Y
0 44 ],I 3

Tehat az atvitelielv alapjin a figgvénynek nincs hatdrértéke (0,0)-ban.



1. Széamoljuk ki a kivetkezd figgvények parciilis derivaltjait!
2wyt
a) flr.y) = ; ] thn(c* + D+ (2y+ 1% b) flry)=2 —3zy" + 2 — Sy + In2

Megoldas. =a)

(EIE’“" + I’le"ﬂi) (222 + 1) —dz - 2% 9
! —
fz{I: y) (21—2 + ]_:]2 + I.l n l,
3 _ry? 9 .
1 o Ire 2y 5
filey) = g + 62+ 1) 2.
b)

filr,y) =3 -3 +2,  filz.y) = —6zy -5

2. Legyen f(z,y) = +/5(x — 1)1 + 432 Irjuk fel az elsérendi parcialis derivaltfiggvényeket! (Az
(1,0 p-ontba.n hasznaljuk a deﬁnlcmt ]

Megoldas. Legyen (r,y) # (1, U]l Ekkor az egyviltozds derivalasi szabalyok alapjan:

filx,y) = —(or—l]+4y} - 20(z — 1)%, f;{z__y]=%(5{z-1]‘+4y2)‘%-8y_

Lathaté, hogy az = — /T figgvényre vonatkozd szabaly miatt az (r,y) = (1.0) pontban
nem alkalmazhatjuk ezt a megoldisi modszert. gy az egyviltozds flgevény deriviltjanak
definiciajat alkalmazzuk:

e fm0) - fL0) L WEE-TT V-1 o
F0.0) = i T =l = ey~ iy Ve -1 =0
2
£(1,0) = limg LEO =SB0y, VA _ g, 2ol
ﬂ y— 0 0 u p—+0 U
Ez a hatarérték (és igy a megfeleld parcidlis derivalt) nem létezik, pontosabban lim 2l — 2

040 ¥
és lim el — 9
-0 ¥

3 Legyen flr,y) = (2z — y)* + 42* — 8y®  Szamoljuk ki az elsd & méasodrendi parcialis
derivaltakat! Hol derivalhatd (totdlisan) a figevény? Mivel egyenld grad f(1,2)7
Megoldas.
filz,y) = 20—y 24120%  fi(z,y) = —4(20—y)*-16y; [l (z,y) = 48(2r—y)*+ 2z
- g = o 2
ol y) = fye = —24(2r — )% wlTy) =12(2r —y)" — 16.

Mivel az elsdrendii parcidlis deriviltak minden pontban folytonosak, {gy a fiiggvény mindenhol
totdlisan derivilhata.

(grad )(1,2) = (£1(1,2), 1(1,2)) = (12, 32).

L2+ 6x+ 3y, ha (r,y) £ (0,0);
0 egyébként.
Hol differencialhato (totalisan) f7

4. Legyen f(r,y) = Mivel egyenls fl(x.y) & fi(z,y)?



Megoldas. Ha [r,y) # (0,0), akkor

vy - (z- 2?20 o

d =
fz) T
2y(z—2)- (£ +4°) — (z -2y - 2y

f[:'l:jy} - {I-l_'_yg}? +3

A (0,0) pontban a definiciat hasznaljuk:

. Gz —10 . (24 3y) -0
' _ -y

LO0 =lg——g =6 g

ahol az utébbi hatarérték nem létezik. Lathatd, hogy f parcidlis derivaltjai minden (r,y) #
(D,0) pontban folytonosak, izy ezekben a pontokban [ totdlisan derivalhatd. Masrészt a (0,0)
pontban még y szerint sem derivilhatd, igy nem totdlisan derivalhatao.

]

sn(y?+2:8) o 0.0\
. Legyen f(r,y) = N a (x,y) # (0,0);

0 egyébként.
a) limgzyy0m flx,y) =7 Folytonos-e f az origéban?
b} f1{0,0) =7 (Hasznaljuk a definiciét!)

c) Totdlisan derivilhaté-e f az origiban?

Megoldas. a) hmg o0 S, y) = hmg o ﬂ';,{i:_'i,ffl -/ y? + 212, Vegyiik észre, hogy
ha (z,y) — (0,0), akkor 4* + 22% — 0. Igy alkalmazhatjuk a |ir% Z82 _ | hatarértéket, ami

alapjan limg s 0m flz,y) = 1-0=0= f(0,0), tehat f fol}'to:lh'os (0, 0)-ban.
win(22¥)

b) f2(0,0) — lim 2= — fimy sn2) . V35l Mivel az els§ tényezének a hatarértéke 1, a
misodik tényezdnek nines hatarértéke, fgy a parcialis derivalt nem létezik.

¢) Az eldzd észrevétel miatt a fliggvény nem totdlisan derivilhaté az origoban.

. Adott az f(r,y,z) = 2° +y* + 27ye™ fiiggvény. Mivel egyenls grad f(—1,1,0)? Miért létezik?
w9 g _ 9

Megoldds. A parcidlis deriviltak ff(r,y,z) = 327 4 Zrye™, filzyz) = 4 +

%€, fllr.y.z) = =y - 2=, Mivel ezek léteznek a (—1,1.0) pontban, f-nek

létezik a gradiense is ebben a pontban. A definicid alapjan: (gradf)(—1,1,0) =

(f2(=1,1,0), fi{—1,1,0), f1{=1,1,0)) = (1,5,2). A parciilis derivilas definiciéja alapjén:

o (g, 2) = (9, 2) = dye™.

. Irjuk fel az f(z,y) = (2x —y)? + 42? — 8y fiiggvény Fo(1,2) pontbeli érintésikjanak egyenletét!

Megoldas. A z = f{r,y) figgvény felirhatd, mint az f(r,y) — 2 = 0 egyenlettel adott
Flr,y,z}) = flz,y) — = Higgény egy szintfelilete. A tanultak szerint az érintdsik egy
normélvektora gradF értéke a megadott (1,2, f(1,2)) = (1,2,—12) pontban. A gradiens
gradF' = (16z — 4y, —4x + 2y — 8 —1), ami a megadott pontban N = (gradF)(1,2, —12) =
(8, —8, —1). lzy az érintésik egyenlete 8(r — 1) —8(y—2) — (2 +12) = 0, azaz 8z —8y—z — 4.

. Irjuk fel az f(r,y, z) = 2’y +yz—52? figgvény gradiensét! Miért létezik a gradiens? Szamitsuk
ki az f Higgvény Fy(0, 10,1} pontbeli & = (—3,4,0) irdnyd derivaltjat!



11.

. Az flz,y) =

Megoldas. A gradiens gradf = (2oy, 2% + 2,y — 102); azért létezik, mert a figgvénynek
minden pontban léteznek a parcidlis derivaltjai Lathatd, hogy [ parcidlis deriviltjai minden
pontban folytonosak is, fgy f totilisan derivalhaté is minden pontban. gy az irdimymenti
derivalt kiszamitasara alkalmazhatd a ta.nult képlet. Eldszor keressiitk meg & megadott iranyi
egységvektart: & — £ — =340 = (—2,4.0). Kell a gradiens értéke a megadott pontban:

W = o
(grad f1(0,10,1) = (0,1,0). Az irdnymenti derwa.lt. értéke (gradf)(0,10,1). &= 4.

E]

. Adott az f(z,y) =3y + eV — 2y arctg% fiiggvény és a Fy(0, 1) pont.

a) fulz,y) =% flr,y) =7, hay #0.

b) Irjuk fel az f figgvény B, pontheli érintdsikjanak egyenletét!

c) Mennyl az f fliggvény I, pontbeli ¥ = (2, —7) iranyt derivaltja?

d) Adjuk meg az f fiiggvény F) pontbeli iranymenti derivaltjanak maximuméat (minimumat),
és adjuk meg a maximumhoz (minimumhoz) tartozod irdnyt.

Megoldss. ) fi(r,y) — oo —2y—io . b — g2 — Fo & filny) = 3+

(} ¥ Tty

Dryem” — ?arctg— - Qy—; ( ?—} =3 4 Qoye™” — ?arctg 4+ 28 b) Az eldzd feladat

1+ = Ty

eredménye alapjin f1(0, l]l = —1, & f(0,1}) = 3. Masrészt f{D 1) = 4. Tehat az érintdsik:

—(x -0+ 3y —1)—(z2—4) =0, azaz z — Iy + 2z = 1. ¢)] A Iy pontban f parciilis
derivaltjai folytonosak, tehat itt f tatélisa.n derivalhatt. lzy alkalmazhaté az eldadason tanult
képlet. A megadott irdnyi egységvektor £ = % = (\/55’ Eﬁ} A gradiens értéke a megadott
pontban (grad f)(Fy) = (—1,3). Tehat az irdnymenti derivalt fI{0,1) = (grad f}(0, 1) -&'= %
d} Az elSadason megheszéltek alapjin totlisan derivilhatd figgvény esetén az irdmymenti
derivalt értéke a gradiens irdnydban maximalis, az azzal ellentétes irinyban pedig minimalis.

A maximalis/ minimalis érték pedig |{gTadf)l[Pg]| = /10 és —|(grad f 1 Fh)| = —/10.

képlettel megadott felilletre a {: .1} pont [Glatt egy vizcseppet ejtiink.
Merre fog ehnéu.lnl'? Mekkora az adott pontban a rnaxlma.lls meredekség?

Megoldas. A esepp arra fog elindulni, amelyik irdnyban a fiiggvény értéke a legnagyobb
mértékben csikken, tehdt a miniméilis irdnymenti derivilt irdnydba. Az eldaddson tanultak
szerint ez éppen a fliggvény adott pontbeli gradiensével ellentétes irdny. Sedmoljuk ki a
gradienst: (gradf)(z,v) = (—2y% =1 3fe ) azaz (gradf) (—%_,l} =(-2,2). fgya
csepp a (2, —3) vektor altal kijelélt iranyban fog elindulni. Az adott pontban a maximalis
meredekség a gradiens abszolit értéke, ami /(—2)2 + 32 — /T3

-E,—:; h (0,0
Legyen f(z,) { -3 eg_}'eb?ce:t O

a) lm  flr, y) =7 Folytonos-e [ az orig6ban?
(=)= (0,0}

b) fi(z,y) =7 fi(r,y) =T (Az origéban hasznéljuk a definiciot!)

c) Mennyi az f fliggvény (1, —1) pontbeli ¢ = (=5, 1) irdnyd derivaltja?

d) Adjuk meg az f figevény (1, —1) pontbeli derivaltjinak maximumat & minimumét!
)

[rjuk fel az f fiiggvény (1. —1) pontbeli érintésikjanak egyenletét!
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Megoldas. a) mm_f(rty] = 11—%;%@?5 = lI—IoTEIF = 5. Hasonléan LI_I'TE'll_I'T‘]Jf{I__y] =
lina_—;‘lfz = —3. Mivel a két hatarériék killonboed, igy f-nek nincs hatarértéke (0, 0)-ban, tehat

nem folytonos.

b) Ha (r,y) # (0,0), akkor

(222 + y?) — 4x(z? — 3y?) - 14zy* — 1427y
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Masrészt,

2
%—_ +3 = 13
£1(0,0) = Tim —0; (0,0)=lim 2= 2
y—+0 u o+l T

ahol az utdbbi hatdrérték nem létezik, azaz [ nem derivilhatd o szerint a (0,0) pontban.
c) Az (1, —1) pontban, a parcidlis deriviltak folytonossiga miatt f totdlisan derivilhatd. &=

\.-_’;F \.-’E) Masrészt (gradf)(1, —1] = {M ”} Igy az irdnymenti derivals f/(1,—1) = —%.
d} A maximum |(gra.df](l -1)| = , 85 a minimum —i
e) Mivel f(1, —l) —3; az ermt.cumk eg_}enlet-e -g—I:I - l) + {y +1)—(=+ g) = (), azaz
14 14

TI+?‘_¥,I'—Z=§.



