Megoldasok a tobbvaltozos fliggvények és sorok témakorhoz

1. Keressiik meg a kivetkezd fiiggvenyek lokalis szélsdértekeit!
a) flzy)=(r-3y+3°+(x-y-17 b) flz,y)=(z-y+1)*—(z* - 2)*

- 20 50
c) f(z,y)=1"—32"+ 22y +y* —4 4 Jy) =+

e) flz,y)=dry—z* -9
Megoldas. a) A parcialis derivaltak
fe(zy) =2z —3y+3)+2r—y—1) =4z -8By + 4

oz, y) =2(r — 3y + 3)(-3) + 2(r —y — 1)(—1) = —8x + 20y — 16.
A fliggveny staciondrius pontjai az f,(z,y) = fy(z,y) = 0 egyenletrendszer megoldasai Jelen
esethen az egyetlen megoldas Fp(3.2). Azt, hogy itt van-e lokalis szélsGérték, a masodrenda
parcidlis derivaltakbol alle Hesse-determinans vizsgalatdval dimgjitk el A masodrendii
deriviltak:

flzy) =4 [ylz.y) = fizlr.y)=-8  fylr,y)=20.

A vizsgalt pontban (&s minden egyéb pontban) igy a Hesse-determinans:

4 —3
—8 20

‘::1-21]—(—8)2=IE::-D,

tehat a fiiggvénynek a vizsgilt pontban van lokalis szélsGértéke. Minthogy f2,(3,2) =4 = 0,
igy a szélsdértek egy lokalis minimum. A minimum értéke f(3,2) = 0.
b} Az elsérendd parcialis derivaltak

iz, y) = 2(z—y+1)—2(22-2)(2r) = —42* +102—2y+2; flz.y) = 2(z—y+1)(-1) = —27+2y-2.

Megkeressiik a staciondrius pontokat. A méasodik derivaltat egyenlivé téve Oval y = = + 1
adodik. Ezt az elsé egyenlethe helyettesitve —4r® + 8z = 0, amibdl = = 0, vagy = = +/2.
Tehat a stacionarius pontok Py(0,1), Pa(v2,v2 + 1) és P3(—v2,1 — v/2). A masodrenda
derivaltak:

feelz,y) = —120% 410, frizy) = fnlzy)=-2  fhlzy) =2

lgy a Hesse determinans Dz, y) = (—122? 4+ 10)-2—(—2)? = 16 — 242, A vizsgalt pontokban
D(Py) =16 = 0, D(P) = D(Fs) = —32 < 0, tehat egyediil Pj-ben van lokalis szélsGertek.
Mivel f7(0,1) = 10 = 0, ezert itt lokalis minimum van. Ennek érteke f(0,1) = —4.

) Az elsérendi derivaltak

folz,y) =32% — 62+ 2y;  fy(z,y) = 2o+ 2.
lgy a stacionaris pontok P,(0.0) és P, (5, —%)- A masodrendn derivaltak:
frlzy)y =6z -6 folzy)=fi.(z.y)=2  fglry)=2

igy a vizsgalt pontokban a Hesse-determinans [N FP)) = —16 < 0 és [N F,) = 16 > 0, tehat
egyedill a P pontban van lokalis szelsdertek. Most f7, (3, —3) = 10 > 0, azaz Pa-ben lokalis
minimum van, melynek erteke f(Py) = -3

d) Az elsérendn derivaltak

, . 20 , 50
fz(z,y) = —20x 3+y:y_F; fy(ray}:I_E



Megkeressiik azokat a pontokat, ahol mindkét derivalt nulla. Az y = ;’3 kifejezést a masodik
derivialtba behelyettesitve az ¢ = % egyenlet adédik. Mmthogy = 0 esetén f(r.y) nem

értelmezett, az egyetlen megoldds az © = 2, melybal y = 5. Tehat az egyetlen staciondrius
pont a P(2,5). A masodik derivaltak:

Uy 40 o rr . " 100
x=(1,Y) = F w2, Y) = fielzy) = 1 flz, y) = F:

amibdl [)(2,5) = 3 = 0, tehat P-ben van lokalis szélsérték. Mivel f7,(2,5) = 5, ez minimum,
melynek értéke f{2,5) = 30.
) Az elsérendi derivaltak:

filzy) =dy—42%  fi(z,y) =4z — 4°

Ebbél az elgzé feladatokhoz hasonloan kaphatok a staciomarius pontok: FPi(0,0), Fh(l.1),
Py(—1,-1). A masodrendd derivaltak kiszamoldsa utan adodik a Hesse-determinans:
D(z,y) = 144222 — 16. Mivel D(0,0) = —16 < 0, D(1,1) = D(—1,—1) = 128 > 0, igy
FPo-ben és Py-ban van lokilis szélsGérték. Minthogy fr.(1.1) = fi.(—-1,-1) = —12 < 0,
ezekben a pontokban lokilis maximum van, melyek értéke f(1.1) = f(—-1,-1) =2.

. Keressiik meg az »* + y* + y — 1 fiiggvény maximumat és minimuméat az {(z,y) | z° +y* < 1}
halmazon!

Megoldas. Vissgaljuk meg eldsziir a lehetséges szélsdértékhelyeket a halmaz belsejében.
Mivel f(z,y) = z*+y*+y— 1 minden pontban (totalisan) derivilhaté, igy a halmaz belsejében
[ csak stacionarius pontokban veheti fel a szélsdertekeit. A parcidlis derivalvak:

flzy)=22;  f(z,y) =2y +1,

melyek egyetlen zérushelye a Py (0, —%} pont. Minthogy P, a halmaz belsejében van, P egy
lehetséges szélsGertekhely.

Elgfordulhat, hogy egy szélsderték a halmaz hataran talalhaté. A halmaz hatarpontjainak
koordinatéira teljesiil az 2 = 1 —y?® dsszefilggés, ahol —1 < y < 1. Tehat ezekben a pontokban
az [ fiiggveny értéke g(y) = (1 —y*) + > + vy — 1 = y. Ezen egyviltozos fiiggvénynek a
[—1,1] intervallum belsejében nincs lokalis szélsGérteke, globalis szélsdértékei az y = +1 helyen
talalhatok. Ezekben a pontokban r = 1 — (£1)* = 0, tehat a hatarpontok kizti lehetséges
szélsGertékhelyek a Pa(0, —1) és a P3(0, 1) pontok Igy f minimuma és maximuma a megadott
halmazon az f(P)) = —2, f(Pa) = —1 és f(Ps) = 1 értekek koiil keriil ki. Tehat a megadott
halmazon f a P; (0, —3) pontban minimalis és minimuma f(F;) = —2, mig a (0, 1) pontbhan
maximalis, és maximuma f(0,1) = 1.

. Legyen f(r,y) = 7*y°. Keressilk meg f lokalis szelsGertekeit! Keressiik meg f minimumat és
maximumat a (0,0), (1,0), (0, 1) csacsok altal meghatarozott haromszéglapon!

Megoldis. A fiiggvény maximuma és minimuma lehet a hiromszig belsejében, valamelyik
élének belsejében, valamint valamelyik csicsban. A haromsziglap belsejében mindegyik
lehetséges szélsdertekhely egy stacionarius pont. Minthogy fi(r,y) = 32%° & fi(r,y) =
5r*y!, a staciondrius pontok a koordinitatengelyek pontjai amik nem esnek a tartomény
belsejehe.

A (0,0) és (1,0) csucsa €l pontjai felithatek (r,0) alakban, ahol, » € [0,1. Igy itt a
gi(r) = f(zr,0) = 0 fiiggveny szélsGertékeit keressitk, ami minden pontban felvevadik, és
erteke 0. Hasonloan, a (0,0) és (0, 1) csicsa €l pontjai felithatok (0, y) alakban, ahol y £ [0,1].
Ekkor az el pontjain f ertékei go(y) = f(0,y) = 0, igy minden pont szélscertékhely. Az
(1,0) és (0,1) csnesn €l pontjai felithaték (x,1 — x) alakban, ahol = £ [0,1]. Itt a figgvény



gs(z) = f(r,1—2) = 2*(1 — )5 Mivel gi(r) = 32%(1 — )% — 52 |:1 — ) = (1 — £)*(3 - 8z),
melynek lehetséges szélsdertékhelyei az » = 0, v = 1 65 az » = pnntok loy f lehetséges
szélsoertekei az f(z,0) =0, f(0,y) =0eésaz f(3,1-3) = 3'355 kcrzul keriil ki, igy a megadott
haromszdglapon a minimum 0, a maximum %;i %
A lokalis szelsdervekek meghat&mz&s&hm megvmsgah a Hesse-determindans erteket a ket
koordindatatengely pontjaiban, azaz a stacionarius pontokban. Mivel fI (z,y) = 6xy®,

wlzy) = fi(z,y) = 152%°, fi(z,y) = 202%°, a determindns értéke mindegyik ilyen
pontban 0, tehat ezen vizsgalattal nem dénthetd el, hug}r ereken a helyeken f-nek van-e lokdlis
szélsderteke. Eitdl fiiggetlenil is lathato viszont, hugr f eldjele az elsd és harmadik negyed
belsejshen pozitiv, mig a méasik két negyed belsejében negativ, igy f-nek egyik ilyen pontban
sincs lokalis szélsGértéke.

4. Géza a pajtija falahoz egy 1 m? térfogatn, feliilrd] nyitott, téglatest alaki szénatarolot szeretne

épiteni. A tarolo egyik oldalat a pajta fala alkotja, csak a maradék 3 oldalat és az aljat
kell elkeészitenie. Hogyan méreterze a téglatestet, hogy a lehetd leghevesebb anyagot kelljen
felhasznalnia? Oldjuk meg a feladatot agy is, hogy a tarolé aljat a fold alkotjal

Megoldas. Jeldlje a szénatarolo vizszintes élei kiziil a pajta falara merdlegesek hosszéit =, a
vele parhuzamosak hosszat y, 65 a szénatarolo magassdgat . Ekkor, mivel a téirolo térfogata
1 m?, fennall a zyz = 1 egyenldség. A tarolo elkészitéséhez felhasznilandé anyag aranyos az
elkészitett felillet nagysagaval, igy az A = 2x2 + y2 + 2y kifejezés minimumat keressith. Az
ryz = 1 egyenldségbdl y = L, amibal A = A(r,z) = 22z + 1 + %, x,2 > 0 adadik. Ezen

ketvaltozos fiiggveny elsérendd parcidlis derivaltjai A (x, 2) = 22 — —-_r es A(r,2) =2r — =
Mindkér derivalt a P (_’ﬁ ?) pontban malla. Megvizsgaljuk hogy tényleg van-e lokilis

minimum ebben a pontban. A Hesse determinans [z, y) = —4, azaz D{P) =12 = 0,
tehat van lokalis szélsoertek P-ben. Minthogy f7.(P) =4 > 'D ‘it lokalis minimum van. Az
optimalis téglatest méretei r = = = %, y= 4

Ha most a tarols aljat a fild alkotja, akkor a minimalizalands kifejezés az A = 2zz2+yz = —+—
ahol =,y = 0. Ennek a kifejezésnek nincs staciondrius pontja, azaz lokilis minimuma
sem. Megfigyelhetd az is, hogy ha =,y elegendden nagy, akkor A tetszdlegesen kicsi pozitiv
szam lehet, azaz ebben az esetben tetszdlegesen kevés anyaghol tudunk egységnyi térfogatni
szénatirolot épiteni, ha a tarolé magassigit elegendden kicsire, és a mésik két meéret
mindegyikét elegendden nagyra tervezziik.

. Hatdarozzuk meg az alabbi fliggvenyek lokalis szélscertekeit!

a) flry)=2"-0r+y’ -6y D) f{I,yJ=2x+y+I;4!,f

) Je) =+ &) f@y) = 129+ 2e 4y -8 +y)
e) flz,y) = riy+8y—:-: £) fry) =22+ 47 + dry + 9y

Megoldas. A megoldis menete megegyezik az 1) feladat megoldasainak menetével, igy csak

a végeredmeéenyt kiziljiik.

a) A stacionarius pontok P;(—v/3,3) és Py(v/3,3). A Hesse determinans értéke Pi-ben negativ

és I-ben pozitiv, igy csak FPrben van lokilis szélsderték.  Mivel fr.(Fh) = 0, itt lokalis

minimum van, melynek értéke f(FPy) = —6/3 — 9.

b) Az egyetlen staciondrius pont P(1,2). Mivel IX(P) = 3 > 0, itt van szélsdérték; mivel
z=(P) =4 > 0, ez lokilis minimum, melynek értéke f(F) = 6.

c) Az egyetlen stacionarius pont P(1,1). Minthogy D) F) = 27 = 0, itt van szélsGértek: mivel

fo(P) =6 =0, ez lokalis minimum, melynek értéke f(F) = —

d) Két stacionarius pont van: Py(0,2) és Fa(4, —2). Most D(P,) =48 = 0és D( ) = —48 < 0,



igy egyediil P;-ben van lokalis szélsgertek. Mivel f7 (F) = 4 > 0, ez minimum, melynek értéke
£(0,2) = —24.

e) Az egyetlen staciondrius pont P(2,—1). D(P) = 48 > 0, tehat itt van szélsoértek.
Minthogy f7.(F) = —1 < 0, ez lokalis maximum, melynek ertéke f(FP) = —6.

f) Az egyetlen stacionarius pont P (—3,2). Mivel D(P) = —12 < 0, a fiiggvénynek nincs
lokalis szélsderteke.

. Hatdrozzuk meg a z = 4 — 2 — y° egyenletii felilet = > 0 része és az 7y sik altal
hatarolt térrészbe irhato maximdilis térfogatn téglatest oldalait, ha a téglatest lapjai a
koordinatasikokkal parhuzamosak.

Megoldas. Feltehetd, hogy a téglatest alapja a z = 0 sikban van. Legyen a téglatest
valamelyik csticsa (a, b, 0), ahol a,b > 0, és 4 —a® —b* > 0. Ekkor a téglatest alaplajanak tobbi
csticsa (—a, b, 0), (a, —b,0) és (—a, —b,0). Igy a téglatest éleinek hossza 2a,2b,4 —a® — b*. A
térfogata V' = 4ab(4 — a® — b*) = 16ab — 4a®b — 4ab®. Ezen fiigevénynek egyetlen stacionérius
pontja van a,b > 0 esetén: a P(1,1) pont, mely belil esik a vizsgalt tartomanyon. Minthogy
D(1.1) = 512 = 0, itt van lokalis szélsdértek, és mivel Vi;(1,1) = —24 < 0, ez lokalis maximum.
Vegyiik észre, hogy a = 0, b = 0 vagy 4 — a® — b* = 0 esetén a téglatest térfogata mulla, igy a
térfogat a maximumat tényleg a vizsgilt tartoméany belsejében veszi fel, azaz P-ben abszolat
maximum is van. A maximum értéke V'(1,1) = 8, és a téglatest oldalainak hossza 2, 2 és 2.

. Egy téglatest egy pontban dsszefuto eleinek dsszege 60 cm. Mekkorak az élek, ha a teglatest
térfozata maximalis?

Megoldas. Jeldlje a téglatest éleinek hosszat r. vy, 2. Mivel az egy ponthan dsszefuto élek
tsszhossza 60, igy 2 = 60 —x —y, ahol 0 < z,y és ¢ +y < 60. A téglatest térfogata
Vir,y) = zy(60 — r — y). Ezen figgvénynek egyetlen stacionarius pontja van a vizsgalt
tartomanyon: P(20,20). Most D{FP) = 1200 > 0 és V(FP) = —40 < 0, tehat P-ben lokalis
maximum van, melynek értéke V(20, 20) = 8000. Mivel a vizsgalt tartomany hatédran a térfogat
nulla, az eldzd feladathoz hasonléan kévetkezik az is, hogy P-ban globalis maximum van.
Ebben a pontban a téglatest mindegyik éle 20 cm hossza



1. Szamoljuk ki:
a}f rydry) =7 A={y]o<z<1 0<y<i)
A

b) f[qzsin(;y}d{r,yj=? A-{wy|1sr<3 02y<T]

5 fj;zdl[z,y]=? T={{L,y}l|£2“_:y‘_:ﬂ:+2}

o [[Gazn-2 1-{wl|t
T —

}Eyi%liziﬂ
&) ff ysinz® d(x,y) = ?
T

Megoldas. a) Az integrilasi hatirok 0 << 1 < 1 és (0 < y < 1, azaz az integral

1 pl 1 Lyg 1 1£ I% 1 |
Jlorvtew = [ [Fevivare [[5] oo [7oe-[5] 5
b) Most
ff:sm dlr, y) = ff rEin(Ty dydr—f [— cos d._s fl—c:cus—dz—

= [L—EsinE] =2+£
1

w 2 T

] A hatargirbék metszéspontjainak r-koordinitil az = = r + 2 egyenlet megoldisai, azaz
= —1 és 19 = 2. Tehit az integralasi hatarok —1 < r < 2 é&s 2 < y<r+2

2 2 LS Id' 2
ff:d Ty} = f / rdrdy = f [ryﬂ'z dI=f 4 2r—rdr = [?+;g _T] -
-1 -1 -1
1o g2 o) 2 £ 4 9
ij=/[ —dyd_c=f [——] du:=f —ztodr = [——+—] =—.
ff 1 Joy? t vl 1 2 4], 4
1 pvE ir.a JE .
fﬁysinrzd{r,yj=ff ysinrzdydr=f [%sinu:] dr=[ Z sinrldr —
o Jo o |4 o o 2

. [_cc::r];= 1—::151_

{zy)|0<y<vr 022 <1}

2

2. Cseréljik fel az integralas sorrendjét, és ssamoljuk ki az alibbi integralokat:

1 1 1 2
}ffysim*dmy -7 b) [f—-lcosl:zzjdzdy=?
0 Sy 0 Jay
2 1 8 p2 1
e dr dy =7 d ff — dydr =
: ji; fmfz ’ ) o JoryTr1 ™



Megoldas. a) Felrajzolva a tartoményt leclvashatdak az forditott sorrendid integralas
hatarai: 0 <y < /T és 0 < 7 < 1. Azaz az integril éppen az elzd feladatban szerepls
utolsd integral, melynek értékét mar kiszdmoltuk.

b} A forditott hatdrok: 0 <y < Fés0<r<2 [gy az integral:

fj::im{z*]d;dy=]:f4cm{z'3]dydz=f [y cos(e2)]F dx =

2
=j; 9z cos(x?) dr — [sin(x?)]? = sind.

¢) A forditott hatarok: 0 <y < 2rés (0 <x < 1. Ig.'

2 1 2 1 Dy 1 1
f f e drdy = f f e dydr = [ [ye"?] dr = f Dre™ dr = I:EI!] =e—1
0 Sy o Jo i 0 [1 o

d) A forditott hatarok 0 < ¢ < * és 0 < y < 2. Tehat:

/.a 2 1 ot 3 - ¥
v [ v [ o
uf.azzy"'Fly o Jo ¥+1 zdy o Lyt+1], Y

a i) 2
B y N l A _|nl'i"
_fu—yd-l—ldy_[allnly +l|]u— 1

3. Szamoljuk ki
1 5 ) P .
=) f,[qmdu,y} =1 A=a (0,00 (1,1) &s (1,0) csicsi haromszog

b ff;d;, — 7 A={(ry) Rz >0,22 <y <4
) Ami.y}' {(x,y) e B y < 4}
c) ffzyd{z,y]=? T hatargorbéi: y =0,y =6 — z,y = /T
T

d) ffsinzz—yﬂd{ﬂ:._y]=? T={(z,y) |y* <sin®z,0< <}
T
Megoldas. a) Az integralds hatarai 0 < ¢y < rés 0 < ¢ < 1. Tehat

1 il _f1 T 1 e 1 y Id‘_ 1 T e
_/:/:.,_l+1'2 {L'y]_uful+f3yz_£ 1+I'lnr_j;1+f3 B

1., 1" 2
= |:§|I'.I.|I + ].|:|EI = T
b) Mivel az y — 1* girbe és az y — 4 egyenes metszéspontjai r = +2, vizolva a tartomanyt
leolvashaték az integralasi hatarok: ©* <y <4 és0< <2 Igy

T 2 4 T 2 2
——d(r, =f[—d' d:r=[ i arsh y|* dI=[I arsh4 — arsh %) dr —
Jgrmgieo = | Lot = [l do = [ )
2
2 2 1[(;4+1]’fl YT
il

~  —2r 2B
- —-—dz=f—dz=—
o Jo 2 VITH1 0 VI +1 4 2
¢) Az y = /T és az y = 6— 1 gorbék egyetlen metszéspontja P4, 2). Az integrilas sorrendjének
megfelelen kétféle paraméterezés kiwt vilaszthatunk Az elsd esetben két normaltartomany

2 5
= ?{a.rsh:l—arshj] %



uniéjara bontjuk az eredeti tartomanyt, melyek hatdrai: 0 < y < /T, 0 < = < 4, valamint
0<y<b—x 4<r<6 A misodik esethben egy norméltartoméanyként irjuk fel a hatarokat:
P <r<6-—yés0<y<2 Miaz utébbi utat kivetjik

2 by 2 276w 2 o 5
s [ [ i [[[5] e [0
T b Sz o L2 [, o 2 2

2.9 4 2 =
| L g ¥ _ X 2 ¥ _
_L' L6y + 18y — Ly [3 25 + Oy 12]0 -

d) Mivel < = < 7 esetén sinx = (), exért az integrilis hatiral —sinx < y < sinx. Tehat:

x psinz ® 37 snz
f/sinzi:—ygd{r,y]=/ f sin%ﬂ:—y‘ldydlc=f [ysin‘lr—y—] dr =
T o —sinT o 3 —sinx

T4 4 . . 9 4 costr|T 16
—j; §sm J.:d'._c—ij; SN T — SIN T Cos Ld’..c—i[—ms:+ 3 ﬂ—?.
. Szamitsuk ki az 1y 2* dV integral értékét, ha az elss térnyolcadba esd V korlatos térrész

Vv
hatérai a z = ry egyenletii felilet, valamint a z =0, r = 1, y = (0, y = © egyenletil sikok.

Megoldas. Az integralis hatarai 0 < 2 <oy, 0 <y < rés 0 < o < 1. Tehat:

1 z Ty 1 x a_47 TV 1 £ [
ff ry‘lzsdv=f // ry‘lzsdzdydr=ff |:J.:yz:| dyd_r:=f f J'j—y-:i'_i‘.u:lf_r:=
v o Jo J0 o Jo 4 0 o Jo 1
1 7= 1,12 1371
=/ [f"‘_!-f] deI_dL:[I_] _ L
o L 28 g n 28 364], 364

. Szémitsuk ki a megadott feliletekkel hatdrolt korlatos térréss térfogatit!
a) y=0y=22=0,2=2—-2¢2

b) !=y+z,y=0z=0z=2
Megoldas. a) A = — 2 — z° feliilet és a z — 0 koordinitasik metszete az = — +1 egyenesek

unidja. Igy a térfogatot kettds integrallal kiszamolhatjuk, ahol a figevény z — 2 — 20%, és az
integralas hatdrai 0 <y < 2 és —1 < = < 1. Tehat:

1 2 1 1
1f=/ fﬂ—?ﬂ:zcﬂydz=f [y(2—2;23]3¢=f 4— 4t dr = [4:-%:3
—1Jo -1 -1

b) A térbeli tartomanyt vézolva a hatéarok: 0 < 2 <2 —y 0<y <z’ és0 <z <2 Igy akar
kettds, akir harmasintegrallal meghatarozhato a térfogat. Most az utobbit valasztjuk, eklkor
az integralando figgvény az (r,y, z) — 1. Tehat:

2 2 z’l—y -} =2 2 4
V=f f [ 1d3dydz=f f I‘l—ydydu:= L—dﬂ:=l_,—ﬁ.
o Jo Jo 0 Jo o 2 2

Y16
43




1

Szamoljuk ki:

o [[ar— T-{@y|P i<t 0<y<s)
T

b) //HydT=? T:{(r,y]|l'_<1'2+y2g4.IEO.yZO}
T

c) //71y‘dT=? T={(I,y)|4§;r?+y2§9, IZO,yZ\/i:r}
&

Megoldas. a) Térjiink at sikbeli polarkoordinatarendszerre, azaz alkalmazzuk az r = rcos ¢,
y — rsing helyettesitést. Ekkor a tartomanyt meghatirozé egyenlGtlenségek 2 < 4 és
0 < rsing < rcos¢, azaz leegyszerisitve 0 < v < 2é 0 < ¢ < 5. A transzformécié
Jacobi-determinansa a tanultak szerint r, azaz a transzformédcié végrehajtisa utin az integral:

24T 2 I G i
// yng=/ rsin¢-rde | dr = radr-/sin2¢d¢;’>: [r_] '[__sm__cp] %
T 0 i} 4 0 2 4 0

b) Sikbeli polarkoordinatarendszerben a tartoméanyt meghatarozé egyenlétlenségek 1 < r < 2
és 0 < ¢ < 7. Igy az integral:

i 2 3
//IdeT=/ /r20052¢-rsin¢-rd¢ dr=/r4dr-/c032¢sin¢d¢=
7 1 0 0
B -
N 15
2

c) Sikbeli polirkoordinatarendszerben a tartomany 2 <r < 3 éssing > V3cosd > 0, amibél

—1.

(e =]

ot

<o <3 gy
3 I
// Try'dT = / /7r5cos¢sm o-rdo dr=/7r6dr-/cos¢isin“¢d¢=
2 3
4 5413 9 _
= [r]5- [s“; ‘-”L — 2059 . = ](;/g

Szamitsuk ki az /:/ I—id‘T integral értékét, ha Taz 4 < 12 +y? <25, 2 <0,y >0
"ty

egyenlétlenségekkel adott tartomany.

Megoldas. Sikbeli polarkoordinatakat hasznélva a tartomany 2 <r <5, 3 < ¢ < 7. Igy

Ty reosg - rsing i 7 L.
= dP = /—-rdg) dr = /r2dr»/cos<psm¢d¢
//; vEt e [ x J 2 z
2 2

31° [sin26]” 29
= ?2- 2 ‘:_?.

I

Szamoljuk ki az 12 + y® = 1 egyenleti henger és a z — 0, valamint a 2 = 2 — 1 — y egyenletil
sikok altal hatarolt térrész térfogatat!




Megoldas. Vegyiik észre, hogy ha =2 + 3* < 1, akkor 0 < 2 — ¢ — 3. Igy a kérdéses
térfogatot kiszamolhatjuk, mint az f{r.y) = 2 — 1 — y figgvény integraljat az =° + y° < 1
egyenldtlenséggel adott T kérlapon, tehat V' = [[ 2 — = — yd(r,y). A kétvaltozés integralt
sikbeli polarkoordinatakra dttérés utin szamoljuk ki Ekkor a tartomény 0 < r < 1 és
0 < ¢ < 2w Tehat:

1 Zx 1 2
V=] (f (2—rmﬁ¢—rsin¢]rd¢)dr=f (f ET—Tzooscp—Tzsinrﬁd:ﬁ) dr =
o \Jo o \Jo

1 1
- f [?n;'r—rzmscp — r?sin :1'?]3’T dr = f dwr do = [2?TT2:; = 2w,
o o

4. AV korlitos térrész hatarai a z — /T2 + 32, illetve a 2 = 1 egyenletii felilletek. Szamitsuk ki

az fff vt + y? dV integral érvéket!
1_."

Megoldas. AV térrészt az o2 +3° < 1 és /2 + 32 < 2z < 1 egyenlitlenségek hatrozzak
meg. Hengerkoordinatikra Attérve az egyenldtlenségek 0 < r < 1, r <2< 1é&0 < ¢ < 27
alakiiak. Mivel a Jacobi determindns r, izy az integral:

JJ] VAR - fU (f ?d¢) dz) dr=[j(fj GO ) dr

0 r

1 1 1 1
_f fz ?d d_f '?'1d-_ 2 ﬂd_ r! Tii_l
= Tr dz = [T.Z_T T—f’i" —rdar = T—TD—E
] o

T o

5 Szamoljuk kia z = /22 + y? ésa 2 = 6 — 2° — y* egyenletii feliiletek Altal hatarolt korlitos
térrész térfogatat!

Megoldas. Hengerkoordinatakban a két feliilet egyenlete 2z — 5 és 2 — 6 — 1. Mnel r=0
az v = 6 — r* egyenlet egyetlen megoldasa r = 2 és 0 < r f-_i 2 esetén r *’C 6 —r?. Tehit a
két feliilet altal meghatarozott korlatos részt a 0 < r < 2, r < z < 6 — 17 és 0 E ¢ =< Iw
egyenlitlenségek irjak le, és a térfogat

2 [ 2 G—r2 2
ff 1dv=f(f (fni::‘;) dz) d:r=f([ Eirrdz) dr=!:2wrz]5_"!dr=
1_."
0 [i] ]

L r

oo o3
2 3 '

=f—i’7rr3—2?rr?+12ﬂrdr=w |:————-|-ﬁr
0

6. Szamitsuk ki az f ryzdV integral értékét, ahol a V korlatos térrész az =° +3° + 22 < 1
gomb belsejének az ¢ > 0, y = 0, z = 0 térnyoleadba esd része.




Megoldas. Gombi polarkoordinatikra térink at, azaz alkalmazzuk az © = reosflcoso,
y = recsflsing, z = rsnf koordindtatranssformaciot. Ekkor az integralési tartoményt a

n

0<r<1,0<#<3%é&0<q¢< ] egyenlitlenségek irjik le. Minthogy a transformécié

3

Jacobi-determininsa = cos #, igy:

1

T E
ff -j:y:dv=h[ ‘[ frsoosaf?sinﬂoosl@sincpdgi dfl | dr =
Vv

L]

1

. 5 i 71 ot 1F Tsin2al? 1
= | ridr -fcosﬂﬂsinﬂdﬂ - | cosdsin gdg = [—:| . [——] . |: : :| _
6y 4 1 2 [, 48

[i]

7. Szamoljuk ki az 2 + y* 4+ 2% < 1 és a /17 + 97 < 2 < /317 + o7 egyenldtlenségekkel adott

térrés=e térfogatat!

Megoldas. Gombhbi polirkoordinitikra Attérve az egyenldtlenségek 0 < r < 1 ésreos# < rsnd <
+/3rcos@ alakiiak, amibdl az integralis hatirai 0 < r <1, 0 < & < 27 é&s = I'?%. A térfogat:

5 f I

v ff] - / /( _u/rzmw.;.) )i

=
T

1 ¥ In
=‘/r2dr-[cosﬂdﬂ-‘[ld¢=@.
T



1. Hatdroezzuk meg a kiwvetkezd sorok konvergenciatartomanyéit!

SN Y A DY =
n=1 n=1 ) n=1
d) Z—'[E::f;;:'n &) Y5 f) Z”g:l{z—:z]?"

n=1 n=1 n=1

Megoldas. a) Kiszdmoljuk a lim |ﬁu+—l| hatarértéket az a, = I;_‘LPE sorozatra:

—1n+1

; T peoon e 11

m |————| = lim im ==

n—40o0 [_1-]“ —4o0 2 — o0 2 a

= 2n+2 2+ 2
Ha a, konvergens, akkor limsupa, = JLTDG'” igy a konvergenciasugar r = i— = 2 A
hatvanysor kizéppontja a = 1, tehit a hatvianysor konvergens az (1 — 2,1 +2) = [—1,3)
intervallumon, & ennek kiilsé pontjaiban nem. Megnézziik az intervallum hatirit. Ha oz = —1,

akkor a hatvianysor értéke i [___1]" (-2 = i l, amirdl ismert, hogy divergens. Ha r = 3

at helyettesitiink, a E -[—L numerikus sort kapjuk. Ez a sor viltakozd elfjelii, az elemei

=1
abezoliit értékeinek sorozata nullshoz tart & monoton csokkend, tehat a sor Leibniz tipusi,
igy konvergens. A konvergenciatartomany: (—1,3].

b) Itt
{=1)"+1[{2n43)
lim _(m§]|+_  lm n+3 ~ fim 2+% B
n—oo [_1::;;{2::'1'” n—+oo I{gﬂ + 1)[2]’1 + 2]2 n—oo [2 + _]|: 4+ )}

tehat a konvergenciasugar v = oo, Tehat a hatvinysor az egész B halmazon konvergens.
¢) Hasonléan levezethetd, hogy a konvergenciasugir r = l Vizscrélju]f meg a konvergenciat

T = :I:1L ezetén. Ha © = —— , akkor a kapott numerikus sor E % Minthogy minden n > 1

n+ﬂ ki 1 1 - - T - - . -
esetén .y > iy =15, 884 E harmonikus sor divergens, a minorans-elv miatt ez a

n=1

sor is divergens. Legyen most © = 3 Ekkor a kapott sor Z - ;“g% Levezethetd, hogy

n]l_l:];lo—“g:"_'_—?.l =10, és a {;’E_"’_—%} sorozat monoton csdkkend n 2 T esetén, a vizsgilt sor leibniz-

tipusi, tehat knm’ergens A konvergenciatartomény: {—%,%].

d) Allalmazzuk a E (=l _ ;3_%;[;:—2]“ atalakitast. Frre a hatvinysorra az elzdelhes
n=1

hasonléan adadik, h::ugg. a konvergenciasugara r = 51 azaz, mivel a kbzéppontja a = —2, a

(— : —g] intervallumon konvergens. A két végpontban kulu:m megvizsgilva a kcumergencm.t

]a,t.ha.t_]uk hogy mindejyikben konvergens a hatvanysor. Tehat a konvergenciaintervallum:
17

(-3, -3

) \-regez.zuk el az 1 = y helyettesitést. Az eldzd modszerekkel levezethetd, hogy az

igy kapott E 7=y" hatvanysor konvergenciaintervalluma (-2, 2]. lgy az eredeti hatvanysor
n=1

—2 < 1% < 2 esetén konvergens, amibdl a konvergenciaintervalluma (- V2, '..-""_j ) Hasonldan

adodik, hogy a hatvanysor —9 < (r — 2)® < O esetén konvergens, amibdl a hatvénysor

konvergenciaintervalluma [ —1, 5).




2. Hatiroezuk meg a kivethezd sorok konvergenciasugarat!

=+ — (n+ )"
2) ; I[n+6}ln2+1£ b) ; al
Megoldas. a) Viesgaljuk az a, = —%};— sorozatTa a ]lm o|ay,| hatarértéket. Eldor
J(n+27 (n+2)" 1+ e

lim

. il . SE—— | = =
n—koa {n_l_ﬁ}n?-rl nl,n;o |:ﬂ-+ﬁ]"' m n—oc {1 +§} - o+ oo £

= |1ma—=e

-1

felhasznalva azt, hogy ¢m < ¥n+6 < ¥Tn < \,"'_ han>7 igya ]]I'ﬂ &'n = 1 neveretes

hatarérték felhasznilasaval a rendérelv alapjan lm ¢m+0=1. A klsza.mnlls hatarértékhbdal

azt kapjuk, hogy a viesgalt hatvanysor konvergenciasugara r = E—l,,- =el

b) Most
[t 2ymit n+l
- Tnri) - 1
Jim e~ Hm (l ta 1) -

Tehit a konvergenciasugar r = %

3. Adjuk meg az alabbi figgvények 1q bazisponti Taylor-sorfejtését és annak konvergenciatarto-
manyat!

1 1
a) flz)=——x =0 m=35 b) f{I]=I+9, =2 m=-3
1 I3 1 3t
) flt) == gol=Fz = n=0 d) flr)=—=. glr)=—= =n=0

Megoldas. Idézzik fel, hogy a % ¢" mértani sor pontosan |g| < | esetén konvergens, és

n=(
o
ekkor dsszege Eﬂq“ = 11_.;'
a) Az elfzd nevezetes sordsszeget alkalmazva %ﬂ = —‘—}.’ 1% - -1 E {5}11 = il —ai—:l—_. E5a
kapott sor |§| < 1 esetén, azaz a { 3, 3) tartomanyon konvergens. Masreszt Iln_= m =
%-]_{—,_5]= QE( o X _;Jrnl[z—ﬁ , &5 a kapott sa::|r|—I_a < 1| esetén, azaz a

(3,7) t.a.rt.::umamon ku:mvergens

b} Az eldzd feladat madszerével F}h.’ > %,#F{r 2)®, s asor —2 < x < 6 esetén konvergens.
n=l
Masrézzt #2 = =ﬂa%ir[ﬂ: + 5)", és a sor —8 < r < —2 esetén konvergens.
1 1 1 1o . =2
o) it = = ( ) —TT .Esa.su:lrl— |<:l,a.zaza —/3.43
R A R -y B 2 E S, T (—v3.V3)
intervallumon konvergens. Igy ;-f% xt EJ{ D zﬂ [3,,1] 5 g5 a sor ugyanezen az
intervallumon kcumergens
d) %‘F = Z C 1]“ ez a sor a (—7,7) intervallumon konvergens.  Emellett % =
E;"— n+4 s a sor ugyanitt konvergens.
n=0

4. Irjuk fel az alabbi fiiggvények ry pontbeli Taylor-sorit és annak konvergenciatartomanyét!



7. Tudjuk, hogy In(1 + ) =z —

a) fi(r)=sin3z® =0 b) falz)=e¥* zp=0; zp=3
¢) falr) =sh2r!, 1p=0 d) folr) =e ¥ chbz, zp=0

Meguldés a) A segédleten szerepld nevezetes hatvinysorok ket szerep-e] a sinr =

—1"  Intl =i Tov am Tp? — —1y il _ —{jm. g2t pint?
ET{E:JI—?: tor £ R egyenldsée. gy sindr ngm—wh]*—;%z}m +

és az egyenldség tetsznﬂegas x € B esetén fennall. Tehit a sor konvergenciatartominya R

b) Hasonléan % — E (C3 E ':'1—73:“_. tetszdleges = € R esetén.
= [

¢) Ugyanigy sh 2z! Z m (2)2mt1 — E -{[!2:—:}:—,:3""'4 minden = € R esetén. d) Mivel
. 5= 4 B 7= goym oy X amai—mm o
chir = L qgy fulr) = ST 30 BI04 45 I - 5 O s sor

minden r & | esetén konvergens.

. Adjuk meg az f(r) = 5s% % figgvény 1o = 0 bézispont Taylorsorfejtését és annak
konvergenciatartomanyat! Szamitsuk ki fO%(0) és FU0) értéket!

Megoldas. Hasonldan az eldzdekhez: f{r) = 5o° i%ﬂ = i 5—";;—?217?“"'3_. fs A
n=0 b B

_f':n:'[:ru:l{_j _ I{l:'

Lt

konvergenciaintervallum B Minthogy f xp kirili Taylorsora 3 , a fenti
o

sorral valé Gsszehasonlitasbal fO190) — 0 mivel f Taylor-sordban csak paratlan kitevés tagok
szerepelnek. Ugyanigy adadik az f0100(0) = 101! . %gﬂ]— egyenldség.

. Irjuk fel az f(r) = LE figevény xp = 0 bazisponti Taylorsorfejtését, és hatirozzuk meg
T+
a konvergenciasugarat (fj-et)l Az [ figgvény sorfejtésére timaszkodva ifrjuk fel az alibbi
fiigevények oy = () bazisponti sorfejtését!
a) glr) =In(zr+3), R, =7 b) hiz) = , RHy=?

1

Megoldas. Az eredeti figgvény Taylor-sora: flr) = 37 3,_“1_"_“1:“1 és ennek konvergenciasu-

m

gara Iy = 3.
a) Vegyiik észre, hogy g(r -I-Jf |n3—_rz—[3;¥ltt"dt=ln3+z{Es_ni-]:‘t"dﬁ=
0 n=0 n=0
In3 + Eﬂ n-::-]]];.“+ , felhasznalva a hatvanysorok tagonkénti integrilisira vonathkozd té-

telt. A g figevény Tan.lu:lr—sn:rranal{ konvergenciasugara megegyerik az [ fligevényével, azaz
Ha=Ry =13

b} Vegyilk észre, hogy f(x) = %F tehat hir) = -gf” E — 1)™2, mivel
hatvanysorok tagonként derivalhatoak. A konvergenmasuga.r Rg = R1 = 3.

2 3 !
?+?_I+"" R=1

2
a) Irjuk fel az f{z) = In (l + %) fiiggvény xp = 0 bazispontd Taylor-sorat, és adjuk meg
a konvergenciasugarat!
1
b) Az [ liggvény sorfejiését felhasenilva adjuk meg az In{1+ T dr integral értékét

az [ Higgveny negyedfokd Taylor-polinomjinak felhasznalazaval, &z becsiiljik meg a hibat!




oo Do

Megoldas. a) Mivel In(1 + 1) z U n gy 1n(1+ ) Z CI" 9 g a sor

konvergenciasugara Hy — /3.

b) Az integral végtelen-sor alakban is megadhatd tagonkénti integralassal: _rﬂl In (l + %ﬂ—) dr =
E J :::;l t 1 i e E nEE-:I;‘J;“ — % — Dl_ﬂ + % —.... Ha a kizelitésre [ negyedfoki Taylor
pnlmcrm_]at- haszna]]uk az 1nteg‘ra.1 becslésére, akkor, [ Taylor-sorat hasznalva la.lsha,t.u hogy a.z
n = 1.2 tagokat kell fizyelembe venni. Teha,t. az |nt-eg;ra.1 kizelits értéke: | = L‘E_D = m
Mivel a kapott numerikus sor viltakozo eldjeli, és az elemek sorozata monoton csukkem-'e tart
nulldhoz, a sor Leibniz-tipusi, {gy tetszileges részlettsszegnek a teljes sorbsszegtil vett eltérése

feliilrdl becsiilhetd a soron kivetkezd tag abszolit értékével. Mais seoval, | értékétdl az integral
legfeljebls —-t.el tér el

1. Irjuk fel az f(r) = fiiggvények g = [ bazisponti Taylor-sorit és

1 i L 1
ies C W ===

a sor konvergenciasugarit! Adjuk meg elemi miiveletekkel az ¥ egyiitthatait!

Megoldas. A tanultak alapjan tetszdleges o € B és |1 < 1 esetén | i (2)x™, ahal
@ afe—1). (o—n+l) § 1 - | 1 oo 1 m_ 1 o
(0) = Helaleonsd gy ) — 1 (14 (—5)F = @D{s}c—zn G
A sor konvergenciasugarat az |—%1| = 1 egyenldséghdl szamolhatjuk ki, azaz H; = 4.
Hazonléan adddik, hogy ?175- = E {;i:": {_%]Ig". és a sor konvergenciasugara fy = 2. Az

41 8ET -
1 egyiitthatdja [ Taylor-soraban &4 1'—1;( 7} = _1 %2_2_2. — %_ Hasonldan
egyiitthatdja g Taylor-sordban by = ggg

1
m LEE}'EIIIE ::l Wés:t(]:['.

a) Irjuk fel az f figevény Tg bazispontt Taylor-sorat és a sor konvergenciasugarat!
b) =® egyiitthatoja? (Flemi miiveletekkel adjuk meg!)
Q) JO0) =, fO(0) -2

1
- T °F . —: n .

Megoldas. a) Most f(r) = % . (1 + (—1—:)) = ] %{ =)™, és a sor

konvergenciasugara i = 4.

b) =¥ egyiitthatdia 1{1—113}3— } L —

c) 126 egyiitthatéja f—_mﬂ. Ty F(0) — Sile (TF) - 261 — ZRLBS80088.  Hasonléan adadik,

hogy f3)(0) = 0.

Irjuk fl a g(x) 2 gveny
_ Irjuk fel a gl o lusevénwy o

konvergenciasugarat! Szamitsuk ki g'®(D) és g™ (0) értékét!

= 0 béarisponti Taylor-sorit éz a sor

Megoldas. Az elded feladathos hasonldan gl r E %[_n%}13“+31 éz a konvergenciasugir

R =4. A deriviltak: g!1%)(0) = 0 é&s ¢"'"®)(0) = [—réﬁiacfl

172

. Adjuk meg az f dr integril értékét az integrandus nyolcadfokit Taylor

polinomjanak felhasznalasa.va.l &s becsiiljiitk meg a hibét!

12

Megoldas. Mivel ?]17- — ngﬂ 'I:_ s " || < 1 esetén, az integral | ?ﬁ-i: =
oo 1 1 . . -+ i n 1
n%{ﬂ:]w. A numerikus sor n-edik eleme a, = {n?:]mm =(-1) S AT

1}%% —’iﬂ—1 azaz lathatdan |a,| egy monoton cskkend, és (Lhoz konvergdld sorozat. Tehit
n

a sor Leibniz tipusil, gy ha az integralt a 3 oy véges osszeggel kizelitjik, akkor a becslésnek
k=0

az integraltdl vald eltérése legleljebb |a,.q|. Jelen esethen a nyoleadfokin Taylor-polinom
hasznilata esetén n = 2| tehat a kizelitd dsszeg ap + ay —&-3=%——!- -%— ﬁr'%'% = %1

és a becslése hibdja legfeljebb ag = Tﬁ]gmﬁ



5 Irjuk fel az f(r) = +/1+ 2r® figgvény zp — 0 bazisponti Taylorsorat és a sor
konvergenciasugarat! Szamitsuk ki f(0) és f1%(0) érteket!
Megoldas. A Taylor-sor: f(r E (7 4}:3“_, és a sor konvergenciasugara, a 2R* =
egyenldséget felhasznalva, i = 'ﬁ' ]g} _,I":*';':I (0) =2(3 } | — —304200, és fO9(0) = 0.

6. Legyen f(r) = 0 ha x € (—m,0], & f(zr) =2 hax € (0,7]. Irjuk fel f Fourier-sorat! Mely
pontokban Allitja eld [ Fourier-sora a figgvényt?

Megoldas. A figgveény és deriviltja szakaszonként folytonos, valamint a figgvény korlatos és
2o szerint periodikus, igy a Fourier sora pontonként konvergens. A Fourier -sor hatarértéke oy
ban f{x;), ha f folytonos xy-ban, egyébként a két féoldai hatarériék atlaga. Tehat a Fourier-sor
1 # kw, k € T esetén dllitja eld a figevényt. Szamoljuk ki a Fourier-sor egyiitthatdit:

1 f 1 f
=Eff(;}d;=5f2dr=l,
- [i]

L[_,I" r)eosnrdr = — f?cusmiﬂ—g[smm]:=ﬂ=

! n

T

— %j_f{i’]sinnzdz= %szsinfu:dr= ; I:—QDE'HI:ITr — 1{1 — cos(nr)) = 2(1 - ':_l:'"}'_

b 0 T nmw

lgy a Fourier-sor 1 + E M&m{nrj Megjegyezzilk, hogy észrevehetd, hogy, az

intervallumon v egpont_]a.lt.nl elteldntve, az f(r)—m figgvény paratlan, amibdl (szdmolis nélkiil)

kivetkezik, hogy a, =0, han = L

7. Legyen f: (0,27 = R, f(r) = r, és terjessziik ki ezt a fiiggvényt periodikusan R-re. [rjuk fel
f Fourier-sorat! Mely pontokban éllitja eld a Fourer-sor a fiiggvényt?

Megoldas. Hasonldan az elded feladathoz, © +f 2kn, k € & esetén allitja el§ a Fourier-sor a
figgvényt. Az egyilitthatdk:

Tehit a Fourier-sor fir) =7 — i %sinl:m:].
o

8. Legyen f(r) = 0ha r € (—m,0], & f(z) = /2 ha r € (0, 7. Irjuk fel f Fourier-sorat! Mely
pontokban Allitja eld [ Fourier-sora a figgvényt?



Megoldas. A Fourier-sor a figevényt =+ 2km, k £ E esetén allitja eld. Az egyiitthatdk:

m

1 T w
ﬂ°=ﬁf§d~‘=§=
0

1 [z 1 [zsin(nx)  cos(nr)]™ (=1)" -1
un—;ficm{n:]d:—ﬂ[ n  n? ] T
i
, ] o 4y L[ zoostnr) sinnz)]™ (<1
“_;fﬁbm{nrj T | n TR 0 2nw
i

. Jelgljiik f-fel az abszolitérték-figgvény periodikus kiterjesztését a [—m, ) intervallumrél a
szamegyenesre. Irjuk fel a Fourier-sorat!

Megoldas. Mivel a figgvény az © # 7 + 2kn pontoktal eltekintve péros, igy b, = 0 minden
n = 1 esetén. A Fourier-sor egyiitthatoi:

L3

1 lPé
a0 = 5= I|d;r=;f;rc£_z=§.
- 1

T

a0 - E!Imb(m}ldj N E |:I5i]1|:ﬂ.£}| N cccus{gn-_i:]]r B (-1 — 1]_

T m Tt Tt i} HEGT

[gy a Fourier-sor: f(r) = T+ ﬁ_:;':;noos{nr}.
n=1



