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1. fejezet

Bevezetés

A diplomamunka soran kooperativ jatékokrol lesz sz, kiilonb6z6 specidlis valtozataikkal
egylitt. Olyan jatékokat vizsgalunk, melyekben bizonytalansdg van, nem tudjuk pontosan,
hogy a jovében mi fog torténni, de tudjuk, hogy milyen esemény (jaték) mekkora valé-
szintiséggel kovetkezik be.

A kooperativ jatékokat két kategdridba sorolhatjuk aszerint, hogy a kifizetések tet-
sz6legesen atruhdzhatdak a jatékosok kozott (T'U-jatékok), vagy sem (NT'U-jatékok).
T'U-jatékok sordn van egy tetszdlegesen oszthaté elem (példaul pénz), melyet a jatékosok
tetszOlegesen atadhatnak egymdsnak egy koalicion beliil, és mindenkinek ugyanannyit ér.
NTU-jatékok esetén megadjuk, milyen kifizetések koziil valaszthatnak.

A dolgozatban vizsgalt probléma gazdasagi alkalmazdsai az id6 folyaman folyamato-
san er6sodnek, egyik ilyen példdul az dgynevezett bankcsdd probléma (bankruptcy prob-
lem, /Aumann és Maschler | (1985)), mely a kovetkez6:

Ha egy bank csddbemegy, tehdt nem tudja kifizetni az addssagait, akkor kérdés, ho-
gyan ossza szE€t a vagyonat a hitelez6i kozott gy, hogy az minden fél szdmaéra ,,igazsdgos”
legyen, ne tudjanak a szerz&désbeli szétosztasndl jobb megoldast taldlni. Az addssdgok,
kovetelések Osszege meghaladja a szétosztasra szant vagyont. A pontos jovébeli vagyon
nagysdga nem egyértelm, a koriilményektdl fiiggden tobb értéket vehet fel. Tobb maod-
szer is van, ami szerint szétoszthatjuk a vagyont. Kérdés, melyik az igazsidgos, melyik a
jO, amire minden résztvevd igent mond? Minden mdédszernek van valami elonye a tob-
bivel szemben. A probléméaval Habis €s Herings | (2011) foglalkoztak, akik bevezették a
TUU-jaték fogalmét. A céljuk az volt, hogy stabil megolddsokat keressenek, melyektdl a
jelenben a jovore tekintve (ex-ante), és a jovobeli konkrét megvaldsuldskor visszanézve
(ex-post) se érje meg egyik félnek sem eltérnie. Ezekre az 6nkikényszeritd megolddsok-
ra bevezették a Gyenge-Szekvencidlis mag (W .S-mag) fogalmat, az ismert megoldasok

koziil kevés esik bele ebbe a halmazba. Ezt a W .S-magot is fogjuk vizsgalni.



A cél sziikséges és elégséges feltétel szolgaltatasa a W .S-mag nem iirességére. Elég-
séges feltételeket mar ismeriink. Az 4j eredményeink: egy konstrukcié, mellyel a WS-
magnak egy masfajta jaték magjaval valo ekvivalencidjat mutattuk be, ennek segitségével
egy elégséges feltételre adott alternativ bizonyitds. Példakat adtunk, melyek igazoljak,
hogy ezek a feltételek nem magatdl értet6ddek. Vizsgaltunk egy sziikséges és elégséges
feltételt, am a tétel bizonyitdsa hibdsnak bizonyult, a tétel allitdsara ellenpéldat nem sike-
riilt konstrudlnunk. Az elsé szdmu szerzdvel konzultaltunk ezzel kapcsolatban, aki ezt a

s

hidnyossdgot megerositette.



2. fejezet

Nem teljes szerzodések

A kozgazdasdgtanban a szerzodéselmélet a gazdasagi felek kozti szerzodések felépitését
vizsgélja. Egy szerzddést teljes szerz6désnek hivunk, ha minden valtozét és paramétert
szamitasba vesz, azok minden lehetséges értékét és valtozasat figyelembe veszi. Teljes
szerzOdések esetén a felek a szerz6dés végéig elkotelezik magukat a szerz6désnek, asze-
rint cselekednek. A szerzddés betartasat torvény altal ellendrzik, azt megszegni, felbonta-
ni nem lehet, vagy csak nagy biintetés aran.

Ha valamely tulajdonsdg nem teljesiil, akkor nem teljes szerz6désrdl beszéliink. Ennek
tobb oka lehet: til sok kimenetel lehetséges, til sok valtozé van, amiktdl fiigg a szerz6dés,
vagy a jovOben nem ellendrizhetdek a koriilmények. Ha valamilyen nem véart esemény ko-
vetkezik be, akkor dltaldnos mddszer, ha minden fél beleegyezik, hogy 1j szerz6dést irnak.
A szerz6dések nem teljességének tovabbi okai is lehetnek, példdaul, ha minden lehetséges
kimenetelt szdmbavettiink, akkor is nehéz az eseményekhez valdszintiségeket rendelni. A
teljes- €s nem teljes szerzodések alapjairdl Salanie | (1997) irt.

A mi témank azt az esetet nézi, ha a szerz6dést nem lehet er6szakosan betartatni tor-
vény altal, vagy tilsdgosan koltséges, bonyolult lenne ellendrizni. Ilyenkor a felek eltér-
hetnek a szerz6déstdl, ha az szamukra nem kedvezd fordulatot vesz. Olyan szerzddéseket
vizsgélunk, ahol a felek hosszi tavi megegyezést kotnek, és a jovében kozos profitot
szétosztjak egymads kozott. Mivel a szerz6dést nem lehet betartatni a felekkel, és nem sze-
retnénk, hogy 4j szerz6dést kelljen iratni, igy a cél egy szerz6dés mely sordn a felek végig
egyiittmikodnek.

Minden résztvevordl feltessziik, hogy raciondlis, igy az egyiittmiikodéshez sziikséges,
hogy a szerz6dés onkikényszeritd legyen: a felek barmilyen méodon a szerzddésben fog-
laltaktol eltérve rosszabbul jarjanak. A szerz6dés betartatdsdra egy modszer, ha a felek a
kolcsonosen egymdsra vannak utalva, egymas nélkiil nem tudnak profitot termelni, példa-

ul megosztjdk a termelést, mindenki specializalodik valamilyen alkatrészre vagy gyartasi



folyamatra. Ilyenkor is el6fordulhat, ha nem megfelel volt a szerz6dés, hogy valamely
résztvévo kiszall, és sajat céget alapit példaul a tobbi résztvevdk egy csoportjaval, ezal-
tal megsziinteti az egyiittmikodést. Az is kérdéses, hogy egydltalan lehet-e ilyen 6nki-
kényszeritd szerzddést iratni, vagy mindenképp lesz olyan esemény, amikor megsziinik
az egylittmiikodés. Ezen szerzO0dések modellezésére, stabil szerzddés keresésére, illetve
annak létezésének ellendrzésére szeretnénk a dolgozatban vélaszokat taldlni a kooperativ

jatékelmélet alkalmazdsaval.



3. fejezet
T'U-jatékok

A fejezet sordn atruhdzhat6 hasznossagu jatékokrol lesz szo, melyeket roviden 7'U-jaté-
koknak hivunk, az angol kifejezés roviditéseként kaptdk neviiket. A jatékosok Osszefog-
hatnak egymadssal, koalicidkat alkothatnak, igy mds értéket érhetnek el, mint a a tagok
kiilon-kiilon. A jat€kosokbdl allé halmazokat tehat koalicioknak hivjuk, az 6sszes jaté-
kosbdl éll6 halmaz a nagykoalicid, a jatékos nélkiili halmaz az tireskoalicid. A jatékosok
ezekben a jatékokban egy koalicion beliil szabadon dtruhdzhatjak egymasnak az értékei-
ket. El6szor bevezetek jeloléseket, majd definidlom az ilyen jatékokat:

Jelolések:

N ={1,2,...,n}.

N az N nemiires részhalmazai.

e x5 € RV, S € N jelolje a karakterisztikus vektort, melynek minden S-beli koordi-
natdja 1, a tobbi 0.

e 1 az x vektor C-re vett vetiiletét, C C N, azaz:
¢ ={yeRC |y =2a'iecC}

e [, jeloli az indikdtorfiiggvényt, azaz 1, ha a feltétel teljesiil, O egyébként.
e RV={\:ScN = AseR}.

e Ay jelolje az egységszimplexet:
R-en, Ay ={z €R"a">0Vie N, Y, ya'=1}.

e Ag={z € AN, 52" =1,VS eN}.

A legyen a Ag halmazok S € N feletti Descartes-szorzata.



Ay jelolje az egységszimplexet: RV -en:
Ay ={NeRV, | Xs > 0VS €N, Y gy As =1}.

Legyen z,y € RY,
erz>yea >y ieN,
e x>y >yésx Fy,

r>ysat >y i€ N.

3.0.1. Definicié. A jdtékosok nemiires, véges halmaza N = {1,2,...n}, av: 2% — R
fiiggvény pedig minden C C N koaliciohoz hozzdrendeli a v(C') értékét, a v()) = 0
feltevéssel. Ekkor v egy TU-jdték. A nemiires koaliciokat N -nel jeloljiik. Az N véges,

nemiires jdtékoshalmazbol dllé TU -jdtékosztdly jelolésére G -t haszndljuk.
Ezen jatékok egy specidlis osztdlya a konvex 7T'U-jatékok:
3.0.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a v € G~ TU-jdték konvex, ha
v(C)+v(T) <v(CUT)+v(CNT), C,TCN.

Konvex T'U-jaték soran tehat a v fiiggvény szupermodularitasat tessziik fel.

3.0.3. Példa. TU-jaték: Legyen v € GV TU-jéték, a harom jatékos hdrom mez&gazdasdgi
termeld, akik 6sszefoghatnak egymdssal a kozos termelés érdekében, szerszamokat, gépe-
ket egyiittesen hasznélhatjdk. Az aldbbi tdbldzat az egyes koaliciokhoz tartoz6 értékeket

tartalmazza:

| | f2) | (8} | {12} [ {13} [ {2.3} [ {1.2,3)
falsfsl e 7 [ s [ n

3.1. tablzat. A[3.0.3példabeli TU-jték

Konnyen ellendrizhetd, hogy a jaték konvex, példaul:
v({L,2}) +v({1,3}) =1+ 7< 1+ 11 =v({1}) +v({L,2,3}).

A kovetkezSkben a nagykoaliciéhoz tartozé v(N) értéket fogjuk szétosztani a jatéko-

sok kozott.

3.0.4. Definicié. Jelolje x° € R az i € N jdtékos részesedését. A v jdték egy lehetséges
kimenetelét a jdatékosok kifizetéseit tartalmazé v = (x');eny € RY vektorral jellemezziik,

és kifizetésvektornak nevezziik.



3.0.5. Definicio. Egy x kifizetésvektor a C koalicio szdmdra elérhetd, ha

Z z' < v(C).

A nagykoalici6 szdmadra elérhetd kifizetésekre a koalicidk 4ltali elfogadhatésag szem-

pontjabdl a kovetkezd fogalmakat vezethetjiik be:
3.0.6. Definicio. Azt mondjuk, hogy a v jdtékban az x = (') kifizetésvektor

o szétosztds, ha 'y, &' = v(N),

o closztds, ha 'y, yx' =v(N)ésaz' > v({i}),i € N,

e magelosztds (vagy magbeli), ha ). x' =v(N) és > ., x' > v(C), CCN.
A v jdték magjdt Core(v)-vel jeldljiik. A magfogalmat |Gillies | (1959) vezette be.

Azaz szétosztdsokndl pontosan a nagykoaliciéhoz tartozé értéket osztottuk szét, el-
osztas olyan szétosztds, ahol minden jatékos legaldbb annyit kapott, amennyit egyediil el
tud érni, ezt egyéni racionalitdsnak hivjuk. A magelosztds olyan szétosztés, ahol barmely
C C N részkoalicidt véve, a részkoalicid tagjai a szétosztdsban egyiittesen legaldbb annyi
kifizetést kaptak, mint a koalici6 értéke. Ezt koalicids racionalitdsnak hivjuk.

Ha valamely részkoalicidra ez nem teljesiilne, tehat 6k egyiittesen tobb értéket tudna-
nak elérni, akkor szdmukra ez a szétosztds nem lenne stabil: ezt a tobbletet egymas kozott
szétosztva mindenki jobban jadrna. A mag tehat a szétosztasok egy fontos osztdlyat alkotja,
mely a jatékosok szdmdra stabil kimeneteleket tartalmazza.

A kovetkez6kben a magot egy mas oldalrél kozelitem meg:

3.0.7. Definici6. Vegyiink egy v € GV TU-jdtékot. Azt mondjuk, hogy az x kifizetésvektor
blokkolja az y kifizetésvektort a C' C N koalicion keresztiil, ha

o Y ..oz <v(0), azaz az x kifizetésvektor elérheté a C koalicid szdmdra, és
o ' >yl icC.
Azaz a C koalici6 tagjai az x kifizetésvektor esetén mindannyian jobban jarnak, mint

az y esetén. Ekkor y nyilvanvaldan nem stabil szétosztds, hiszen a C' koalici6 el tudja érni

x-et, s az minden tagjdnak kedvez6bb.

3.0.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy az x kifizetésvektor blokkolja az y kifizetésvektort, ha

van olyan C' koalicio, melyen keresztiil blokkolja.



3.0.9. Definicié. A mag elemei olyan szétosztdasok, melyeket nem blokkol mds szétosztds.

Ha csak elosztdsokkal blokkolhatunk, akkor a dominanciamagot kapjuk, mely eltérhet

az el6z6 magfogalomtdl, de példaul szuperadditiv jatékokndl egybeesik vele.
3.0.10. Definicioé. A v jdték szuperadditiv, ha
v(C)+o(T) <v(CUT) C,TCN,CNT=04.

Lathatd, hogy a szuperadditivitds a konvexitdsndl gyengébb fogalom, azaz minden

konvex jaték szuperadditiv is.

3.0.11. Példa. Vegyiik a kovetkezd T'U-jatékot:

| {0 {2 | 3y | (1.2} | {13} | (2,3} | {1.2,3)
UH1\3\1\ 6 \ 0 \ 9 \ 8

3.2. tablazat. A |3.0.11|példabeli T'U-jaték

A magot az alabbi linedris egyenletrendszer megoldasai adjak:
a2t >1

.172

3

v

513'3

v

1
s+ 22>6
2+ 23>0
24+ 2> 2
2?4+ 2* + 2 =8
Tehét a magot a kovetkezd vektorok alkotjak: Core(v) = {x € R3 | 1 < 2! < 4,
max{3,6 —z,} <2 <7—2a, 22 =8 — 2! — 2%}

3.0.12. Definicid. Az i jdtékos hasznossdgfiiggvénye egy u' : R — R monoton novd, foly-
tonos fiiggvény. Az olyan jdatékokat, ahol az i jatékos az u' hasznossdgfiiggvénye alapjdn
adja meg a hasznossdgdt, hasznossdgfiiggvényes T'U-jatékoknak nevezziik, és TU"-val
jeloljiik. Az ilyen v TU"-jdtékok osztdlydt G -val jeloljiik.

3.0.13. Példa. TU"-jaték esetén megadjuk a v fiiggvényt €s a hasznossagfiiggvényeket:
ul(zl) = (1) v?(2?) = 32%,u*(2®) = 5(2)% Ekkor a magot szintén egy egyen-
letrendszer megolddsaiként kapjuk meg, ha a [3.0.11] példabeli 7'U-jatékra felirt linedris

egyenletrendszerben x* helyére u’(x)-t frunk.

8



| {1y {23 | (8 | (1,2} | {13} | (2,3} | {1.2,3)
[ vlsfr] 6 [ of 2] s

3.3. tablazat. A [3.0.13|példabeli TU™-jaték

A kimeneteleknek ebben a jatékban van egy tetszélegesen oszthatd eleme, amely tet-
sz0legesen atruhdzhaté a jatékosok kozott, sot, dtruhdzdsa barmely két szerepld kozott
azonos nagysagu, ellentétes irdnyu kifizetésvéltozast (de nem feltétlen azonos hasznos-
sagvdltozast) idéz elS. Vegyiik észre, hogy ha u'(z') = x',i € N, akkor a v TU"-jaték
egy 1'U-jaték, tehat a TU"-jaték a T'U-jaték altalanositdsa. Mivel a hasznossagfiiggvé-
nyek monoton névoek, igy a v TU"-jaték konvexitdsdsa kovetkezik a hasznossagfiigg-
vények nélkiili jaték konvexitdsabol, szigordan monoton hasznossigfiiggvények esetén
ekvivalens vele.

Hasonl6an definidlhat6 7'U"-jatékok esetén is a mag:

3.0.14. Definici6. Vegyiink egy v € G TU"-jdtékot. Azt mondjuk, hogy az x kifizetésvek-

tor blokkolja az y kifizetésvektort a C' koalicion keresztiil, ha

o > .o <v(C), azaz az x kifizetésvektor elérhetd a C' koalicid szdmdra, és
o u'(z") > ui(y'), i€ C,

3.0.15. Definicid. Azt mondjuk, hogy az x kifizetésvektor blokkolja az vy kifizetésvektort,

ha van olyan C koalicio, melyen keresztiil blokkolja.
3.0.16. Definici6. A mag elemei olyan szétosztdsok, melyeket nem blokkol mds szétosztds.

A v TU-jaték magjanak elemeire hattatva az u’ hasznossagfiiggvényeket a hozzétar-
toz6 (v, u) TU"-jatékbeli magelemeket kapunk. A TU" jaték magja tartalmazhat ezeken
kiviil mas elemeket is, de szigorian monoton hasznossagfiiggvények esetén pont ezek az

elemek alkotjak a magjat.

3.0.17. Példa. Legyen v az alabbi 1'U-jaték:

()

{2 ] (12)
[2]3] 6

3.4. tébldzat. A[3.0.17)példabeli TU-jték

Ekkor Core(v) = {r e R* |2 < x! < 3,22 =6 — z'}.



Legyen a (v, u) TU"-jaték az el6z6 v értékd jaték, de az
u'(x) = max{z!, 1}, u*(2?) = 22 hasznossagfiiggvényekkel. Igy
Core((v,u)) ={z eR? |1 <z' <3,22=6—=a'}.

10



4. fejezet
NTU-jatékok

Eddig atruhdzhat6é hasznossigu jatékokrdl volt szd, a kovetkezokben megszoritdsokat
adunk a lehetséges kifizetések halmazara. A hasznossagfiiggvények bevezetésével az egy
az egyben atruhdzhatésdgot mér elvetettiik, 4m a jatékosok tetszélegesen dtruhdzhattak
egymdsnak értékiiket. Mostantdl a koaliciokhoz nem értéket, hanem halmazokat rende-
liink, a kifizetések ebbdl a halmazbdl keriilnek ki, megmondjuk konkrétan, melyik jaté-
kos mennyit kaphat. Ezzel tovabbi megkotést tesziink az elérhetd kifizetésekre. Az ilyen
jatékok azokat a helyzeteket modellezik, amikor a felek kozott nincs teljes cserélési il-
letve atruhazasi lehetdség. Ezeket a jatékokat nem atruhdzhaté hasznossagu jatékoknak
hivjuk(NTU-jatékok).

4.0.18. Példa. Egy anyuka két gyerekének gyiimolcsoket vdsarol. A gyerekek valaszt-
hatnak, hogy fejenként kapnak egy-egy bandnt, vagy a kisebbik gyerek kap 2 almit, a
nagyobbik 1 kortét. A kisebbik nem szereti kortét, az almat jobban szereti, mint a bandnt.
A nagyobbik gyerek jobban szereti a bandnt, mint a kortét, és 6 is az almat szereti legjob-
ban. Mindketten ismerik a testvériiket, tudjak ki mit mennyire szeret. A gyiimolcsokbdl

nem adhatnak egymasnak. Hogyan dontsenek?

A definici6 utén ezt a jatékot modellezziik egy NT'U-jatékkal.

4.0.19. Definicié. Egy nem dtruhdzhato hasznossdggal rendelkezd kooperativ jdték (ro-
viden NTU-jdték) egy V = (V(C))cean € RY halmazokbdl dll6 csaldd, ahol V hal-
mazértékii leképezés. A kovetkezd tulajdonsdgoknak kell teljesiilnie, hogy N'T'U-jatékrol
beszéljiink:

e V(0)=10,
e V(O)=V,(C) x RN\C, ahol V,(C) CRE, C € N,
e 0V eV(0),CeN,

11



o V(N) zdrt,
e hax € V(C), y € RN, y© < 2%, akkory € V(C),

o VH(C) =R NV,(C) korldtos, C € N,

ahol a V,,(C') halmaz a V (C) halmaz C-re vett projekcidja, azaz
V,(C)={y € RY |3z € V(0),y' =a",ieC}.
4.0.20. Definicié. = € RY szétosztds, ha v € OV (N).

4.0.21. Példa. A [4.0.18| példa modellezése: A kisebb gyerek legyen az 1-es jtékos, a
nagyobbik a 2-es. Az alabbi N'1'U-jatékkal modellezhetjiik a példat:

V({1}) ={z eR*| 2" <1},

V({2}) ={z eR*| 2" <1},

V({1,2}) = {(4,0.5)} + R2.
NTU-jatékokra is definidljuk a magot, a cél most is a jatékosok szdmdra stabil szét-
osztas keresése. E16szor tehat a T'U-jatékokhoz hasonldan definidljuk a magelosztdsokat:
4.0.22. Definicié. A V' NTU-jdték magja, Core(V'), olyan x-ekbdl dll, melyekre x €

V(N), és nincs olyan C € N koalicié és y szétosztds, hogyy € V(C), ésx' < y',i € C,
amely azt jelenti, hogy x ¢ intV (C), C' € N -re. Tehdt

Core(V) = V(N)\ | intV(C)
CeN

A [4.0.21] példabeli NTU-jatékban Core(V) = (), mivel a nagyobbik gyerek a ba-
nannal jobban jar, mint a kortével, igy azt valasztja, hidba jarna a kisebbik gyerek sokkal

jobban, nem tudja atruhdzni a hasznossagat.

Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
VUC)={r e V(C):2'=0,ic N\C},

és legyen VO(0) = OV,

NTU-jatékok esetén tobbféle konvexitds fogalom is hasznalatos: ordinalis-, kardi-
ndlis-, margindlisan-, koalicids csatlakozdsos-, egyéni csatlakozdsos konvexités. Ezek tu-
lajdonsdagait és egymdssal valé kapcsolatukat vizsgaljak |(Csoka, Herings, Koczy €s Pintér

(2011). Ezek koziil két konvexitds fogalmat emelek ki:
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4.0.23. Definicio. Sharkley | (1981) Egy N'T'U-jdték kardindlisan konvex, ha tetszdleges
C,T C N esetén:

Vo) +VUT) CcVU(CUT)+ Vo (CNT).

Az alédbbi jaték kardinalisan konvex:

4.0.24. Példa. Legyen N = {1,2,3}

V({{i}) ={z € R* | 2" <0},i € N,
V{1,2}) ={z e R |2’ <0,2° <2},
VH{1,3}) ={z eR®|2' +2° <2},

V({2,3}) = {z e R?* | 2% 2° < 0},

V({1,2,3}) = {xER3 | Zx 38}.

iEN
4.0.25. Definicio. Vilkov |(1977) Egy NTU-jdték ordindlisan konvex, ha tetszdleges
C,T C N esetén:
vienvV(T)CcvCcnT)uvV(CcuT).

Az aldbbi jaték ordindlisan konvex:
4.0.26. Példa. Legyen N = {1,2,3},
V{i})={x e R®| 2" <0},i € N,
V{1,2}) ={z e R |2’ <0,2° <2},
VHL3Y) ={z eR®| 2" +2° <1},

V({2,3}) = {z € R?* | 2% 2° < 0},

V({1,2,3}) = {J;ER3 ) gz}.

iEN
Ordinalis konvex és kardinalisan konvex jatékok kozott nem tudunk tartalmazasbe-
li kapcsolatot mondani. A késébbiekben ordindlisan konvex jatékokat fogjuk vizsgdlni,

tételeket kimondani.
4.0.27. Tétel. Greenberg |(1985) Ordindlisan konvex jdtékok magja nem iires.

A kovetkezdkben a magot egy mds oldalrél kozelitem meg:
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4.0.28. Definicié. Egy N'T'U-jdtékban egy x kifizetésvektor blokkol egy vy kifizetésvektort

a C koalicion keresztiil, ha
e € V(C), C C N, azaz az x kifizetésvektor elérheté a C koalicié szdmdra,
o ' >yl icC.

4.0.29. Definicio. A mag elemei olyan szétosztdsok, melyeket nem blokkol mds szétosztds.
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S. fejezet
TUU-jatékok

Ebben a fejezetben olyan jatékokat vizsgalunk, amik tobb éllapotbdl dllnak Ossze, egy
jelenbeli, ahol a kifizetésrdl dontenek a jatékosok és jovébeli allapotokbdl, melyek koziil
valamely ismert valdszinliség szerint kovetkezik be egy. A modellekben tehét bizonyta-
lansdg van: a jovoben nem egy egyértelmiien megadott jaték valésul meg, hanem tobb
koziil egy, hogy melyik, az a véletlentdl, kiilsé tényezoktdl fiigg. Olyan helyzetek model-
lezésére haszndljuk ezeket a jatékokat, amikor a jelenbdl tobbféle kimenetelt egyszerre
vizsgalunk. Példaul telefontarsasagok dsszefognak, hogy k6zosen gyartsanak alkatrésze-
ket, kozos lefedettséget érjenek el, és egy év miilva a profitot szétosszak egymas kozott.
A jelen allapotbdl a jovore tekintésre az ex-ante kifejezést, a bekovetkezd jovobeli élla-
potban, a visszatekintésre a post-ante kifejezést haszndljak. Ezeket a jatékokat Habis €s

Herings | (2011)) vezette be:

5.0.30. Definicié. Legyen S véges, nemiires halmaz, feltehetjiik, hogy 0 ¢ S, és legyen
So = S U{0}. Az Sy halmaz elemeit dllapotoknak nevezziik, a 0 dllapotot mostantdl
kezdddllapotnak hivjuk, a tobbi dllapotra elsé iddpontként hivatkozunk. Minden s € S
dllapotban egy vs,, € GY TU"-jdtékot jdtszunk. A kezdddllapotban dintéseket hozhatnak
a jatékosok, mielott bdarmi biztosat tudndnak az elsd idopontrol. Az 1 jdtékos hasznos-
sdgfiiggvényére az s € Sy dllapotban az u' jelolést haszndljuk. A jdtékosok hasznos-
sdgfiiggvényérol tovdabbra is feltessziik, hogy monoton novo és folytonos, valamint, hogy
dllapot-szepardbilis, azaz uh(z') = > _qul(zl). Az ilyen jdtékokat TUU -jdtékoknak

nevezziik.

5.0.31. Példa. Az alabbi példa egy kétszereplds T'UU-jaték, két jovobeli dllapottal, S =

{s1,s2}. A baloldali oszlop jeldli az dllapotokat, mellette a koalicidkhoz tartozé érté-

kek. A hasznossdgfiiggvények legyenek a kovetkezdk: ul (xl ) = x} , ul (z})) = 3z}

817 782 S9°
ugl (‘rgl) = (x§1)2’ U§2 (IEQ) = IEQ'
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|2 ]2y
2 3 4
1 5 7

S1

52
5.1. tablazat. Az példabeli T'UU-jaték

A jatékok tehat kiilonbozhetnek mdas-mds dllapotokban, és minden éllapotra kiilon
definidlhatunk kifizetéseket. A korabbi fogalmakhoz, tulajdonsdgokhoz hasonldakat be-

vezetiink most is.

5.0.32. Definicié. TUU -jdték esetén kifizetésnek nevezziik azon x mdtrixokat, melynek i
sordban az s; dllapotbeli TU"-jdték kifizetése dll, i € S.

Nem minden kifizetés elérhetd egy adott jatékban, a T'U-jatékokkal analég médon

most is definidljuk az alapfogalmakat.

5.0.33. Definicié. Egy x kifizetésvektor elérhetd egy s € S dllapotban a C' koaliciora

szdmdra, ha

Z rt < v (0).

ieC
5.0.34. Definici6. A kezdddllapotban akkor hivunk egy kifizetést elérhetének, ha minden
lehetséges s € S dllapotban elérhetd.

Itt egy kifizetés tehat megadja minden lehetséges jovobeli s € S éllapot esetén a
kifizetéseket. A kifizetés leirhaté egy matrixként, melynek sorai a lehetséges allapotokat
jelolik, az oszlopok pedig a jatékosokat.

Egy x kifizetés blokkol egy y kifizetést a C koalicion keresztiil, ha y nem optimélis
a blokkol6 jatékosok részére. Ekkor C-t blokkolé koaliciénak hivjuk. Olyan kifizetést
szeretnénk keresni, amely minden ex-post dllapotban stabil, tehdt nem lehet blokkolni,

sOt, ex-ante is stabil.

5.0.35. Definicié. Egy x kifizetés blokkolja az y kifizetést a C' koalicion keresztiil, ha

valamely s € S dllapotra:

° ZiEC rt < wv(C), azaz elérhetd a C koalicié szdmdra az s dllapotban, és

o ul(zl) > ul(yl), ieC.
5.0.36. Definicié. Egy v TU-jdték C koalicidjdhoz tartozé részjdatéka az a v¢ € G©

jaték, ahol v°(T) = v(T), T C C. Tehdt v° a v fiiggvénynek C részhalmazaira valé

megszoritdsa.
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El6fordulhat, hogy a kezd6allapotban blokkol6 kifizetést egy adott s € S allapot-
ban blokkolni tud egy masik kifizetés. Ezeket a blokkoldsokat ki szeretnénk zarni, ezért

bevezetjiik az aldbbi definiciot:

5.0.37. Definicio. |[Ray | (1989) Azt mondjuk, hogy egy C' koalicio blokkoldsa az s € S
dllapotban hihetd, ha a blokkolo kifizetés s-beli komponense magbeli a C' koaliciohoz

tartozo részjdatékban az s dllapotban.
A hihetdség kiterjeszthetd a kezddéllapotra is:

5.0.38. Definicié. A kezdddllapotban akkor hivunk egy C' koalicio dltali blokkoldst hihe-
tonek, ha a blokkolo kifizetés minden s € S dllapotbeli komponense magbeli a C' koalici-

ohoz tartozo részjdtékban.

A T'U-jatéknal definidlt maghoz hasonléan definialhaté most is az un. gyenge szek-
vencidlis mag (/W S-mag, Kranich, Perea, Peters | (2005)), Habis és Herings | (2011)),

5.0.39. Definicié. A W S-mag elemei azok az {Ts}scs szétosztdsok, melyeket semelyik
dllapotban sem lehet hihetden blokkolni, ahol T4 a szétosztds s-beli komponensét jeloli. A
v TUU-jdték W S-magjdat W Core(v)-vel jeléljiik.

Konnyen lathatd, hogy a W .S-magbeli szétosztas kiilon az s dllapotokra nézve min-
dig magbeli kell legyen. Ha a T'UU-jaték minden S-beli dllapotdban sima 7'U-jatékok
vannak, azaz u’(x’) = x%, 7 € N a haszonossagfiiggvények, illetve a kezdGallapotban a
szokdsos ufy(z') = Y qul(zl) = > gal, i € N, akkor egy {Z}es szétosztds akkor,
és csak akkor lesz W S-magbeli, ha az z, vektorok benne vannak az s dllapothoz tartozé

TU-jatékok magjdban minden s € S esetén.

5.0.40. Példa. Vegyiink egy kétszemélyes v TUU-jatékot, S = {s1, S2, S3}, a hasznos-
sagfiiggvények legyenek minden allapotban az identitasfiiggvények: vl (z’) = z%,1 €
N,s € S, akifizetések a kovetkezok:

{1} {2} {12}
S1 1 2 4
S9 3 1 6
s3| O 2 5

5.2. tabldzat. Az [5.0.40] példabeli TU U-jték

Ekkor a W S-mag a kovetkezd: W Core(v) = {x € R®3) | 1 < gl < 2,22 =421,
3< 2l <53 =6—2) 0<uxl<3,22=5-—zi}

17



Ha megviltoztatjuk valamelyik u’ hasznossagfiiggvényt (tehat egy TU"-jaték esetén),
akkor elérhetd, hogy egy szétosztas ne legyen W S-magbeli, holott kiilon-kiilon minden
s € S allapotban magbeli lenne. S6t, az is el6fordulhat, hogy minden s € S dllapotban a

magok nem iiresek, 4m a ¥ S-mag iires. Erre példa az aldbbi jaték:

[ 2 |3y ] 2y | {13y ] 2.3 | {1,2.3)
5% 50 | 10 140 20 140 150
50 5% 10 140 140 20 150

S1

52
5.3. tablazat. Az példabeli TUU-jaték

5.0.41. Példa. A hasznossigfiiggvények legyenek u; (2} ) = (2,)?, i € {1,2,3},
g e {1,2}.

A fenti jatékokban a mag egyelemi mindkét dllapotban: s;-ben (10, 130, 10), so-ben
(130, 10, 10). Am ez nem lesz W S-magbeli szétosztds, mivel a (;8 ?8) sz€tosztas hihetd-

en blokkolja a 0 4llapotban. Igy a TV S-mag iires lesz.

Ez a példa jol mutatja a W S-mag bevezetésének fontossagat, hiszen a jatékosok ex-
ante maximalizalni szeretnék a varhaté értékiiket, miel6tt még barmit tudnénak a jovében
bekovetkez6 allapotrdl.

F¢ tételiink az aldbbi tétel, melyre késdbb egy alternativ bizonyitdst adunk.

5.0.42. Allitas. Habis és Herings |(2011) Ha a v TUU-jdték minden s € S dllapotdban

lévé TU"-jdatékok konvexek, akkor a W Core(v) nem iires.

5.1. A W S-mag, mint egy NT'U-jaték magja

A W S-mag nem lirességét vizsgaljuk, a médszer a T'U U-jaték atformalasa N'T'U-jatékka,
€s az azokra alkalmazhat6 tételek vizsgdlata, kapcsolat keresése az eredeti jatékkal.
Készitsiink egy V' NT'U-jatékot a v TUU-jatékbol. Az egyszeriibb jelolés érdekében
legyen u () = (ug(xy), uf(x3), .., ug(x5)), u(x) = (us(2))ses.
Els3 1épésben egy konkrét s € S éllapotra definidljuk egy C' € N koalici6 hasznos-

sagvektor-halmazat:

Vi(C) = {us(x) € RY | Zx’ < US(C)} +RY,

icC
és Vi(0) :=0,s € S.
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Ezutdn masodik 1€pésként, mar egy NT'U-jatékot kapva egy C' koalicié hasznossag-

vektor-halmaza az N'T'U-jatékban legyen:

V(C) =) Vi(C) x RN U {0V}
seS
A kapott jaték valoban NT'U-jaték, a legtobb tulajdonsag kovetkezik a T'U-jaték tu-
lajdonsagaibdl (korlatossdg, zartsdg), a maradék pedig a konstrukcié miatt igaz (lireshal-
mazhoz iireshalmazt rendel, projekcié tulajdonsdg, a nullvektor benne van a halmazban,
leszallosag).

Adjunk elégséges feltételt, hogy egy v TUU-jatékndl z € W Core(v) legyen:

e Az , jelolje az x szétosztds s € S dllapotbeli komponensét. Ekkor Z, legyen

magbeli az s dllapotban, minden s € S-re.

e A TUU-jatékbdl konstrudlt NT'U-jatékban (az el6z8 konstrukeid alapjan) az u(z)
vektor legyen az N'T'U-jatékban magbeli.

A kovetkezd példa mutatja, hogy a W S-magndl nem egyszeriien az egyes dllapotok-
ban 1év6 magelemek és a konstrudlt N7'U-jaték magjdnak metszetérdl van szo: igy ez a

tulajdonsdg valéban csak elégséges, 4m nem sziikséges.

5.1.1. Példa. Legyen egy kétszereplds konvex TUU-jaték a kovetkezs: u! . (1) = al

S1
2

U’sl ("Ezl) = (l‘gl)z’ U;Q (miz) = (miz)Q’ ugz (l‘gg) = .1'32.

Az értékek:

|2 ]2y
2 2 10
2 10

S1

52
5.4. tablazat. Az m példabeli TU U -jaték

Ekkor a konstrudlt N7T'U-jatékban a (100, 100) vektor a C' = {1, 2} koalicién keresz-
tiil 1étrejon (és 6 lesz a magbeli elem): s;-ben az 1-es jatékos 0-t, a 2-es jatékos 10-et
kap, az sy-ben pedig forditva (10, 0). Ellenben s;-ben és s,-ben is a magbeli elemekben
legaldbb 2-t és 2-t kap az 1-es illetve a 2-es jatékos is, igy csak maximum (66, 66)-t érhet-
nek el magbeli elemek Osszegeként. Ez az N'T'U-jatékban nem magbeli, mert az el6bbi
(100, 100) vektor blokkolja. Tehat az egyes allapotokban 1év6 magelemek, és a konstrualt
NTU-jaték magjdnak metszete iires. Ebbdl 14thatd, hogy ez nem megfelel6 magfogalom,
hiszen konvex jatékokbol indultunk ki, mégis iires magot kapnank. Elvarjuk, hogy ekkor

a mag ne legyen iires.
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Ezzel szemben A W .S-mag nem iires, az alabbi szétosztas W .S-magbeli:

112
S1 218
S9 812

5.5. tablazat. Az[5.1.1példabeli TUU-jaték W S-magjénak egy eleme

S6t, ez az egyetlen W S-magbeli elem van.

Szintén a W S-mag bevezetésének indokoltsdgat mutatja, hogy ha minden s € S 4l-
lapotban konvex jatékbol indulunk ki, akkor az 6sszeg N7T'U-jaték nem lesz kardinalisan
konvex, sem ordindlisan konvex, pedig ez ésszer( elvaras lenne. Az aldbbi példa ezt szem-
1€lteti:

5.1.2. Példa. Legyen egy haromszereplGs konvex T'UU-jaték a kovetkez6: Minden alla-

potban, minden jitékosra legyen a hasznossagfiiggvény az identitasfiiggvény, a kifizeté-

sek pedig:

| 2| 33 {2y | {8y [ {28} | {1.2.3}
0 1 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 1 1

51

52
5.6. tdblazat. Az példabeli TU U -jaték

Itt (1,0,1) € (VO({1,2}) + V°({2,3})). de (1,0,1) ¢ (VO({2}) + VO({1,2,3})).
Valamint (1,0,1) € (V({1,2}) N V({2,3})). de (1,0,1) ¢ (V({2}) UV ({1,2,3})).

Lathattuk, hogy ez a konstrukcid rossz, nem a I/ S-magot kaptuk meg, a konvexitds
is elvész. Olyan konstrukcidt szeretnénk, amely meg6rzi a jaték fontosabb jellemzdit,
példaul a konvexitast, €s a magbodl kovetkeztethetiink az eredeti 7'U U-jaték W S-magjéra.

Most definidljunk egy N'T'U-jatékot a v T'UU-jatékbol a kovetkezSképpen, a kapott
jaték legyen V'V
minden C' C N -re.

VY(C) = ({us(zs) € RY | 2 € Core(v?)}) x RMC U {0V} + RY

s

és V(D) := (), s € S. Tovabbd, legyen

Vi(C) = V), CCN.



A kapott jaték egy NT'U-jaték lesz, minden tulajdonsdg konnyen lathatd, egy résziik
a v jaték tulajdonsdgaibol adddik (korlatossdg, zartsag), a maradék pedig a konstrukcid
miatt igaz (lireshalmazhoz iireshalmazt rendel, projekcio tulajdonsag, a nullvektor benne
van a halmazokban, leszall6sag).

Sziikitettiik a megengedett szétosztasok halmazit, ezaltal a blokkol6 szétosztasokat
is, nagyobb lett a nem blokkolhat6 szétosztdsok halmaza. Ezzel mar elértiik, hogy ha
az Uj jatékban taldlunk egy blokkol6 szétosztast, akkor az az eredeti jatékban hihetGen

blokkoljon. Ezt fogalmazza meg az aldbbi allitas

5.1.3. Allitas. Az eredeti v TUU-jdték W S-magja ekvivalens a kapott V¥ NTU-jdték

magjdval, tehdt
1. Haz € WCore(v), akkor:

Zus(is) € Core(V?), ahol &5 az T s-beli komponense, s € S .
ses

2. Ha © € Core(V"), akkor létezik olyan {Zs}scs € WCore(v) elem, hogy T =
Zses US(fS)-

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy az eredeti v TUU-jaték W S-magja nem iires, legyen
az {Zs}ses € WCore(v). Ekkor a ) o us(%,) vektor eleme lesz az NTU-jitékban a
V?(N) halmaznak, és magbeli lesz:

Ha az NT'U-jatékban egy vy szétosztas blokkol6 szétosztas, akkor a hozzatartozo
{ys}ses szétosztas (amelybdl elGéllt) a T'U U-jatékban hihetGen blokkold is a konstrukcié
miatt. Igy, mivel a TUU-j4tékban nincs hihetéen blokkol6 szétosztds az {Zs}ses szétosz-
tashoz, ezért nincs blokkol6 szétosztds a ) o u,(Zs) szétosztashoz az NTU-jatékban.
Tehat a kapott vektor az N'T'U-jaték magjéban lesz.

2. Tegyiik fel, hogy a V¥ NTU-jaték magja nem ires, legyen z € Core(V"). Ek-
kor 7 = ) _qus(%,), ahol az T, vektorok s € S dllapotbeli T'U"-jatékokok mag-
beli elemei (mivel igy konstrudltuk a VV(N) halmazt). Véve ezeket az z, vektorokat
{Zs}ses € WCore(v), mivel az T, vektorok kiilon-kiilon minden s € S dllapotban
magbeliek, a kezdballapotban pedig szintén magbeli lesz, mivel Z nem volt blokkolha-
t6 az NTU-jatékban, és z° = Y __ u'(Zl) = uf(z'), i € N, igy az {Z,}seg szétosztds
nem blokkolhat6 az eredeti 7'U U-jatékban a kezddéllapotban, tehat 11/.S-magbeli elemet
kaptunk. 0

Ez a konstrukci6é mér teljesiti az elvart tulajdonsagot, miszerint:

21



5.1.4. Tétel. Ha az egyes s € S dllapotokban lévs TU"-jdtékok konvexek, akkor a kapott

NTU-jaték ordindlisan konvex.

Ha a kapott NT'U-jaték ordindlisan konvex, akkor a magja nem diires (Greenberg
(1985))), ami az el6z6 allitas miatt ekvivalens azzal, hogy a megfeleld TUU-jaték WS-
magja nem ires, ami az Tétel egy alternativ bizonyitdsat adja: ha a TUU-jaték
minden s € S allapotdban a v, € GY jatékok konvexek, akkor a W S-mag nem iires.

Az [5.1.4) Tétel igazoldsihoz két dolgot kell beldtni. Az egyik, hogy minden s € S
allapotban a részjatékok magjaibdl generdlt NT'U-jaték ordindlisan konvex, a mésik pe-
dig, hogy ordindlisan konvex NT'U-jatékok Osszege (ha a kiilonboz6 allapotokban 1évd

jatékokat 6sszeadjuk) ordindlisan konvex.
5.1.5. Allitas. Legyen v € GV egy konvex jdték, és minden C C N, C' # () koaliciéra
legyen

VU(C) = ({u(x) € R | 2¢ € Core(v®)} x RN) + RY | (5.1

és legyen V'(0) = 0, ahol v° a v jdték C koalicion vett részjdtékdt jelili.
Ekkor a V' jaték egy ordindlisan konvex N'T'U-jdték.

Bevezetiink egy definiciot:

5.1.6. Definicié. Egy m € II(T) dltali margindlis - hozzdjdruldsvektor az aldbbi m.

vektor:
o mr) = o({m(1)}),
o M. =v(CU{n(i)}) —v(C), ahol C:={j € N | m(j) < (i)}
Az aldbbi segédallitast vezetjiik be az Allits bizonyitasahoz:

5.1.7. Lemma. Legyen V az (5.1) dltal definidlt jdaték, és x € V(C),y € V(T). Ekkor
létezik = € V(C UT):
xC’ < ZC, yT\S < ZT\S.

Bizonyitds. Mivel v konvex, ezért v minden részjatéka is konvex. Az Ichiishi-Shapley-
tétel (Ichiishi | (1981)) ; |Shapley | (1971)) alapjdn egy konvex jaték magja a margindlis -

hozz4jarulasvektorok konvex kombindcidja 4ltal kifeszitett konvex poliéder. Tehat:

¢ _ E
x - aﬂcmﬂ’c7

T €Il(C)
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yT = Z /Bﬂ‘T My,

WTEH(T)
ahol II(/V) az N halmazon vett permuticiok halmaza, m, pedig a m permutacié altali
margindlis - hozzajarulasvektor.
Legyen p € II(7T), tovdbbd legyen 7). € II(T \ C) olyan, hogy hai < j a mp

permutécio szerint, i, j € T'\ C, akkor ¢ < j a 7/ permutdcié szerint is. Ekkor legyen

<= Z aWCBWT [mﬂcv mﬂ’T]
rc€ll(C), mrell(T)
ahol [Mmy., mq | a[7c, 7] € TI(C U T) permutéci6 dltal ad6dé margindlis - hozzdjaru-
lasvektor.

Ekkor 2¢ megegyezik #C-vel , a 27 \“ pedig legaldbb akkora, mint y"\“, merta 7'\ C-
beli jatékosok sorrendje nem véltozott az eredeti m,, m € II(T') margindlis - hozzéjaru-
lasvektorokhoz képest, legfeljebb a C' M T-beliekhez képest kés6bbre keriiltek m ./ -ben.
Konvexitds miatt ekkor a marginélis - hozzdjaruldsok nem csokkennek, hiszen (konvexi-

tas):

v(B)+v(AU{i}) <v(BU{i})+v(A), ACBCN, {i} ¢ B,

V(AU {i}) — v(A) < v(BU{i}) — v(B) .

\C UCUT)

fgy, mivel v konvex, z€ > 2¢, 2T\C > y'\“, és z € Core( , mert z marginalis -

hozzajarulasvektorok konvex kombindcidja, és konvex jaték minden részjatéka konvex.
]

A Allitds bizonyitdsa. Kordbbi konstrukciéndl lathattuk, hogy V* egy NTU-jaték,

megmutatjuk, hogy V' ordindlisan konvex, azaz tetszleges C,T" C N-re:
vie)nve(r cve(euryuveenT).
r € RN, u(z) € V¥(C) N V¥(T). Megmutatjuk, hogy ekkor u(z) € V¥(CUT).
u(z®) € VY(C), u(z™) € V(T).

Legyen z € RY olyan, hogy u(z) € V*(C)NV*¥(T), 2¢ € Core(v®),

! € Core(v?), és T > x. llyen T vektor létezik a konstrukci6 alapjan.

23



Alkalmazzuk az Lemmit v = z,y = 7 vdlasztdsokkal. Az u fiiggvények mo-
notonitdsét felhaszndlva megkaptuk, hogy u(z) < w(z) < u(z) € VY(C UT). Tehit
beldttuk az allitast, mivel u(x) = u(z) + y alakd, y € RY. O

5.1.8. Allitas. A (5.1)) dltal definidlt ordindlisan konvex NTU-jdtékok dsszege (ha a kii-

lonbozd dllapotokban 1évd jdtékokat dsszeadjuk) ordindlisan konvex.
Tehat a kovetkez6t kell belétni az allitds igazoldsdhoz:

5.1.9. Lemma. Legyen Vy, s € S az (5.1) alapjdn késziilt (kiilonbizd vs-ekhez) ordindli-
san konvex N'T'U -jdtékok, tehdt minden s € S-re:

V,(C)NVy(T) CV,(CUT), C,TCN.

Ekkor

Y VUC)ND VI(T) S VI(CNT)UD V(CUT), C,TCN.

seS seS seS seS

Bizonyitds. Ennél tobbet latunk be:

STvie)yn S v Y vi(CuT), C,TCN.

seS s€ S ses
Legyen

Itt u(z) azt jeloli, hogy

u(z) = Zus(xs), ug(zs) € Vs, 8 €5,

ses
mivel u(z) € Y ..o Vi(C), illetve u(z) € Y .. Vi(T) Ekkor tehat léteznek us(x,) €
Vi(C), s € S és uy(ys) € Vi(T), s € S vektorok, melyekre (u(z))? = Y o ul(x]), és
(w(2)) = Yies ul(yl).j € CUT.
Ekkor vegyiink minden x, vektorhoz egy 7, € Core(v®) vektort, valamint minden

vektorhoz egy ¢, € Core(vl) vektort, hogy:
xl <3 ésyl <l je(CUT).

Most az Lemma alapjan léteznek z, € Core(vSYT) vektorok, melyekre 27 =
' om e C,és 2z > yr,n € T\ C. Itt tehat kihasznéltuk, hogy a V; jitékok az el6z6

allitas alapjan késziiltek konvex jatékokbol.
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Azt dllitjuk, hogy (u(z))’ < >, g(us(Z)), j € (CUT). Ez pedig igaz, mert

J=al<)y sjecC

seS seS

zj:Zyg SZEﬁ,j e T\C.

seS seS
Ekkor tehdt u(z) < u(z).
Az u! hasznossagfiiggvények monotonitését kihasznalva ezzel igazoltuk az éllitdst,
hiszen ) o us(Z) € > g Vi(CUT), és a V halmazbeli elemeknél koordinatanként

nem-nagyobb vektorok is elemei a halmaznak a konstrukcié miatt. [

Belattuk az Allitast és az Allitast, ezzel igazoltuk az Tétel.
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6. fejezet
Kiegyensilyozott jatékok

Ebben a fejezetben az N'1'U-jaték magjanak nem iirességére szolgéltatunk egy elégséges
feltételt. Nem egy adott magbeli szEétosztast keresiink, igy a megoldds nem konstruktiv.
A kiegyensulyozottsagot el6szor T'U-jatékokra vezette be Bondareva | (1963) és [Shapley
(1967), ahol ez egy sziikséges és elégséges feltételt ad a mag nem tiirességére. Scarf]
(1967) ezt terjesztette ki N'T'U-jatékokra, megmutatta, hogy kiegyensulyozott N7T'U-

jatékok magja nem iires. Billera tovabbi altaldnositdst adott, a w-kiegyensulyozottsdgot.

6.1. Kiegyensulyozottsag

El6szor T'U-jatékokra definidljuk a kiegyensilyozottsagot.

6.1.1. Definici6. Koalicidk egy 5 C N csoportjdt kiegyensiilyozottnak mondjuk, ha létez-
nek (\s)sep € Ry silyok, melyekre
XN =3 Asxs.
Sep
6.1.2. Definicié. Egy TU-jdték kiegyensiilyozott, ha minden kiegyensiilyozott 3 C N
koaliciocsoportjdra fenndll:

> w(S) < v(N).

Sep
Egy T'U-jaték magja pontosan akkor nem iires, ha kiegyensulyozott. N7T'U-jatékokra

is kiterjeszthetd a feltétel, 4m ott csak egy elégséges feltételt kapunk. A kiegyensulyozott
koaliciok ugyanazok lesznek, mint 7°U-jatékok esetén.

6.1.3. Definicié. Egy NTU-jdték kiegyensiilyozott, ha minden kiegyensiilyozott 3 C N
koaliciocsoportjdra fenndll:

(N V(S) S V().
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NTU-jatékok esetén a kiegyenstilyozottsdg csak egy elégséges feltételt ad a mag nem
tirességére, am nem lesz sziikséges. Ezt szemlélteti az alabbi példa, mely nem kiegyensu-

lyozott, de a magja nem iires:

6.1.4. Példa. Billera | (1970)
VH{iY)={z eR®| 2" <0}, i€ {1,2,3},
V({1,2}) = {z e R* | 2! < 4,2 <3},
VHL3) ={z eR®|z' <2,2° <5}
V({2,3}) ={z e R® | 2% < 4,2° < 3},
V({1,2,3}) = {z e R* | 2! <4,2* <3,2% <0}
U{z e R* | 2! <2,2* <4,2° <3}

A (2,4, 3) vektor magbeli.

6.2. m-kiegyensilyozottsag

Ebben a fejezetben az NT'U-jatékokndl bevezetett kiegyensulyozottsdghoz hasonld, élta-

lanosabb feltételt adunk a jaték magjanak nem iirességére.

6.2.1. Definicio. (7¢)cen vektorokbdl dllo csaldd megengedett, ha minden ) # C C N

halmazra:
o T € RY,
o T > 0,
o 7, =0,ie N\C,
o T > 0.

6.2.2. Definicié. Billera |(1970) Legyen m megengedett vektorcsaldd. Koaliciok egy B C
N csoportjdt w-kiegyensiilyozottnak mondjuk, ha léteznek (Ac)cep € R siilyok, melyek-

™ = Z/\07Tc.

cep

re

Egy ezzel ekvivalens definiciét is megfogalmazhatunk:
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6.2.3. Definicié. Legyen m megengedett vektorcsaldd. Legyen o = ‘;—a Koaliciok egy

B C N csoportjdt w-kiegyensiilyozotinak mondjuk, ha létezik X € Ay, melyre:

TN = E AcTo.

cep
6.2.4. Példa. Legyen T = T = T = 3X¢,7T172 = (2,2,0),7’(’173 = (1,0, 2),71'273 =
(0,5,25),71'1’273 = (1,2,3) Ekkor 7AT1 = ’/'ATQ = ﬁg = XZ',7AT172 = (0.5,0.5,0),7?(173 =
(1/3,0,2/3), 723 = (0,1/6,5/6), 7125 = (1/6,2/6,3/6).
Kiegyensiilyoz6 koalicidk példaul: ({1}, {2}, {3}); ({1,2},{2}.{2,3}).

6.2.5. Definicié. Egy V jdték m -kiegyensiilyozott, ha minden -kiegyensiilyozott 5 C N
koaliciocsoportjdra fenndll:

V() V(N

A[6.1.4példa m-kiegyensilyozott.

6.2.6. Tétel. Billera |(1970) Legyen V egy NTU-jdték és legyen T egy megengedett vek-
torcsaldd. Ha V' m-kiegyensiilyozott, akkor Core(V') # ().

A tétel Billera nevéhez kothetd, de a lenti bizonyitds Shapley és Vohra | (1991)) bizo-
nyitasa:
Bizonyitds. Legyen b € R™ és definidljuk a (V + b) jatékot a (V + b)(C) = V(C) + b°,
minden C' C N koaliciéra. Ekkor a (V' + b) jaték magja nem iires akkor, és csak akkor,
ha V' magja nem iires, illetve a (V' + b) jaték m-kiegyensulyozott akkor, és csak akkor, ha

a V jaték m-kiegyenstlyozott. A mag b-vel fog eltolédni, a 7-kiegyenstilyozottsdgon se

véltoztat az eltolds. Tehdt ezentul feltehetjiik, hogy
v({i}) > 0, mindeni € N.

Valamint az NT'U-jaték definicidjabdl adéddan létezik ¢ > 0 szdm ugy, hogy minden
C C N-re,
2% € V,(C)N R = 2" < ¢, mindeni € C.

Legyen Q = {x € RN | 2 < qxn} és

Z_<U V(C))ﬁ@.

Cce2N

Mivel V (C) lesz4lld, igy Z is az, azaz: Z = Z — RY. Jelolje 9Z a Z hatérét. Ekkor
(z€0Zéy>z2)=y¢ 7
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Vegyiik észre, hogy minden i € N-re, v({i})xqy + gxn\(i} € Z. Emiatt, és az el6z6

megéllapitds miatt, valamint mivel minden v({i}) > 0,7 € N:
(2 € 0Z és 27 = 0 valamely j € N —re) = m%czi =q.
1€

Ezutan lassuk be, hogy ha van olyan 3 w-kiegyensilyozott koaliciérendszer és z € 07,
melyre 2 € (g V(C). Végiil be kell lassuk, hogy 2 € Core(V).
Legyen A = {z € RY | (N) = 1}, és definidljuk minden = € A -ra:

flz)={y€dZ|y=tx,t>0}.

Vegyiik észre, hogy minden x € A-ra: n(q + 1)z ¢ Z, mivel 0 €int Z ("int" jelli a
halmaz belsejét). Igy f(z) # 0 minden 2 € A-ra. Mivel f : A = 0Z korlétos és zart
graft, igy feliilrdl félig folytonos.

Azt allitjuk, hogy f egyértékd, igy folytonos. Indirekt tegyiik fel, hogy f nem egyér-
tékdi. Legyen x € A ésy,9 € f(x),y = tw,§) = tx,t > t. Ha x > 0, akkor § >> v,
ami miatt nem lehetne y és 7 is hatarpont. Igy K := {k € N | ¥ = 0} # 0. Ek-
korj € N\ K,y < ¢ < g, ami ellentmond a korabbi megéllapitdsunknak. Tehdt f
folytonos.

f segitségével definidljuk a g : A = A halmaz-értéki leképezést:
9(x) = {#c | C € N és f(z) € V(O)}

g(v) # 0 minden x € A, mivel f(x) egy nemiires részhalmaza | J.. 5 V' (C')-nek. Tovib-
bd g feliilrgl félig folytonos, igy a g : A x A = A, g(z,y) = konvb g(x), z,y € A,
halmaz-értéku fiiggvény feliilrdl félig folytonos és kompakt érték.

Folytatasként készitsiink egy h : A x A — A folytonos fiiggvényt:

(Y — ﬁ?v)f
1+ ZjeN (yj - 7Arg\f>+

Ahxg:AxA = AxA leképezés kielégiti a Kakutani-féle fixpont tétel feltételeit.

,mindeni € N, z,y € A.

hi(x,y) =

Tehit 1étezik (,7) € A x A, melyre & = h(, 7)) és § € konvb g(&). Igy, dtrendezve:

it (Z (5" — fr{v)+> = (4" — #%);, minden i € N.

JEN

Azt allitjuk, hogy ¢ = 7 Indirekt tegyiik fel, hogy

S -7k, >0

JEN
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Legyen K, = {i € N | 4" >0} és Ky = N\ K,.Hai € K, akkor § > 7% > 0. Igy
Ko # 0, mert j € A. Mivel § € konvb ¢(Z), igy minden i € K, -ralétezik C' C N, hogy
i € Cés f(2) € V(O).Igy q vélasztdsa, és f() > 0 miatt f'(i) < ¢ mindeni € K-
ra. Mivel f7(2) = 0 minden j € Ky-ra, és K, # 0, igy egy €l6z6 megallapitdsunkkal
ellentmondashoz jutunk. Tehat y = 7.

Legyen 5 = {C C N | f(z) € V(C)}. Ekkor

7y € konvb {75 | C € 8},

azaz (3 kiegyensiilyozott. Legyen 2 = f(Z). Ekkor 2 € (.. Ve. Mivel V' m-kiegyen-
sdlyozott, 2 € V(N). A bizonyitds befejezéséhez megmutatjuk, hogy z € Core(V).
Definici6 szerint Z > 0, igy z < gxn. Indirekt tegyiik fel, hogy z ¢ Core(V'). Ekkor
létezik ) £ C C N és x € V(C), melyre 2° > 2°. Feltehetjiik, hogy 2! = q a maradék
i € N\ C koordinitan. Ekkor x € Z, és x > 2z € 0Z, amellyel ellentmonddshoz
jutottunk. Tehét 2 € Core(V') nem iires. O

A m-kiegyenstlyozottsdg csak elégséges feltétel a mag nem iirességére, a kovetkezd

NTU-jaték nem m-kiegyensulyozott ssmmilyen 7 vektorrendszerhez, de magja nem iires:

6.2.7. Példa. Billera | (1970)

V{i}) ={z e R®| 2" <0}, i € {1,2,3},
VH{L,2}) ={z e R | 2" +2° < 1},
VH{1,3}) ={z eR®| 2" <0,2° <0},

V({2,3}) ={z e R | 2" < 0,2° < 0},
1
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V({1,2,3}) ={z eR® | 2! < Z,2* <

5 7 <0}

Az (3,1,0) vektor magbeli.

Az alabbi példa azt fogja szemléltetni, hogy az, ha minden édllapotban a képzett NTU-
jaték m-kiegyensulyozott, méghozza ugyanazzal a 7w-vel, nem elégséges feltétele a W .S-
mag nem iirességének. Tehat az 6sszegjaték nem w-kiegyensilyozott, és még a W .S-mag

1s lres.

6.2.8. Példa. Az aldbbi hasznossagfiiggvényes v T'UU-jaték éllapotaibdl képzett N'T'U-
jatékok 7-kiegyensilyozottak, 4m a v jaték W S-magja iires:

A hasznosséagfiiggvényeket késobb adom meg, magyarézattal egyiitt.

Természetesen az dllapotonkénti magok nem iiresek, pl. a (40, 65, 10, 15) vektor benne

van a magban.
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|2 |63 [ | fu2y [ sy | {14} | {2,8) | {24} | (3.4

si 3040 [10]10] 95 | o | 55 | 70| o | 2
so 30 40| 10]10] 95 | o | 55 | 70 | 0 | 25
| {1,2,3) | {1,2.4) | {1.3,4} | {2.3,4} | {1,2.3,4)
si| 110 0 0 0 130
s | 110 0 0 0 130

6.1. tablazat. A példabeli TUU -jaték

El6szor beldtom, hogy a W .S-mag iires. Az elsé egyszerl észrevételem az, hogy ha

az s1 és az s, allapotbeli magelemek 6sszegeit tudom domindlni, akkor a dominélé szét-

osztasokkal tudom domindlni a kisebb vektorok 0sszegét is. A mddszer a kovetkezd lesz:

ha az s, dllapotban a 2-es jatékos 64-nél kevesebbet kap, akkor az {1, 2} koaliciéval do-

mindlom az szétosztast, ha pedig a 2-es jatékos > 64-et kap, akkor az {1,4} koalicidval.

Ehhez hasznalt észrevételek az dllapotonkénti magra (hasznossdgok nélkiil):

1.

Az 1-es, 2-es és 3-as jatékos egyiitt legalabb 110-et kapnak. Ez abbdl kovetkezik,
hogy v({1,2,3}) = 110.

. A 4-es jatékos maximum 20-at kap, (minimum 10-et). Ez az 1. pont, és

v({1,2,3,4}) = 130 kovetkezménye.

Az 1-es jatékos legaldbb 35-6t kap, mivel a 4-es jatékos maximum 20-at kap, és
v({1,4}) = 55.

. Az 1-es jatékos maximum 50-et kap, mivel v({2,3}) = 70,v({4}) = 10, és

v({1,2,3,4}) = 130.

A 2-es jatékos nem kaphat 45-nél kevesebbet. Ez a 4. dllitds és v{1, 2} = 95 kovet-

kezménye.

. A 2-es jatékos nem kaphat 65-nél tobbet, mivel v({1,4}) = 55,v({3}) = 10, és

v({1,2,3,4}) = 130.

Ha a 2-es jatékos legalabb 64-et kap, akkor az 1-es jatékos legfeljebb 41-et, a

4-es jatékos pedig legalabb 14-et. Osszuk ki el6szor mindenkinek a minimumot:
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(35,64, 10, 10), ez eddig 119. A fennmaradé 11-et tgy kell szétosztanunk, hogy
az 1-es és 4-es jatékos egyiitt még legaldbb 10-et kapjanak, a 3-as és 4-es jatékos
egyiitt még legaldbb 5-6t. Mivel a 3-as és 4-es jat€kos legalabb 5-6t kapnak egyiitt,
igy az 1-es jatékos maximum 6-ot még, tehat dsszesen 41-et. Emiatt a 4-es jatékos

legalabb 14-et kell kapjon (v({1,4}) = 55 miatt).

A domindlés a kovetkezOképpen torténik:

Az 1. eset, hogy 2, < 64. Ekkor a domindl6 szétosztds a kovetkezs:

Ehhez az aldbbiaknak kell teljesiilnie:

us (55) +ul, (30) > ul (50) + ul (50)

u? (40) + w2 (65) > u? (65) + u? (64)
A baloldalon a dominaldsndl kapott értékek, a jobboldalon pedig a maximédlis domi-
nalando értékek. Az 1-es jatékos mindkét dllapotban maximum 50-et kap, a 2-es jatékos

az s allapotban maximum 65-6t, az s, dllapotban maximum 64-et (feltétel miatt).

A 2. eset, ha 65 > xi > 64. Ekkor a dominalé szétosztas a kovetkezo:

Ehhez az aldbbiaknak kell teljesiilnie:

uy (34) 4 up, (45) > ul (50) + u, (41)
u? (21) +ul,(10) > u? (20) + u? (20)

A baloldalon a dominaldsnal kapott értékek, a jobboldalon pedig a maximalis domi-

nalando értékek. A 1-es jatékos s,-beli 41 maximuma a 7-es szamu észrevételbdl jon.

Osszesitve a feltételeket:
ul (55) +uy, (30) > u} (50) + u,, (50)
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u? (40) +u2 (65) > u? (65) + u? (64)
ul (34) +ul (45) > u} (50) + u, (41)
uy (21) + uy, (10) > ul (20) + uj, (20)

Legyenek a jatékosok hasznossédgtiiggvényei az aldbbiak:

ug, (5,) = Tt <s0y%s, + et >50(50 + (5, — 50)100)

uiQ (xiz) = 103:;2

ugl (x

2
S1

2

) =T,

uZ (22)) = 10022,

52

uﬁl(mﬁl) = 10090;11

Uy, (75,) = 75,

Behelyettesitve kapjuk:

(50 4 500) + 300 > 50 4 500
40 4 6500 > 65 + 6400
34 4 450 > 50 + 410
2100 + 10 > 2000 + 20

Tehat dominalnak a vektorok.

Ezzel tehat beléttuk, hogy a W .S-mag iires.

Ezek utdn adok egy 7-t, melyhez mindkét jaték m-kiegyensuilyozott. Mivel a két alla-
pot (s1, s2) csak a hasznossdgfiiggvényekben kiilonboznek, igy elég beldtni az egyikrdl,
hogy van hozzétartozé 7, amivel m-kiegyensulyozott, ekkor a masik édllapot is az lesz.

Ez(ek) a jatékok 7-kiegyensulyozottak:

7({1}) = (1,0,0,0)
7({2}) = (0,1,0,0)
7({3}) =(0,0,1,0)
7({4}) = (0,0,0,1)

7({1,2}) = (0,1,0,0)

33



#({1,3}) = (1,0,0,0)
7({1,4}) = (1,0,0,0)
7({2,3}) = (0,1,0,0)
7({2,4}) = (0,0,0,1)
w({3,4}) = (0,0,0,1)
7({1,2,3}) = (1,0,0,0)
7({1,2,4}) = (1,0,0,0)
7({1,3,4}) = (1,0,0,0)
7({2,3,4}) = (0,0,0,1)

7({1,2,3,4}) = (1,1,1,1

)

A kapott (részjatékbeli magokbol képzett) NT'U-jatékok (az egyszerliség €s étlatha-

tosdag kedvéért a hasznossagfiiggvények nélkiil), & € {1,2}. * tetszGleges valds szdmot

jelent.

Ve ({1,2}) =

Ve ({1,4}) =
Vs ({2,3})

Ve ({3,4}) =

Voo ({1}) = (30, %, %, %
Vo, ({2}) = (,40, %)
Voo ({3}) = (%, %, 10, *

Voo ({4}) = (%, %, %, 10

(30 +1,65 — i, %,%),0 <

Ve ({1,3}) =
(30 + 4, *, %, 25 —

), 0
= (%,40 414,30 — 4,0),0

Vo ({2,4}) =0

Va{1,2,4; =0
Ve {1,3,4} =0
V. {2,3,4} =0
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Vs, ({1,2,3}) esetében pedig az a fontos, hogy a halmazbeli vektorok els6 koordinitdja
nem nagyobb 40-nél.

Az egyelemi koalicidkat nem kell figyelniink, mert azok csak az adott koordindtara
kotik meg a metszetbeli halmazelemeket, az viszont a magtulajdonsdg miatt nem szdmit.
Az tireshalmazokkal valé metszetet szintén nem kell figyelniink.

Igy a maradék ellendrizend§ esetek, hogy a  kiegyensiilyozé koaliciérendszerre az
alabbiak igazak. Gyakorlatilag szétvalogatom koordinitanként a m-ket:

1.: {1, 3} vagy {1,4} vagy {1, 2, 3} koalicié kot meg az 1-es koordindtdra.

2.:{1,2} vagy {2, 3} kothet meg a 2-es koordindtdra.

3.: csak a {3} kothet meg a 3-as koordindtéra, igy ez mindenképp 10.

4.: {3, 4} kothet meg a 4-es koordindtara.

Az 1-es koordinatan maximum 45, 3-as és 4-es koordinatadkon maximum 10,15 all.
A (45,60, 10, 15) vektor benne van a magban, igy a vizsgdlandé eset, ha a vektor 2-es
koordindtdja nagyobb 60-ndl. Ez tgy lehetséges, ha a V/({1,2}) halmaz benne van 7-
kiegyensulyozottsdgnal vizsgalt kiegyensilyoz6 metszetben. Tehat legyen a 2-es koordi-
natan 65—1i,7 < 5. Ekkor az 1-es koordinatan legfeljebb 304,71 < 5 4ll. A (40, 65, 10, 15)
vektor benne van a magban, igy ekkor is igaz a tartalmazas.

Tehat a jatékok m-kiegyensulyozottak.

Ezzel a példaval beldttuk, hogy egy T'UU-jaték esetén az, ha minden allapotban a
magokbol konstrudlt NT'U-jatékok m-kiegyensulyozottak, nem elégséges feltétele a IV .S-

mayg lirességének.

6.3. [I-kiegyensilyozottsag

A m-kiegyensilyozottsdggal adtunk egy elégséges feltétel az NT'U-jaték magjanak nem-
tirességére. A végsd cél azonban az, hogy egy sziikséges és elégséges feltételt szolgaltas-
sunk a mag nem-iirességére. Predtetchinski és Herings | (2004) a m-kiegyensulyozottsagot
terjeszti ki. A cikk tanulményozasa sordn az elégségesség kapcsan problémdkba iitkoz-
tiilnk, a szerz6k nem bizonyitottdk az aldbbi tételt, csupan egy kordbbi tétel bizonyitdsira
hivatkoztak:

Gyenge Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz-Shapley (K-K-M-S) tétel:

6.3.1. Allitas. Legyen {Cs C Ay | S € N'} a Ay egy zdrt fedése iigy, hogy ha S, T €
N és a Ar N Cg halmaz nemiires, akkor S C T. Legyen 11 : Ay — A egy konvex
halmazértékii leképezés zdrt grdffal. Ekkor léteznek x* € Ay, m* € I(z*), \* € Ay,

melyekre:

35



x* € ﬂ Cs,

SEN:A;>0

* * *
TN = g AgTg.

SeN

A fenti tétel helyességével kapcsolatban is felmeriiltek kételyeink, de késdbb is els-
fordul, hogy egy el6z0 tétel bizonyitdsdra hivatkoznak, de szerintiink nem konstrualhat6
meg a bizonyitds ahhoz anal6g mddon.

A II-kiegyensulyozottsdgot az alabbi médon definialtak:

6.3.2. Definicio. Legyen adott egy V jdték és egy 11 : R™ — A konvex értékii leképezés
zdrt grdffal, és minden x € R" vektorhoz létezzen m € 1l(z), hogy my > 0. AV jdték
[1-kiegyensiilyozott, ha minden olyan x € R™, 7w € Il(x), 7y > 0, \ € Ay-ra, melyekre

igaz:
re () V(S
SeN:As>0
TN =) AsTs,
SeN

akkor x € V(N).

A m-kiegyenstlyozottsag egy fix m € A elemre volt definidlva. A 7-kiegyensulyozott-
sag a II-kiegyensulyozottsag specidlis esete, ha II egyértéki és fliggetlen a szétosztastol.
A II-kiegyensulyozottsdgndl megengedjiik a jatékosoknak, hogy a szétosztdstol fiiggben

véalasszdk meg a koalicidkon beliili szerepiiket.

6.3.3. Allitas. Legyen V egy jdték. Tegyiik fel, hogy létezik egy I1 : R — A leképezés zdrt
grdffal, mellyel a V' jdték 11-kiegyensiilyozott. Ekkor Core(V') nemiires.

A bizonyitdst nem kozolték, a m-kiegyensulyozottsdgndl a mag nem-iirességére vo-
natkoz6 elégségességnél haszndlt bizonyitdsra hivatkoznak, a Gyenge K-K-M-S tétel fel-
hasznalaséval.

Szerintiink nem rekonstrudlhat6 a bizonyitas, ezzel kapcsolatban beszéltiink az elsd
szerzOvel, aki megerdsitette ezt, igy az elégségességet csupan sejtésnek tekintjiik. Probal-
koztunk ellenpélda keresésével, 4m nem talaltunk.

Az aldbbi 4llitas a sziikségességet mondja ki:

6.3.4. Allitas. Predtetchinski és Herings | (2004) Legyen V' egy jaték. Tegyiik fel, hogy
Core(V') nemiires. Ekkor létezik egy 11 : R — A leképezés zdrt grdffal, mellyel a 'V jdték
[I-kiegyensiilyozott.
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A bizonyitashoz egy lemmat hasznalunk:
6.3.5. Lemma. Legyen V egy jdték, és S € N. Ekkor

1. Minden © € R"™ vektorhoz létezik pontosan egy ts(x) valds szdm, hogy (x —
ts(x)xs) € OV (S);

2. atg:x — ts(x) fiiggvény folytonos;

3. x € V(S) akkor, és csak akkor, ha tg(x) < 0; z € R™ \ intV(S) akkor és csak
akkor, ha tg(x) > 0.

Bizonyitds. Definidljuk a gg : R™ — 9V (5), gs(x) = = — tg(x)xs,z € R" folytonos
leképezést. Legyen z* € Core(V). Definidljuk a IT : R™ — A leképezést ugy, hogy a

I1(z) halmaz a I15(x) halmazok Descartes szorzata, ahol
ls(x) = {ms € As | 75 - gs(a") = 75 - gs(2)},

minden S € N és z € R™.
Ahhoz, hogy lassuk, hogy a I1g(x) halmaz nemiires figyeljiik meg, hogy megkaphat6

aIlg(z) és IT{ () halmazok metszeteként, ahol:
g (z) = {rs € As | 75 gs(2*) < 75~ gs(x)},

II§(2) = {ms € As | w5 - gs(2") = 75 - gs(z)} .

Ha a ITg (=) halmaz iires lenne valamely = € R™ esetén, akkor minden 73 € Ag-re
ms - gs(xz*) > mg - gs(x) dllna fent. Ekkor tehat ez az egyenlGtlenség dllna fent a Ag
szimplex minden csdcsdra, igy g4 (z*) > g4(x),i € S.

Mivel gs(z*) € OV (S), adédna, hogy gs(z) € intV/(.S), ami ellentmondana gg defini-
ciéjdval. Hasonl6an beldthatd, hogy a 1T () halmaz sem iires. Tovdbba mindkét halmaz
zart, és Ig () UILE (2) = Ag. A Ag halmaz 6sszefiiggd, igy g (z) N IS (z) nem iires.
A IIg(x) halmazok konvexitdsa definiciobol kovetkezik.

Ahhoz, hogy a IT leképezés grafjarol beldssuk, hogy zért, legyen (zxy, 7)) R™ x A-
beli pontok sorozata gy, hogy 7 () € II((z ) és tartanak az (x(o), (o)) ponthoz. Ekkor
az

Ts(ky - 9s(T7) = Ts@y - gs(T@w)), S €N

egyenl6ség a sorozat minden tagjara fenndll. A gg leképezések folytonossdga miatt a ha-
tarértékre is igaz:

Ts0) - 9s(x") = ms(0) - 9s(z(0)), S € N
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Tehat Ty € H(QZ(O)).
A kovetkezSkben belatjuk, hogy a V' jaték I1-kiegyensilyozott. Legyenek x € R",
7 € II(z), A € Ay olyanok, melyekre:

T € m V(S),

SeN:Ag>0

™ = Z )\571'5.

SeN
A Lemma (3)-as pontja alapjan minden S € N-re, melyre \g > 0 atg(x) < 0.
Mivel z* ¢ intV/(S), igy 0 < tg(z*). Ebbdl kovetkezik, hogy minden S € N -re, melyre
As > 0 a kovetkez6 egyenlStlenségek dllnak fent:

Ts-r < 7g - gs(x)

= Tg - gs(z”)
S s * x*.

Ezért

TN+ L = E AgTs * T
SeN:Ag>0

< Z )\571'5 cxt

SEN:Ag>0

=7y -z
=7TN'9N(93*)
= TN - gN(l’),

ahol a médsodik egyenlStlenség az z* = gy (x*) feltétel miatt igaz. gy (x) definicidja sze-

rint adédik a ¢ (x) < 0 egyenlStlenség, tehdt x € V(N). O

Tehat a II-kiegyensilyozottsdg egyeldre egy sziikséges feltétel az NT'U-jaték mag-
jénak nem lirességére. Az elégségességgel kapcsolatban konzultdltunk az elsd szerzdvel,

aki egyetértett veliink abban, hogy ennek az irdnynak a bizonyitdsa nem 6.

38



7. fejezet

Konkluazio

Nem teljes szerzddések modellezésére a kooperativ jatékelméletet alkalmaztuk. Stabil
szerzddés l1étezik, ha a modell TU U -jaték W S-magja nem iires. Egy konstrukci6 alapjan,
és ismert tételek haszndlatdval adtunk egy alternativ bizonyitdst egy tételre, mely a W .S-
mag nem lirességére egy elégséges feltételt szolgéltat: ha az dllapotonkénti 7'U"-jatékok
konvexek, akkor a 1¥.S-mag nem iires. Tovabbi elégséges feltételeket is adtunk: a konstru-
alt NTU-jaték magja ekvivalens az eredeti jaték W S-magjaval, igy az NT'U-jaték mag-
janak nem iirességére vonatkozo elégséges tételeket hasznalhatjuk: kiegyensilyozottsag,
m-kiegyensulyozottsag, ordindlis konvexitas.

Sziikséges és elégséges feltételt nem tudtunk adni, mivel a II-kiegyensulyozottsag
elégségességének bizonyitdsa hidnyos, melyet az els§ szami szerzS is megerdsitett. Igy
ezt csak sejtésnek tudjuk elfogadni. Példaval szemléltettiik, hogy a feltételek nem ma-
gitdl értetdéddek: az dllapotokbdl konstrudlt NT'U-jatékok m-kiegyensulyozottsdga nem

elégséges feltétel a W .S-mag nem lirességére.

Koszonetnyilvanitas

Ko6szonom témavezetémnek, Dr. Pintér Miklésnak a diplomamunka elkészitésében

nyujtott segitséget, rendkiviil értékes tandcsait €s tiirelmét.
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