SZAKDOLGOZAT

Dirichlet cellak és paralleloéderek

Németh Tibor

Témavezeto:

Dr. G. Horvath Akos
docens
BME Matematika Intézet,

Geometria Tanszék

BME
2011



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés
1.1. Alapvetd definiciok . . . . . . ... .. ... . ... ..

2. Extremalis testek, Dirichlet — Voronoi cellak
2.1. Extremalistestek . . . . . . . . . . e

2.2. Dirichlet— Voronoi cellakesete . . . . . . . . . . . . .. ... ... ...

3. Paralleloéderek
3.1. Voronoi sejtése, tétele . . . . . . . ...
3.2. Venkovés McMullentétele . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...

4. Problémak, alkalmazasok
4.1. A legsliribb gombelhelyezés . . . . . . . ... .. .. ... ...
4.2, Adatkvantdlds . . . . . . ...
4.3. Numerikus integralds kérdése . . . . . . . . .. ... ...

4.4. Legkozelebbi racspont probléma . . . . . . .. .. ..o

12

16
17
22



1. fejezet

Bevezetés

A Dirichlet— Voronoi cella Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet [7] német, és Georgy
Feodosevich Voronoi [24], [25] ukrdn szarmazdsu, orosz matematikus utdn kapta nevét.
Az Euklideszi-tér egy particiondldsara adtak egy geometriai példat. Dirichlet 1850-ben,
Voronoi 1908-ban adott ki ehhez kapcsoléddan cikket. Voronoi azt a problémat vizsgalta,
hogy egy n-dimenzids poliéder, melynek egy racs vektorai dltal eltolt példanyai kitoltik a
teret, milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik.

Ezzel parhuzamosan a litvan sziiletést, német matematikus Hermann Minkowski [21],
[22] az egy adott racshoz tartozd, maximdlis térfogatd konvex poliédereket vizsgalta, me-
lyek nem tartalmaznak az origén kiviil racspontot. Kés6bb belatta, hogy a két probléma
ugyanazt a megoldast adja.

Peter McMullen [20] és Boris Alekseevich Venkov [23] orosz matematikus a 20. sza-
zad kozepén foglakozott a problémadval, és tjabb sziikséges és elégséges feltételeket lattak
be az ilyen tulajdonsdgu poliéderekkel kapcsolatban. A téma bdséges irodalmét feldol-
gozzék a kovetkezd atfogd mivek: [3], [4], [17], [18].

Dolgozatomban sorra veszem az elért eredményeket, és bemutatok par fontos alkal-
mazast, maig nyitott problémakat €s sejtéseket a Dirichlet— Voronoi cellakkal és paralle-

loéderekkel kapcsolatban.



1.1. Alapveto definiciok

Els6 1épésként a dolgozatban taldlhat6 alapvetd fogalmakat definidlom. A jeloléseim:
nyomtatott nagybetiik a testek és pontok, kisbetlik a skaldrok és vektorok. A vektorok
egy fix koordinétarendszerhez vonatkoztatva mint helyvektorok az Euklideszi-tér pontjait

is jelolik.

1.1.1. Definicié (Minkowski 0sszeg). A K és L test Minkowski dsszege az osszes olyan
x = u—+ v vektorbol dll, ahol u € K ésv € L teljesiil. A K test centrikus szimmetrizdltja
a 2(K) = K + (—K) Minkowski 0sszeg.

Konnyen lathatd, hogy Z(K) origéra szimmetrikus, valamint ha a K test konvex, akkor
2(K) is az.

1.1.2. Definicio (racs). Jeloljiik Z-vel az egész szdmok gytiriijét. Legyen tovabbd

le1, ..., en] az E™ n-dimenzids Euklideszi-tér n linedrisan fiiggetlen vektora. Ezen vek-
torok dltal kifeszitett n-rdcs a v = i x;e; € BE™ vektorok halmaza, ahol x; € 7. Vi =
1,...,n esetén. A A\ rdcs bdzisa ml%r:zcllen olyan fiiggetlen vektorrendszer, melynek egész-

egyiitthatos linedris kombindcioi éppen a A rdcsot adjdk.

1.1.3. Definicio (dualis racs). Egy L rdcs dudlis rdcsa azon u' vektorokbdl dllo L' rdcs,
melyekre teljesiil, hogy minden u € L esetén az < u,u’ > skaldrszorzat egész szdm. Be-
lathato, hogy ha az L rdcs egy bdzisa |e, ..., e,), akkor az L' dudlis rdcs bdzisa [ f1, ..., fn),

ahol

1 hai—i
<€iafj>:{ ar=)

0 egyébként
1.1.4. Definicié (minimalis vektor). Az m vektort minimdlis vektornak nevezziik, ha az
L egyik legrovidebb nemnulla vektora (Egy vektor hosszdan a szokdsos Euklideszi hosszt

értjiik.)

1.1.5. Definicio ((valodi) belso pont). Egy pont egy d-dimenzids P poliéder (valodi) bel-
s6 pontja, ha van olyan d-dimenzids d-sugarii kornyezete, melynek minden pontjia a P

poliéderhez tartozik. Jelolése: int P.

1.1.6. Definicio (relativ bels6 pont). Egy pont egy k < d-dimenzios L C P lap relativ
belsd pontja, ha az L lap belsd pontja az affin burkdra, aft L-re vonatkoztatva. Jelolése:
relint L.

1.1.7. Definici6 (hatarpont). A P poliéder hatdrpontjai azok a pontok, melyek nem belsé
pontok.



1.1.8. Definiciéo (D-V cella). Legyen L egy diszkrét pontokbol dllo halmaz az n-dimen-
zios Euklideszi-téren, E™-en. L Dirichlet— Voronoi kitoltése egy konvex halmazokkal valo
kitoltés, ahol

D(z)={y€ E"|Vx € L-re: |ly—z|<|y—z|} z¢€L.

Tehdt D(z) azokbdl azy € E™ pontokbdl dll, melyek z-t6l (D kizéppontja) vett tdvolsdga
nem nagyobb, mint L bdrmely mds pontjdtdl vett tdavolsdga. A D(z) halmazt z celldjdnak
hivjuk, ahol

celldk eltolt mdsolataik az origé kizéppontii D(0) celldnak.

- | fiiggvény a szokdsos Euklideszi norma E"-en. Ha L egy rdcs, ezek a

1.1.9. Definicio (elhelyezés, lefedés, kitoltés). Testek egy rendszere az E" elhelyezését
adja, ha nincs kozos belsd pontjuk.

Egy ilyen rendszer fedés, ha minden E™-beli pont valamelyik eleméhez hozzd tartozik. A
fedés k-szoros, ha minden E™-beli pont legaldbb k testhez tartozik.

Az egyszeres fedéseket, amelyek elhelyezések is egyben, a tér kitoltésének vagy csempé-
zésének nevezziik. Ha ezen rendszer elemei egy adott poliéder etolt példdnyaibol dllnak,
akkor azt mondjuk, hogy a test eltolt példdnyaival toltottiik ki a teret. A D—V cella eltolt
példdanyokkal valo kitoltésre példa.



2. fejezet

Extremalis testek, Dirichlet — Voronoi
cellak

Mostantdl feltessziik, hogy L egy rics. A definiciobdl lathatd, hogy L invaridns egy racs-
vektorral valé eltoldsra, és egy racspontra vagy egy racsvektor felezdpontjara vonatkozé
tikkrozésre nézve. Ebbdl tehat kovetkezik, hogy barmely két Dirichlet— Voronoi cella
megkaphat6 egymadsbdl eltoldssal, s6t, barmely cella és az (n — 1)-dimenzids lapjai ko-
zéppontosan szimmetrikus konvex testek.

Igazolhat6, hogy a D(x)-szel jelolt, = kozéppontd D -V cella félterek véges metsze-
teként meghatarozott poliéder, mely félterek mind tartalmazzdk az x kdzéppontot, €s a
D(x) cellat az = pontot a racspontokkal 6sszekotd felezShipersikok hatdroljak. A D(z)
celldk egyiittese (Vo € L-re) tgynevezett kitoltését adjak az ™ térnek. Ez azt jelenti,
hogy az uniéjuk lefedi a teret, és a metszetiik a hatarpontokat leszdmitva iires. Ez a kitol-
tés lap-lap kitiltés, tehdt egy D(x) csempe barmely (n — 1)-dimenziés lapja egy masik
csempe (n — 1)-dimenzids lapja is. A tovdbbiakban D-vel jeloljiik a rdcs D-V celldjat
ha az félre nem érthetd.

D térfogata megegyezik L valamely bazisdanak bazisvektorai 4ltal kifeszitett paralle-
lepipedon térfogatdval. Egy fontos osztdlya a racs kitoltésének a primitiv kitoltés: egy n-
dimenzids kitoltés primitiv, ha egy csempe barmely csicsa még pontosan n masik csem-

péhez tartozik.

2.1. Extremalis testek

Ahogy a bevezetSben emlitettem, az extremalis testeket el6szor Minkowski vizsgalta. Az
alabbi tételek az 6 nevéhez kothetdek, bizonyitdssal egyiitt kozlom Sket. A fejezetben
L egy tetszOleges racsot, Y pedig azt a racsot jeloli, melynek racspontja az dsszes egész

koordindtéjd pont, igy tehdt az Y rdcsra vonatkozé D-V cella térfogata V(D) = 1. Ha



kiilon nem emlitem, akkor a fejezetben racson az Y rdcsot értem.

2.1.1. Tétel (Minkowski). Ha K € E™ egy korldtos, origora szimmetrikus konvex test
v(K) > 2"V(D) térfogattal, akkor legaldbb egy origdtdl kiilonbizd rdcspontot tartal-

maz.

Bizonyitas: Legyen L' a 2L racs [minden L-beli rdcsvektor helyett csak az & kétszeresét
veszem bele az L' ricsba], D’ pedig az L' rics Dirichlet— Voronoi celldja. Irjuk fel K
pontjait = + w alakban, ahol x € D’ u € L'. Ezt meg tudjuk tenni, mivel a Dirichlet —
Voronoi cella eltolt példanyai kitoltik a teret.

Mivel v(K) > 2"v(D) = v(D’), létezik olyan x € D’ pont, melyre x + u € K és
r+v € K; aholu # v € L'. A K test origéra szimmetrikus és konvex, ezért K tartal-
mazza a —(z +v) pontot is, igy tartalmazza az 3(z+u) + 5(—(z+v)) = 2(u—v) pontot
is. Mivel az u — v vektor L’-beli racsvektor, ezért az %(u — v) vektor L-beli racsvektor,

és u # v miatt nem az origd. m

Definidlok egy specidlis testcsaladot:

2.1.2. Definici6 (Extremalis test). Legyen K egy korldtos, origéra szimmetrikus konvex
Em-beli test V(K) = 2"V (D) térfogattal. Ekkor K lezdrtia K tartalmaz legaldbb egy
u # o rdcspontot. De megeshet, hogy K belsejében nincs az origotdl kiilonbozd rdcspont,
pl. azY rdcs esetén ha K az |x;| < 1 (i = 1, ...,n) dltal definidlt kocka. Az ilyen K testet

extremdlisnak hivjuk. A definicioban kihaszndltuk az eldtte szerepld tételt.
Bevezetiink egy reldciét, melyet a kés6bbi bizonyitdsokban haszndlunk:

2.1.3. Definicio. Legyen L egy rdcs, x,y € E™. Azt mondjuk, hogy x =y (mod L), ha

xr —y € L. Konnyen ldthato, hogy a fenti reldcio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

Minkowski kimondott szdmos tulajdonsdgot, melyeket az extremadlis testeknek teljesite-
nitik kell:

2.1.4. Tétel (MinkowskKi 1.tétele). Legyen K egy (korldtos) origora szimmetrikus konvex
test, és tekintsiik az Y rdcsot. Ekkor K extremdlis akkor és csak akkor, ha a kovetkezd 2
tulajdonsdg fenndll:

a) Az B teret lefedik az %K +u (u€Y)testek.

b) Bdarmely x € E™ pont legfeljebb egy % int K + u testhez tartozik.
A fenti két tulajdonsdg roviden azt jelenti, hogy a hatdrolo pontokat leszdamitva az %K +u

testek egyszeresen fedik az E™ teret.



Belathat6 az alabbi tétel a tér k-szoros fedésére:

2.1.5. Tétel (Minkowski 2.tétele). Tegyiik fel, hogy k egy pozitiv egész, M pedig olyan
korldtos, mérhetoé halmaza E"-nek, melyre int M és M azonos mértékii. Ekkor a kivet-

kezd ket dllitds ekvivalens:

1. Az M halmaz térfogata V(M) = k és int M nem tartalmaz k+1 elemii ponthalmazt,

melyek kongruensek mod'Y .

2. Minden x € E" pont legaldbb k db M + u testhez tartozik és legfeljebb k db
int M + u testhez (Mds szavakkal, a hatdrolo pontokat leszdamitva az M + u testek

pontosan k-szorosan fedik le az E" teret)

Bizonyitas (Minkowski 2.tétele): Jelolje Pa0 < x; <1 (Vi = 1,...,n) kockat, legyen
X és x az M illetve M test karakterisztikus fiiggvénye, és legyen

o@) =S e +u), @)= Te+u) (ze k.

ueYy uey

A feltétel, miszerint int M nem tartalmaz k& + 1 kongruens pontot és az a feltétel, hogy
Ax € E" pont, mely k-ndl tobb int M + u alaki testhez tartozik ekvivalensek, mivel:
Ha dr € E™ pont, mely legaldbb k£ + 1 db intM + wu alakd testhez tartozik, tehat
r € {M +uy,..., M + ugy1}, akkor {x — uy,...,x —upy1} € M. (Ekkor persze z —
Uy, ..., T — U1 Kongruensek.)
Forditva, ha {x 4+ uq, ..., 2 + up1} € M, akkor x € M — uy, ..., M — uy,q, egyardnt
fennall.

Tehat a két feltétel ekvivalens és az alabbi egyenl6tlenséggel fejezhetd ki:
o)<k VYreE" (2.1)

Be kell latnunk, hogy ha (2.1) fennall, akkor a V(M) = k egyenlGség ekvivalens a
tételbeli 2. pont elsé dllitasaval. ElGszor tegyiik fel, hogy V(M) = k. Ekkor

/ p(x)dx = / x(z)dx =V (M) = k. (2.2)
P n
Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan 2° € P pont, mely legfeljebb k — 1 db M + u

testhez tartozik. Mivel M korldtos, és az Y rdcs diszkrét, igy az 2° pont tdvolsdga pozitiv
azon M -+ u testek uniGjatél, melyek nem tartalmazzak z°-t. Igy (x) < k — 1 valamely
|z — 2°| < € gobmb pontjaira. Ez ellentmond a (2.2) feltevéssel. Tehdt minden P-beli, igy
minden E"-beli pont legaldbb k db M + u testhez tartozik.

Most tegyiik fel, hogy barmely z € E™ pont legalabb k db M + u testhez tartozik.
Ekkor ¢(z) > k V z-re. Ebbdl, és a (2.1) egyenlStlenségbol kovetkezik, hogy V(M) = k,

mert



Ezzel belattuk a tételt. m

Bizonyitas (Minkowski 1. tétele): Legyen M = 1K. Ekkor V(K) = 2"V (M) és
K = 9(M). K extremélis akkor és csak akkor, ha V(M) = 1 és int M nem tartalmaz
két kiilonbozd x és y pontokat, melyekre x — y € Y. Ekkor Minkowski 2. tételébdl

kovetkezik az 4llitas (k = 1 esetén). m

Lathat6, hogy egy konvex test, amely kielégiti az a) €s b) tulajdonsdgokat sziikség-
képpen korlatos, mivel a térfogata véges.
Az alébbi két tételt bizonyitds nélkiil emlitjiik:

2.1.6. Tétel (Blichfeld). [17] Legyen k egy pozitiv egész szdm, és legyen M egy korldtos
halmaz E™-en, V(M) > k mértékkel. Ekkor létezik olyan z vektor, hogy M + z legaldbb
k +1 rdcspontot tartalmazzon. Mdsszoval M tartalmaz k + 1 pontot, melyek kongruensek
modulo Y .

2.1.7. Tétel (Brunn—-Minkowski). [17] Ha H, és H, két zdrt, korldtos halmaz és Hy =
VH +(1—9)Hy (0 <9 < 1), akkor a {V (Hy)}'/™ fiiggvény konkdv -ban; precizebben:

{V(Ho)}'" = 0{V (H)P™ + (1= ){V (Ho)}'".

Tovdbbd, ha 0 < ¥ < 1, akkor a fenti dsszefiiggésben egyenléség akkor és csak akkor dll
fent, ha Hy és H, homotetikus vagy két parhuzamos hipersikba esnek.

2.1.8. Tétel (MinkowskKi 3. tétele). Legyen K egy (korldtos) konvex test mely kielégiti a
Minkowski 1. tételében szerepld a) és b) tulajdonsdgokat. Ekkor K -nak van kozéppontja.

Bizonyitas: Legyen K* = $Z(K). Ekkor K* origéra szimmetrikus és konvex.
Tegyiik fel, hogy van két kiillonb6z6 u, v rdcspont, hogy az %K *+ués %K * + v testeknek
van kozos belsd pontjuk: x. Ekkor 1éteznek y, v/, z, 2’ € %intK pontok, hogy

1 1
J::é(y—y/)—i-u, xzé(z—z’)—l—v.

%intK konvexitdsa miatt:
1 / / 1 / 1.
5 +2) =5+ ) +ue SintK +u,
[P P L.
450 +2) =5 +2) +v e Stk +v.
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Igy az % int K 4+ u és % int K + v testeknek van k6zos pontjuk, ami ellentmond a tételbeli
b) feltételnek. Tehat az %K *+u,u €Y testeknek nincs kozds belsd pontjuk.

Blichfeld tételébdl kovetkezik, hogy V (K*) < 2", mivel (ahogy a Minkowski tétel
bizonyitdsdban lattuk) az, hogy egy test nem tartalmaz olyan = pontot, melyre az = + u
(u € Y') pontok legaldbb k + 1 (jelen esetben k = 1) M + u testhez tartoznak ekvivalens
azzal, hogy az M test nem tartalmaz k£ + 1 kongruens pontot. Tehét az %K * test nem
tartalmaz 2 egymassal kongruens pontot, igy térfogata < 1, igy a K* testé V (K*) < 2.

K extremadlis (Minkowski tétele alapjan), igy térfogata V(K) = 2". Alkalmazva a
Brunn —Minkowski tételt, és felhasznalva Blichfeld tételébdl kapott eredményiinket kap-
juk, hogy V (K*) = 2". Valdban:

2> (VK" = (VDD = (V)= (o(E))/ns
+ {So(=K)}/ =2 oK)} =2

Igy K és K* homotetikus ezért I és K* kongruens. Igy K -nak van kdzéppontja. m

2.1.9. Megjegyzés. K egy eltoldsa nem befolydsolja az a) és b) tulajdonsdgokat. Emiatt
K kozéppontja bdarmely pont lehet a térben, valamint a Minkowski 1. és 3. tétele alapjdn

ha egy konvex test kielégiti a)-t és b)-t akkor az sziikségképpen egy extremdlis test eltoltja.

2.1.10. Megjegyzés. Ha K extremdlis (igy tehdt poliéder), akkor minden ((n — 1) - di-
menzios) lapjanak belsejébe esik rdcspont. Ha valamely F' lapja ugyanis nem tartal-
mazna belso pontként egy origotol kiilonbozo rdacspontot, akkor F' és —F' szimmetrikus
kis eltoldsdval egy nagyobb, origora szimmetrikus konvex testet kapndnk, ami szintén nem

tartalmaz origotol kiilonbozo rdacspontot a belsejében, ez ellentmond K extremalitdsdnak.

2.1.11. Tétel. Legyen K egy korldtos, origora szimmetrikus konvex test, amely belsejében
nincs az origotol kiilonbozd rdacspont. Ekkor K-t tartalmazza egy origora szimmetrikus
konvex poliéder K1, melynek szintén nincs origotol kiilonbozd rdacspontja. Ha K extre-

madlis, akkor K maga egy (origdra szimmetrikus) poliéder.

Bizonyitas: Minden u # o racsponthoz meghatdarozunk egy o > 0 szdmot dgy, hogy
ou K hatdrara essen. Allitsunk egy érintdsikot az au pontba, jeldljik S (u)-val azon
hipersikok altal hatdrolt sdvot, melyek parhuzamosak ezzel az érintésikkal, és dtmennek
az u illetve —u pontokon. Ezt megtehetjiik ugy, hogy minden u # o pontra S(u) és S(—u)
egybeessen. Legyen K az Osszes ilyen S(u) sdv metszete. Ekkor K tartalmazza K-t,
tovabba K, origéra szimmetrikus és konvex, és K; nem tartalmaz orig6tdl kiilonbozo

bels6 racspontot.
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Most bebizonyitjuk, hogy K poliéder. Léteznek olyan pozitiv p és o szdmok, hogy K
tartalmazza az |z| < p gombot, és minden K’ konvex test, mely tartalmazza ezt a gdmbot
és térfogata V (K') < 2", az
van. Egy K-t érintd sik orig6tdl vett tdvolsdga > p.

x| < o gombben van. gy tehdt K és K, az utébbi gombben

Legyen v’ = au, m a K u'-beli hatdrpontjaba allitott érintdsik orig6tdl vett tavolsaga,
n pedig az ezzel parhuzamos, u-n d&tmend érintésik origdtdl vett tdvolsdga. Hasonldsagi
okokbsl 2 = 14 Ekkor m > p, mivel K tartalmazza a p sugard gombot. A o sugard
m |
gomb tartalmazza K-t, igy |u/| < 0. 0 > n, mivel a o sugari gomb tartalmazza K;-et.
Tehat ezt kapjuk:
_no oy |ul
O'zn__.m__. Z_
m || o
Ennélfogva a hipersikoknak, melyek barmelyik S(u)-t meghatirozzék, orig6tdl vett
tavolsaga (el6zéekben n) > (%)0. Ebbdl adédban K azon S(u) sdvok metszete, me-
lyekre (@) p < o,azaz |u| < "—;. Az ilyen u pontok szdma véges. Igy K poliéder. Ha
V(K) = 2™, akkor V(K;) = 2" szintén (mivel tartalmazza K-t és nem tartalmaz belsd

racspontot), tehit K 1=K . Ezzel belattuk a tételt. m

Minkowski tovébbi éllitdsai az extremalis testekr6l az aldbbi tételben vannak Osszefog-

lalva:

2.1.12. Tétel (Minkowski). Legyen K egy origora szimmetrikus extremdlis konvex test.
Ekkor:

1. Legfeljebb 2(2™ — 1) rdcspont esik K lapjainak belsejébe.
2. K-nak legfeljebb 2(2™ — 1) lapja van.

3. K hatdrdn legaldbb 2(2" — 1) rdcspont van.

Bizonyitas: Legyen u', u?> € Y K lapjain levé bels6 pontok, és tegyiik fel, hogy u? #
+u'. Ekkor §(u? — u') K-nak egy orig6tdl kiilonbozs belsd pontja, igy ez a pont nem
racspont, azaz u® #Z u' (mod 2)

Osszuk fel a racspontok halmazat mod 2 maradékosztalyokba. Az el6bb bizonyitot-
tuk, hogy minden maradékosztaly legfeljebb egy pontpdrt tartalmaz, +u-t, igy, hogy u
egy adott F' lap bels pontja. Természetesen, ha v az F' lap egy belsd pontja, akkor —u
a —F' lap belsd pontja lesz. Az origét tartalmazé maradékosztily nem tartalmaz K ha-
taran 1évo racspontot. Ezekbdl 1. kovetkezik, mivel 2" maradékosztdly van, és minden
maradékosztaly legfeljebb két, lap belsejében 1év6 pontot tartalmaz, kivéve az, amelyik

az origbt tartalmazza, mert az nem tartalmaz egyéltaldn lap belsején 1év6 racspontot. Az
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1. 4llitasbdl és az el6z6 megjegyzésbdl, miszerint minden (n — 1-dimenzids) lap tartal-
maz legaldbb egy o-tdl kiilonb6z6 racspontot adédik a 2. 4llitds. Vegyiink egy tetszdleges
u Z o (mod 2) racspontot. Ekkor Minkowski 1. tétele alapjdn létezik olyan v racspont,
melyre Ju + v € 1K, azaz u + 2v € K. Mivel ez a pont egy rdcspont, K extremalitdsa

miatt ez mindenképp K hatdrara kell, hogy essen. Innen lathato, hogy 3. fenndll. m

2.2. Dirichlet — Voronoi cellak esete

Altaldnos esetben nem tudunk tébbet mondani, mint a fenti llitdsok. Vegyiik azt a speci-
alis esetet, hogy a K extremalis test a rdcshoz tartoz6 D -V cella nagyitottja: 2D. Voro-
noi bevezette a meghatdrozo vektor fogalmat. Egy = racsvektort meghatdrozé vektornak
hivunk, ha valéban sziikséges a D cella meghatarozdsdhoz. Ez azt jelenti, hogy az x ko-
zéppontjét tartalmazd, és x-re merdleges hipersik a D cellat (n — 1)-dimenzids lapjaban

metszi. Voronoi megmutatta a meghataroz6 vektorok aldbbi karakterizaciojat:

2.2.1. Tétel. Az x € L rdcsvektor meghatdrozo vektor akkor és csak akkor, ha egyedi
minimdlis normdju eleme az x + 2L mellékosztdalynak. Itt az ’egyedi’ azt a tulajdonsdgot
jelenti, hogy ha y egy minimdlis normdju eleme v + 2L-nek, akkor az megegyezik x-el

vagy —x-szel.

Ez az eredmény azt mondja ki, hogy +x egy egyedi minimum pdarja a mellékosz-
talyanak, akkor és csak akkor, ha a végpontjaik 2D-nek egymassal szemkozti (n — 1)-
dimenzids lapjdnak belsd pontjai. Az aldbbi dbra szemlélteti az allitast, ahol x meghata-
roz6 vektor, y viszont nem az, mivel pl. y; = u; + y, és y; minimdlis normdji eleme
y + 2L-nek, de y; # +y.

G. Horvith Akos fogalmazta meg az alabbi dltaldnositast:

2.2.2. Tétel ([12]). Ha egy x rdcsvektor a 2D test egy (n — k)-dimenzids lapjdnak valodi
belsd pontja (valamely k = 1,...,n — 1 esetén) akkor & az x + 2L mellékosztdly minimum

vektora. Forditva, ha az
M, = {m € L | maz x + 2L mellékosztdly minimum vektora }

halmaz rangja k, akkor M, elemei 2D-nek néhdny (pdronként diszjunkt) (n — k)-dimen-
zios lapjdnak belsejében vannak. Tovdbbd, a k = n esetben az x rdcsvektor akkor és csak
akkor csiicsa a 2D testnek, ha x minimum vektora a x + 2L mellékosztdlynak, valamint

M, rangja n.

Itt egy vektorhalmaz rangja a dimenzidjat jelenti.
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Y3

Y1 Y2

2.1. dbra. minimdlis normdju elemek

Bizonyitas: Ha x 2D egy (n — k)-dimenziés lapjanak relativ belsejébe esik, akkor az
%x ponta D D-V cella megfelel6 (n — k)-dimenzids lapjdnak belsejében van. Legyen y

az L\{0} egy tetszGleges eleme, ekkor az aldbbi
n 1
Hy={aeE"|y-a< gy y}
zart féltér tartalmazza az %x pontot, tehit x - y < y - y. Véve az x — 2y elem normdjat
kapjuk, hogy:

N(z —2y) = N(z) + AN(y) — 4z -y > N(z)
ami bizonyitja az 4llitas els6 részét.
Legyen x a mellékosztilydnak legrovidebb eleme. Ekkor minden y € L\{0} racsvek-
torra az
N(z —2y) = N(z) + AN(y) — 4z -y > N(x)

egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy az %x vektor a

1
Hyiz{aGE”ly-aéiy-y}, Vy € L\{0}

féltérekbe esik, ami azt jelenti, hogy D hatdrdn van. Ebben az esetben van olyan IT (n—1)-

dimenzids lapja D-nek, melynek az sz pont (1 < [ < n) relativ bels§ pontja. Mivel D
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azon érintShipersikjai, melyek tartalmazzdk az %x pontot, tartalmazzdk a II lapot is, igy
lathatjuk, hogy az olyan y € L racsvektorokhoz tartozé hipersikok metszetei, mely y
récsvektorokra N(z — 2y) = N(x) fenndll, tartalmazzak TI-t is. Tgy a N{bd(H,) | y €
M.} lap dimenzidja legaldbb (n — ).

Ez azt jelenti, hogy M, rangja (ami k a feltevés szerint) legfeljebb [, azaz £ < [.
Masrészrél megmutatjuk, hogy £ > [. Ugyanis D-nek 1étezik legalabb [ darab fiig-
getlen (n — 1)-dimenzids laphipersikja bd(H,,), i = 1,...,0, ami D-nek egy (n — [)-
dimenzids lapjat tartalmazza. De ezekrdl az y; meghataroz6 vektorokrdl tudjuk, hogy
r —2y; € M,, igy k = rang(M,) > [. Tehat k = [. Haxz — 2y € M,, akkor
N2z —y) = N(z) = min{N(x — 2y — 2z) | = € L}, ahonnan z — 2y € bd(2D).
Kovetkezésképp © — 2y-ra megismételhetjiik az z-re vonatkozé megfigyeléseket, amivel
bebizonyithatjuk az 4llitds mésodik felét, kivéve az (n — k)-dimenzids lapok kiilonbo-
z0ségét, amelyek relativ belsdé pontként tartalmazzdk M, kiilonbozé elemeit. Legyen
példaul = # = — 2y € M,, %JJ € relintll , %a: — y € relintIl*, ahol II és IT* D-nek
(n — k)-dimenziés lapjai. Az eddig bebizonyitott tények alapjan kapjuk, hogy affII (il-
letve affIT*) az sa-et (illetve 2z —y)-t tartalmaz6 N{bd(H,) | y € M} eltoltjai. Tovdbbd
N{bd(H,) | y € M,} merSleges y-ra, ezért II # II*. m

A kovetkezd tétel egy algebrai Osszefiiggést ad a 2D test hatardn 1év6 pontokra:

2.2.3. Tétel ([12]). Legyen az x rdcsvektor 2D valamely 11 (n — k)-dimenzids lapjdnak
relativ belsd pontja. (ahol1 < k < n). Ekkor 2D-nek létezik q db (n — 1)-dimenzids
lapja (jeloljiik 114,...11, -val), melyek mind tartalmazzdk a 11 lapot iigy, hogy a meghatd-

rozo vektorainak (y1, ..., y,) dsszege x, azaz

$:y1++’yq

Ezeknek az (n — 1)-dimenzids lapoknak a szdma nem nagyobb k-ndl. A fenti y; meghatd-

rozo vektorok ortogondlisak egymdsra, szoval

z? :y%+...+y§.

Bizonyitas: Megjegyezziik, hogy ha az x racspont 2D egy I (n — k)-dimenziés lapjanak
relativ bels6 pontja, akkor minden y # x meghatarozé vektorra, amely 2D egy olyan
(n — 1)-dimenzi6s lapjdhoz tartozik, mely tartalmazza a II lapot, az = — y vektor bel-
s6 pontja 2D egy (n — [)-dimenzids lapjdnak, ahol [ < k. Val6jdban az x — y vektor a
megfeleld x és x — 2y végponti szakasz felezGpontja. Itt x| = |z —2y|, igy z—2y € M,.
Pontosabban

lz| =y +(x—y)| =y — (v —y)|= |z -2y,

14



o7 o2

mivel x és y is az y normdlvektort hipersikba esik. Az el6z6 tétel bizonyitasabol 1athat-
juk, hogy ezek az = és x — y végpontok relativ belsé pontjai a két parhuzamos, (n — k)-
dimenzi6s IT illetve IT* lap egyikének. (aff I[T* = aff (IT—2y)). De x —y nem a nullvektor,
igy nem esik a 2D test belsejébe (mivel a 2D test extremalis), ezért relativ belsé pontja
2D egy (n — 1)-dimenziés IT" lapjanak, ahol I < k. igy egy tetszSleges, a fenti tulajdon-
sdgokkal rendelkez6 y; meghatdrozé vektorra © = y; + (x — y;), ahol az x — y; vektor
egy (n — k)-ndl nagyobb dimenziés II* lap relativ bels pontja. Az eredeti IT lapot tar-
talmazza ez a I1' lap, igy egy olyan (n — 1)-dimenziés lap, mely tartalmazza a IT' lapot,
sziikségképpen tartalmazza a II lapot is. Legyen Il egy ilyen (n — 1)-dimenzids lap, és
legyen I1; az az (n — 1)-dimenzids lap, melyhez az y; meghatdrozé vektor tartozik. Ha
Yo az Uj Il lap meghataroz6 vektora, akkor az x — y; racsvektor felbonthat6 ys illetve
(x — y1) — yo vektorok osszegére. Itt az (x — y;) — yo vektor relativ bels6 pontja egy
olyan IT? lapnak, mely tartalmazza a IT" lapot és nila magasabb dimenziés. Igy a tételben
szerepld allitast indukciét haszndlva konnyd belatni ilyen felbontasokkal.

A meghatarozé vektorok merdlegességét a kovetkezképp lathatjuk be. A Il (n—1)-
dimenzi6s lap tartalmazza a I1' lapot, igy tartalmazza az y,-gyel pirhuzamos, x és x — 2y
végponti szakaszt is. gy a IT, lap normélvektora, y» merSleges y;-re. A fenti konstrukci6
kovetkezd 1épésében definidlunk egy I1? (n — 1)-dimenzids lapot, mely tartalmazza a IT!
lapot, igy tartalmazza a fent emlitett szakaszt is. Az dj 112 lap affin burka tartalmazza a
IT!' és IT! — 2y, halmazok affin burkat. Ebbdl a definiciébdl lathaté, hogy a I12 lapot(igy
a IT! lapot is) tartalmaz6 II; tartalmazza az 1,-vel parhuzamos, x — 1, €s (x —y1) — 2y
végpontu szakaszt (és az y;-gyel parhuzamos, x és x — 2y; végpontu szakaszt is). Tehat
ennek a II3 (n—1)-dimenzids lapnak a y3 normdlvektora merSleges az y; és y, vektorokra.

Ezutan indukcidval kovetkezik az y; vektorok paronkénti merdlegessége. m
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3. fejezet

Paralleloéderek

A paralleloéder fogalmat Voronoi vezette be, 6 tanulminyozta 6ket. Vegyiik ismét az
el6z6 fejezetbeli Y racsot. Egy P poliédert paralleloédernek hivunk, ha Vu € Y-re a
P + u testek hézagmentesen, €s a hatdrpontokat leszamitva egyrétiien fedik az £ teret.
A dolgozatban emlitett tételek alapjan egy paralleloédernek mindig van kozéppontja, és
egy P poliéder akkor és csak akkor paralleloéder, ha 2 P extremadlis.

Egy P paralleloédert primitivnek hivunk, ha minden (n — 1)-dimenzids lapja egybe-
esik egy masik P + u test (n — 1)-dimenzids lapjaval, és P minden c csticsa pontosan
(n+ 1) darab élére esik a P +u (Vu € Y') testeknek. Két test: P + u, P + u’ kapcsolédo,
ha van ko6zo6s lapjuk. Mivel két kapcsolédo testnek nem lehet egy adott k6zos cstiicsbol
induld Osszes éle kozos, a P-beli ¢ csucsot tartalmazd n + 1 él nem lehet mind P-beli.
Ijgyhogy a c csucs P-nek pontosan n €léhez tartozik (melyek nem mind egy hipersik es-
nek); barmely n — 1 él ebbdl az n éIbdl kifeszit egy (n — 1)-dimenzids kiipot, és ezen
n — 1 él P valamely lapjanak €lei, az ez 4ltal a lap altal hatarolt kapcsolddo paralleloéder
sziikségképpen tartalmazza a c-be futé (n+ 1)-edik élt. Tehdt a kovetkez§ helyzet 4ll fent:
a c cstcsba futd n+ 1 €é1bdl semelyik n sem esik egy hipersikba, €s bairmely n meghataroz
egy, az n + 1 darab, c csucsot tartalmazo paralleloéderbdl 1-et magaba foglal6 kipot; ez

az n + 1 darab paralleloéder paronként kapcsol6do.

Legyen () egy pozitiv definit kvadratikus forma és P jelolje azon = pontok halma-
zat, melyre

Q) <Q(r—u) Yuey.

Ekkor P azon x pontok halmaza, melyre o a ’legktzelebbi’ racspont az f = Q% kon-
vex tavolsagfiiggvény altal meghatarozott metrikdban, emiatt ezt Y-nak f-re vagy )-ra
megkotott méhsejtjének hivjuk. Megmutatjuk, hogy ekkor P paralleloéder.

Ha u # o egy fix rdcspont, akkor Q(x) = Q(z — u) egy hipersikot hatdroz meg.
Ekkor Q(x) < Q(z — u) egy (ezéltal a hipersik ltal hatarolt) félteret hatdroz meg. Igy P
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félterek metszete, tehit P konvex. Mitdbb, P szimmetrikus. Tovabba de > 0 szdm, hogy
az u € Y pontok koriili K (u) : Q(z — u) < € ellipszoidok diszjunktak; egy ilyen e-ra
P tartalmazza a K (o) ellipszoidot. Igy P egy origéra szimmetrikus konvex test. Mivel
nem tartalmazhat u # o racspontokat, igy véges a térfogata (Minkowski tétele alapjan),
igy sziikségképpen korldtos.

Minden u-ra, a P + u testet a

Qx—u) <Qx—u) W eY

Osszefliggés hatdrozza meg. Innentdl lathatd, hogy E™-t a P + u testek -a hatarpontokat

leszamitva- egyszeresen fedik. Igy P paralleloéder.

3.1. Voronoi sejtése, tétele

Voronoi a kovetkezd hires sejtést fogalmazta meg:

Minden paralleloéder valamely L rdcs Dirichlet — Voronoi celldjdnak affin képe.

Miig nyitott kérdés altaldnos n esetén, n < 5 dimenzidra belattdk, hogy igaz. Az alabbi
adatok Deza és Grishukhin cikkébdl [6] szarmaznak:
Az n = 2 esetben a 2 paralleloéder: a szimmetrikus hatszég (primitiv), és a parallelog-
ramma (nem-primitiv) nagyon régrdl ismert. 1885-ben Fedorov leirta n = 3 esetben
mind az 5 paralleloédert (ebbdl 1 primitiv). Delone [5] 51 darab 4-dimenzids paral-
leloédert szamlalt, késébb Shtogrin megtaldlta az utolsd, hidnyz6 52.-et. Ryshkov és
Baranovski 221 darab 5-dimenzids, primitiv paralleloédert taldlt. Engel, szdmitogép se-
gitségével 179372 darab 5-dimenzids paralleloédert taldlt, ebbdl 222 primitiv. Az aldbbi
gyengébb 4llitast viszont bebizonyitétt Voronoi:

3.1.1. Tétel (Voronoi). Minden origé kozépponti primitiv paralleloéder valamilyen po-

zitiv kvadratikus formdhoz tartozo rdcs Dirichlet — Voronoi celldja.

Bizonyitas: Legyen P egy primitiv paralleloéder az F7, ..., Fy, (n — 1)-dimenzids lapok-
kal, ahol Fy s = —F} (Vk =1, .., s esetén). A Py+u (Vu € Y) testek koziil Py, legyen az
Fi(k =1, ...,2s) lapot tartalmaz6 # I, paralleloéder. Hy j, jelolje az F}, lap éltal hatdrolt,

Py-t tartalmaz6 félteret. Irjuk fel ezt a félteret az aldbbi egyenlGtlenséggel:

ap+a*-x>0, (3.1)

ahol «y, egy valés szdm, a* pedig egy Fj-ra merdleges vektor (k = 1,...,2s), ahol a
merGlegesség azt jelenti, hogy a kiegészits (1-dimenziés) altér eleme. Altalinosabban, ha
a Py és Ptestek (0 < k < 25,0 <1 <2s,k # [) kapcsolédoak, akkor Hj; jelolje a Py, és
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P, testek kozos lapja altal hatdrolt, Pj-t tartalmazoé félteret. A bizonyitds els6 1épéseként
normalizdljuk a (3.1) egyenlGtlenséget.

1. allitas: Léteznek T, ..., o5 pozitiv szdmok tigy, hogy ha a Py és P, testek (ahol 0 <
k <2s, 0<1<2s, k#1l)kapcsoloddak, akkor a Hy,; féltérek felirhatéak a

(ria' — ma®) - (x — b) >0 (3.2)

egyenlétlenséggel, ahol 7o = 1, a° = o, b pedig egy Hy.; hatdrdn 1évé tetszéleges pont.

Tekintsiink egy rogzitett Fy-beli csucsot, c-t. Feltehetjiik, hogy ez a Fy, Py, ..., P,
testek k6z0s pontja, tehdt c az F7, ..., F,, (n — 1)-dimenzids lapok koz0s pontja is egyben,
€s kozos hatarpontja a Hy 1, ..., Hy ,, féltereknek. Igy az ezeket a féltereket definidlé (3.1)
egyenl6tlenség felirhat6 a*-(z—c) > 0 alakban. Jeldlje E,, a P, (ahol k = 0,1, ..., n; k #
m) paralleloéderek kozos €lét (m = 0,1,...n esetén). Az F,, élek mind a ¢ csticsban
végzoédnek. Mivel m = 1,....neseténaz E,, él az F}, (k = 1,...,n; k # m) lapok éle,

igy a Hy , félterek hataraira esik, ezért kielégiti az aldbbi

a*-(x—c)=0 (aholk =1,...n; k #m) (3.3)

egyenldségeket.

Az Ey él a P, ..., P, testek kozos éle, igy a P, belsejétdl tavol esik. Igy, mivel az
Hoyq, ..., Hy, féltér tartalmazza int Fy-t, léteznek olyan 7, ..., 7, pozitiv szimok, me-
lyekre teljesiilnek az alabbi

na' - (x —c¢) =mad - (r—c) = .. =70" - (x — ), (3.4)

egyenlGségek. Ekkor nyilvdn a (7i, ..., 7,) szdmok egy pozitiv szorzé erejéig egyértel-
miiek lesznek.

Vegyiink két indexet: k-t és [-t gy, hogy 0 < k < n, 0 <[ <n, k # [. Az el6z6ek
alapjan az n — 1 darab E,, €l (m # k,[) mind kielégiti az alabbi

- (x —¢) = nd' - (v —¢) (3.5)

egyenlséget, ami akkor is igaz, ha k,[ vagy m koziil az egyik 0, a 790 = 1, a® = o
paraméterekkel. Igy (3.5) a fenti n — 1 db E,, élt tartalmazé hipersik egyenlete, azaz a
Py, testet a P, testtd] elkiilonitd hipersiké. Tovabba, ha k, [ > 0 teljesiil, akkor az F] lapot
tartalmazo hipersik metszi a P, testet, igy P, azon x pontokat tartalmazza, melyekre
a'-(x —c) =0, ésa’ - (x —c) < 0. Ebbdl adédéan a Hy; féltér megadhaté a (r;a' —
mwak) - (x — ) > 0 egyenlStlenséggel. Ezzel bebizonyitottuk, hogy az dllitdsunk igaz a c-t
koriilvevd Fy, P, ..., P, testekre. Hasonl6 0sszefiiggés éll fenn a Fy, P, ..., P, testekre,
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melyek koriilveszik P, barmely ¢’ csucsat, a megfeleld 7, ..., 7, pozitiv szamokkal.
Vezessiink be egy jelolést: (7|7;), ha 73, és 7; pozitiv szamok, és a Hy,; féltér megadhat6
a (mal — mpa®) - (x — b) > 0 egyenldtlenséggel, ahol b a Hy,; féltér hatdrpontja (ahol 1 <
k <2s, 1<1[<2s; k+#1). Ekkor az eddig belatott eredményekbdl adidik a kovetkezd

két megallapitas:

1. Ha F}, és F; a P, test két szomszédos (n — 1)-dimenzids lapja és 7, > 0, akkor

1étezik egy 7; pozitiv szdm, melyre (7|7;),

2. Ha Fy, F, F,, a P, test hairom szomszédos (n — 1)-dimenzids lapja és 7y, 7, T

pozitiv szamok, melyekre ha (7|7;) és (7;|7.,), akkor (7x| 7).

Ezeket a megéllapitasokat fogjuk most felhasznalni. Legyen 73 > 0 tetszdleges. Le-
gyen Fj, a P, test egy tetszSleges lapja, és C' jeloljon egy F}, kezdetd F végt lancot. Ha
elkezdjiik 7i-gyel, és alkalmazzuk az 1. megallapitist paronként minden C' szerint egy-
mast kovetd lapon, akkor végiil kapunk egy 7, pozitiv szdmot. F, felszine egyszeresen
Osszefliggd, azaz barmely zart, lapokbdl all6 lanc dsszerakhaté zért 3-as lancokbodl. A 2.
megallapitdsbdl kovetkezik, hogy 75, nem fiigg a C' lanc megvalasztasatdl. Igy egy fix 7
szambdl kiindulva a leirt eljards elvezetett egyértelmd 7o, ..., o, > 0 szdmokhoz. (7|7;)
reldcio definicidja alapjan igy barmely H},; féltér felirhaté a megfeleld (3.2)-es egyenlot-
lenséggel (ahol k,[ > 0; és az F},, F; lapok szomszédosak). Ez akkor is igaz, ha k = 0

vagy | = 0, a° = o valasztdssal. Ezzel az 1. allit4st belattuk.

A (3.1) egyenlStlenségben k = 1, ..., 2s esetén az oy, szam és az a* pont egy pozitiv 3;
szorz6 erejéig meghatdrozott. Ezért az oy, szdmok és az a* pontok vélaszthatéakdak tigy,
hogy az 1. allitas fennélljon 71 = ... = T9; = 1 esetén. Ebben az esetben azt mondjuk,

hogy a (3.1) egyenl6tlenségek kanonikusak Py-ra, és u € Y-ra az

ap+a® (x—u)>0 (k=1,..,2sesetén)

egyenlGtlenségek kanonikusak Py + u-ra.

2. allitas: Ha a (3.1) egyenldtlenségek kanonikusak, akkor:
1. a"™ = —a* (k=1,...,sesetén)

2. Létezik olyan egyértékii p(u)(u € Y') fiiggvény, ami kielégiti a kovetkezd két felté-
telt: 1) p(0) = 0; 2) p(u+u*) = p(u) +a” - b, ahol b tetszSleges pontja a Py + u
és Py + u + u” testek kozos, Fy, + u lapjdnak. (Vu € Y; k = 1,..., 25 esetén)

El6szor az 4llitas 1. pontjdt 1atjuk be. Tudjuk, hogy a'™* = —aa! valamilyen o > 0

szdmra, mivel az F} és F1, ¢ lapok szemkoztiek. Legyen k' = k+s (k =1, ..., 2s esetén),
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ahol dgy vilasztjuk ki az elGjelet, hogy 1 < k' < 2s teljesiiljon. Vélasszunk egy tetsz6-
leges [ > 1 indexet Gigy, hogy az Fj és F; lapoknak legyen kozos cstcsuk (igy tehat P; és
P, kapcsolddoak). Legyen u € Y racspont, az m < 2s szamot pedig hatdrozzdk meg a
P, = By +u, é P, = P,, + u egyenletek. Ekkor az F},, + u lap a P, és P, testek k6zos
lapja. S6t, P, s és Py kapcsolodoak, és kozos lapjuk a —(F,,, +u) = F,,, —u lap. Ez alap
parhuzamos P; és P, k6zos (n — 1)-dimenzi6s lapjaval F),, + u-val. A hipotézisiink miatt

az a' — a' vektor és az a' — a'** vektor merdleges ezekre a lapokra. Mivel a't* = —aa!,
igy a’ = —aal. Ismételgetve az eljarast megkapjuk, hogy a* = —aa* minden k-ra. Ko-
vetkezésképp a' = —aa'™® = a?al. Tehdt o = 1, ezzel belattuk az 1. pontot.

Vegyiik barmely hdrom, k6zos c cstcsot tartalmazé paralleloédert: Py + u!, Py +
u?, Py+ud. Py+u' és Py+u? kozds (n — 1)-dimenzids lapja legyen F, +u' = Fi +u?,
Py+u' és Py+u? kdzos (n—1)-dimenzids lapja Fi+u' = Fy+u?, Py+u? és Py+u? kozos
(n—1)-dimenzi6s lapja pedig F,,,+u® = Fy+u? (ittis k' = ks, ' = [ds, m' = m=+ts).
Ekkor az F,, +u? lap a H kit u! féltér hatdran fekszik; igy az 1. 4llitds és a hipotézisiink
alapjan

al —a® = pa™, valamely 3 > 0 esetén.

Hasonl6an, F; + u' a H, K om + u? hatérara esik; igy

a" —a” =~a', valamely v > 0 esetén.

Mivel ¥ = —a¥, a fenti relaciékbél adédik, hogy 3 = v = 1, igy o’ — a*

= a™. Vegyiik
az {u,v} = {u',u?}, {u!, w3}, {u? u3} pérokat, igy eljutottunk a kdvetkezd reldcichoz,

ami alapjan a ¢ fiiggvényt eldallitjuk:
e, o) =p(u) +a e, p(u’) = pu?) +am e

A kapott eredmények alapjdn ezek a relaciok Osszeegyeztethetdek. Ekkor abbdl az
egyszerd ténybdl, hogy az ™ tér egyszeresen Osszefiiggd kovetkezik, hogy 1étezik egy-

értékd ¢ fliggvény, amely kielégiti 1)-t és 2)-t. Ezzel bebizonyitottuk a 2. allitdst.

A 2. 4llitasbol levezetiink egy uj reldciot az a* vektorok kozott. Legyen P, = Py + u*
(k = 1,...,2s esetén), és legyen k, [ két < 2s index, melyre u! # +u*, azaz | # k és
| # k £ s. Tekintsiik paralleloéderek zart lancét: Py, Py + v, Py + u* + !, Py + u!, P,.
A koz0s lapok sorban tartalmazzak az %uk, uk + %ul, ul + %uk, %ul pontokat. A 2. allit4s
2. pontja miatt

1 1 1
o(uf +ul) = p(u®) +ad" - (uF + §ul) = iak cuf al - (Ut + §ul),
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1 1
ou" +u') = p(u') +d" - (vt + zuh) = =d!

1
5 5 cul 4+ ab - (uh + ),

2
Tovabba

a"ut=d -t (Py+uF =P, k=1,.. 2sesetén). (3.6)

A reldci6 trividlisan igaz | = k vagy | = k £ s esetén. Igy fenndll minden k, I
parra, ahol 1 < k < 2s;, 1 < [ < 2s. Az utolsé reldcié alapjan szarmaztathatunk
egy explicit megadast a ¢ fiiggvényre. El8szor kivalasztunk n pontot az u* pontokbél.
Tekintsiink egy tetszdleges u racspontot. Osszekothetjiik Py-t és Py + u-t paralleloéderek

lancaval: Py + u@, Py + u™, ..., Py + u®, ahol ul® = o, v = u és (") — w1 az

ul, .., u?® pontok egyike, r = 1, ..., p esetén. Tehdt az Y racsot kigeneraljak az u', ..., u?*

pontok. Igy kivélaszthatunk n darab indexet: ki, ..., k, tgy, hogy az u*', ..., u* pontok
fliggetlenek. Tekintsiink Gjbol egy tetszdleges u racspontot. Ez a racspont felirhat6 az
alabbi

u = i Euki (3.7)
alakban, valamilyen &; = &;(u) raciondlis e;;iitthatc’)kkal. Tarsitjuk az u ponthoz az
a = Zn: &abi = i(u)aki (3.8)
i=1
pontot. A (3.6) egyenlGség kovetkeztében

a-u =a -u

minden u,a parra és k = 1,...,2s indexekre. Ez alapjan az egyenldség alapjan k =

1,...,2s esetén

1
(a—i—ak)-(u+uk)—a-u:ak-uk+a-uk+ak-u:2ak-(u+§uk). (3.9)

Mivel p(0) = 0ésa-u = 0hau = o, a?2. dllitds kovetkeztében

1
o(u) = Jau Vu € Y esetén, (3.10)

ahol az a pontot v hatdrozza meg a (3.8) képlet alapjan.

A o fiiggvény megalkotdsa szorosan 0sszefiigg a () kvadratikus formaval. Legyen
Q(z) = Q(z1, .0y n) = (O wid™) - (Y wu) (3.11)
i=1 i=1
(igy Q(u) = 2p(u),u € Y esetén). Tehat

n
Qz) = s;ix;x;, ahol s;; = a® - uh,
J J J

ij=1
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Itt az (s;;) matrix szimmetrikus a (3.6) osszefuiggés kovetkeztében. Figyeljilk meg, hogy a
(3.9) relacid igaz az éltalanosabb esetben, ahol u-t és a-t kicseréljiik Z?:l x;ui-re illetve
S @iaPi-re, tetszés szerinti x; egyiitthatokkal. @ definiciéjdbdl adédban

Qlr + 1)~ Qx) = 20* - (w + u)

Emiatt tetszleges z-re €s u-ra

Qz —u—u") —Qx —u) =2d" (x —u — %uk) (k=1,...,2sesetén) (3.12)

Itt %uk € Fy, tehatu + %uk € Fy+u. Az Fj, +wulap a Hy ;, +u féltér hatdrara esik, amely
féltér tartalmazza a Py + u testet, és felirhaté az a” - (z —u — %uk’ ) > 0 egyenlétlenséggel.

Ennélfogva a (3.6) 0sszefiiggés alapjan
Qr—u)<Qr—u—u") haz e Hyy+u (3.13)

ahol egyenl6ség akkor és csak akkor 4ll fent, ha x az F}, + u lapot tartalmazé hipersikba
esik. Legyen u és v barmely két Y -beli racspont, és x legyen a P + u test egy tetszbleges
pontja. Kossiik ossze a Py+u és Py+v testeket egy Py+u'™ (r = 0, 1, ..., p) paralleloéder-
lanccal, ahol u(®) = v és ulP) = v gy, hogy az z-et és valamely y € P, + v pontot 5ssze-
kotS szakasz metssze az sszes Py + u'”) paralleloéder belsejét (r=1,...,p— 1esetén).

A lanc minden egymads utdni testparjara felhasznélhatjuk (3.13)-t. Ezaltal megkapjuk a
Qlr—u)<Qr—v) haxePy+u (3.14)

egyenldtlenséget, ahol egyenldség akkor all csak fent, ha Fy + u és Fy + v kapcsolododak,
ezenfeliil v a Py + u testet a F + v testtdl elvdlaszt6 hipersik pontja. Ebbdl adédik, hogy
Py azon x pontok halmaza, melyekre Q(x) < Q(z —u) Yu € Y esetén. Most mdr csak
be kell latnunk, hogy a () forma pozitiv definit.

Tudjuk tehdt, hogy Q(u) > 0 Vu € Y-ra. Kozelitve egy tetszbleges = € E™ pontot
raciondlis koordinatdju pontokkal, és felhaszndlva () homogenitdsat eljutunk oda, hogy
Q(z) > 0 Vx € E"re. A (@ forma nem lehet pozitiv szemidefinit, mivel ekkor azon
x pontok halmaza, melyekre ()(x) = 0 nem lenne korlatos, ami ellentmond P, korla-
tossagaval. Ez bizonyitja, hogy () pozitiv definit és ezzel befejeztiik a tétel bizonyitasat.
]

3.2. Venkov és McMullen tétele

v

A paralleloéderek egy szép karakterizacidjat adja a kovetkezd tétel, melynek bizonyitdasat
1954-ben Venkov, 1980-ban McMullen egymastdl fiiggetleniil talalta. A tételhez egy Uj

definici6 sziikséges.
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3.2.1. Definicié (Ov). Egy K poliéder éve azon (d — 1)-dimenzids lapok gytijteménye,
melyek egy adott (d — 2)-dimenzios G C K lap eltoltjait tartalmazzdk.

Egyszer mar definidltam a bevezetSben, de most a jelolések, és a felelevenités miatt

ijbdl megemlitem az aldbbi definiciot:

3.2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy K konvex test kitolti az E? teret, ha van olyan
T eltoldscsaldd, hogy a K eltoldsaival keletkezett # = {K +t |t € T} testekbdl dllo
halmaz lefedi E%-t, és két kiilonbozd K +t, és K +1, eltoltnak (t, # t») nincs kozos belsé
pontja, tehdt # az E¢ tér egy elhelyezése is egyben. A K testet, és a K + t eltoltakat,

(konvex eltoldsii) csempéknek hivjuk.

3.2.3. Tétel (Venkov, McMullen). A feltételek, hogy
1. K egy poliéder,
2. K kozzéppontosan szimmetrikus,
3. K bdrmely (d — 1)-dimenzids lapja kozéppontosan szimmetrikus,
4. K bdrmely ove 4 vagy 6 darab (d — 1)-dimenzids lapot tartalmaz,

sziikségesek és elégségesek egy konvex testhez ahhoz, hogy eltoldsokkal kitoltse a teret.

Bizonyitas: K -val fogjuk jeldlni a tételben szerepld testet, 1" jeloli az eltoldsvektorok
csaladjat, d a dimenziészdmot, mivel n most az 6v elemszdmat jeloli. Az altalanossag

megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy o € T
1. lemma K egy poliéder.

Bizonyitas: ElGszor is vegyilk észre, hogy ha t1, to € T (t; # ts), akkor K + t; és
K + t, testek akkor és csak akkor metszik egymast, ha t; — o a Z(K) hatérara esik, ahol
P(K) =K — K a K test centrikus szimmetrizaltjat jeloli.

Igy ||t — to|| alulrél és feliilrdl is korldtozhaté pozitiv szdmokkal, igy csak véges sok
K +t; (mondjuk ¢ = 1, ..., k) test érintkezik K -val. Mdsrészr6l a K hatdrdn levd pon-
toknak tartozniuk kell egy K + ¢t csempéhez valamely ¢t € T'\{o} vektor esetén. Ebbdl
adodik, hogy K hatdra K N (K + t;)(valamely ¢ = 1, ..., k) alakd halmazok véges tni6-
jabol 4ll eld, ezzel tehat beldttuk, hogy K egy korlatos, soklapu halmaz; igy K poliéder.

2. lemma K kozéppontosan szimmetrikus.
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Bizonyitas: A K csempe csak véges sok —(K + t;) halmazzal taldlkozik ¢; € T-re (mi-
vel ||ty — t||, ahol tx,t; € T és ty, # t; alulrdl becsiilhetd egy pozitiv szammal), legyen
mondjuk i = 1, ..., k. Igy K a kbzéppontosan szimmetrikus K N (=K —t;) (i =1, ..., k)
poliéderek uni6jabdl all eld, melyek belseje diszjunkt:

Mivel a K + t; halmazok egyszeresen fedik a teret, igy a —K — t;, = —(K + ;)
halmazok is, igy K-t is egyszeresen fedik. A metszetek kozéppontosan szimmetrikusak,
mert: Tegyiik fel, hogy x € K N (—K —t;). Legyen x = —y — t;, ahol y € K. Ekkor
y=—x—t € —K —1;, mert —x € —K. Ekkor @ = % pontot vélaszthatjuk a
metszet szimmetriak6zéppontjanak.

Minkowskitdl szdrmazik a kovetkezd, onmagdban is érdekes allitas:

Allitas(Minkowski): Ha kozéppontosan szimmetrikus, diszjunkt konvex poliéderek uni-

oja egy konvex poliéder, akkor kozéppontosan szimmetrikus is.

Ebbdl az allitdsbdl kovetkezik, hogy K maga is kdzéppontosan szimmetrikus. Most

is az 4ltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy K kozéppontja az origo.
3. lemma K bdrmely (d — 1)-dimenzids F lapja kozéppontosan szimmetrikus.

Bizonyitas: A (d — 1)-dimenziés F' lapot csak — F'-nek azon eltoltjai fedhetik le, me-
lyekre a K + t; csempék (valamely t; € T esetén) az F lapban metszik K-t. Igy F-et
kifejezhetjiik kozéppontosan szimmetrikus F' N (—F + ¢;) (valamely ¢ = 1, ...k) alakd,
(d — 1)-dimenziés poliéderek véges unidjaként, melyek relativ belseje F' affin burkdra
nézve diszjunkt. Az el6z6hoz hasonldan kijelenthetjiik, hogy F' kdzéppontosan szimmet-
rikus. Az 1., 2., 3. lemmdk mind Minkowski nevéhez kothetdk; a megallapitdsai mind
E3-ra vonatkoznak, de 4ltaldnosithatéak magasabb dimenzidkra is. McMullen megmu-

tatta, hogy d > 4 esetén a 3-as lemmanal dltaldnosabbat nem mondhatunk.
4. lemma K minden éve 4 vagy 6 darab (d — 1)-dimenzids lapot tartalmaz.

Bizonyitas: Legyen a K test (d — 2)-dimenziés G lapja dltal meghatarozott 6vnek m
szamu szemkozti par (d — 1)-dimenzids lapja; elGszor feltessziik, hogy m > 4 és ellent-
mondashoz jutunk majd. Kivélaszthatunk olyan g € GG pontot Ggy, hogy egyetlen K + ¢
testnek(Vt € T') se essen j-dimenzids lapjara 7 < d — 2 esetén, és csak azokat a csem-
péket nézziik, melyek tartalmazzdk g-t. A G-vel parhuzamos (d — 2)-dimenziés lapok
(igy az 6vben 1évEk) K -val kozbezart hajlasszogeinek dsszege (2m — 2)m = 2(m — 1),
ahol lapok hajlasszdgén a kiegészit6 sikok normalvektorai dltal bezdrt szoget értjiik, mely
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bezart szog < .

Ezért elGszoris megjegyezziik, hogy g nem lehet egyetlen csempe (d — 1)-dimenzids
lapjdnak relativ bels§ pontja se, mivel a hajldsszog minden (d — 2)-dimenzids lappal
kisebb, mint 7, a hajlasszogek Osszege barmely két ovbeli, nem szemkozti (n — 2)-
dimenzi6s lap esetén nagyobb, mint (m — 1)m — (m — 2)m = 7. Igy tehét g kizdrdlag a
(d — 2)-dimenzids lapokon fekszik. De hasonldan, a hajlasszogek osszege harom, paron-
ként nem szemkozti (n — 2)-dimenzids lap esetén nagyobb, mint (m — 1)7 — (m —3)7 =
2, igy g nem tartozhat 3 csempéhez. fgy m < 3, ahogy éllitottuk.

K-nak az n darab (d — 1)-dimenzids lapbdl all6 6vét n-ovnek hivjuk. A fenti érvelés
azt mutatja, hogy ha a g pont valamely masik csempe (d — 1)-dimenzids lapjanak relativ
belsé pontja, akkor m = 2, igy az 6v egy 4-0v. Jegyezziik meg, hogy felhasznaltuk azt
a nyilvanval6 tényt, hogy K-nak a (d — 1)-dimenziés F' lapjat csak a szemkozti —F lap
eltoltjai fedhetik le. Ezért ha egy olyan csempe, mely F' egy részletében metszi K -t, met-
szi g-tis egy (d — 2)-dimenzi6s lapon, akkor a hajldsszdge g-be ugyanakkora (mivel vele
szembenlévs), mint K -nak az adott 6vben G-vel szomszédos (d — 2)-dimenziés F' lappal

bezart hajldsszoge.

A feltételek elégségessége

Ahhoz, hogy a feltételek elégségességét bebizonyitsuk, be kell latnunk, hogy a meg-
figyelésiinket elég a %" lap-lap kitoltésekre korlatoznunk, amikor is két (kiilonb6z8) 7 -
beli csempe metszete iires, vagy egy teljes kozos lap. Az ilyen kitoltésekre nyilvanvaléan
a szobanforgd T’ eltolascsalad egy racsot alkot.

Tegyiik fel, hogy K kielégiti a tételbeli feltételeket, ekkor adhatunk egy megfelel
kitSltést az alabbi médon. Ha az F' lap K -nak tetszGleges (d — 1)-dimenzids lapja, akkor
a szemben 1évd — F' lap az F' eltoltja. Tehdt van egy ¢ eltolasvektor, ami a — F’ lapot az F'
lapba viszi; ekkor (K +tp)NK = F = —F +tp. Megjegyezziik, hogy t_r = —tp. Ilyen
eltolasunk K minden egyes (d — 1)-dimenzi6s lapjahoz van, és véve az egészegyiitthatds
linedris kombinécidjukat megkapjuk K eltoltjainak gytjteményét % = { K+t |t € T}-t,
ahol T' = {) . nptp | ny € Z}, ahol Z az egész szamok halmazit jeloli.

Be kell ldtnunk, hogy % az E? tér egy fedése és elhelyezése is egyben. ElGszor a
fedést latjuk be; ahogy latni fogjuk, ehhez nem kell kihaszndlnunk az 6vre vonatkozé
feltételt. Bevezetiink néhany jelolést, amiket a tovdbbiakban haszndlni fogunk. Legyen a
G lap a K test tetsz6leges lapja, ekkor definidljuk rekurzivan a T¢; részhalmazat T-nek:
0€ Tg, ést € Tg, havan olyan t' € T, hogy K +t és K + t' egy G-t tartalmaz6

k6z0s (d — 1)-dimenzids lapban metszik egymadst. Megéllapodas szerint Ty = T, vala-
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mint Tx = {o}. Ha K’ = K +t € J#,és a G lap a K’ test egy lapja, akkor legyen
Hg = {K' +t |t € Tg_,}. Nyilvian megfelel§ vélasztds, hogy legyen 7y = ¢ .
Vegyiik észre, hogy mig Ty definicidja fiigg a kezdeti csempe valasztasatol, melynek
G egy lapja, addig 7 definici6ja nem, mivel barmely K" € #5-b0l visszanyerhetjiik
Jg-t. Nem zdrhatjuk ki a lehetGségét annak, hogy G lapja valamely K" ¢ % testnek;
de ezt a lehet6séget nem fogjuk kihaszndlni. Lathatjuk azt is, hogy a ¢ € T vektorokra
Ko = Ko+t (= {K +t| K € 4g}). Igy az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil
a kovetkez6 2 lemmankban feltessziik, hogy G a K test lapja. Azt mondjuk, hogy %
koriilveszi G-t, ha relintG C int N(G), ahol N(G) = |J #&.

5. lemma K minden G lapjdra #¢ koriilveszi G-t.

Bizonyitas: Legyen dimG = r. Az r = d esetre a lemma trividlis; ha r = d — 1,
akkor vildgos, hogy 7 koriilveszi G-t (és T = {0, tc}).

Tegyiik fel, hogy r < d — 1, és azt, hogy a lemma igaz K Osszes, legaldbb (r + 1)-
dimenzids lapjara. Legyen g € relintG. A ¢ € K ekvivalens g-vel: ¢’ ~ g, ha van
olyan g = go, ¢1, .., gn = ¢’ K-beli pontsorozat, hogy k = 1, ..., n esetén létezik K -nak
olyan (d — 1)-dimenziés Fi lapja, melyre g, = gx—1 + tp,. Konnyen lathatd, hogy
Ho={K—¢ +gl|g ~ g} Legyen S egy (d —r — 1)-dimenzids g kozéppontd gomb,
mely merdleges aff G-re, és elég pici sugard ahhoz, hogy V¢ ~ g esetén az S gomb a
K — ¢’ + g testnek csak azokat a (d— 1)-dimenzids lapjat metszi, melyek tartalmazzak G-t.
Hogy beldssuk, hogy #¢ koriilveszi G-, elég bebizonyitanunk, hogy N(G) lefedi S-et.
Ebben az esetben ha B egy r-dimenzids G-beli gomb g kdzépponttal, akkor conv(B U S)
egy zart kornyezete lesz g-nek N (G)-ben.

Vezessiik be az aldbbi jelolést: Ha K’ € J# és G a K’ test lapja (lehetséges, hogy
G = (), akkor legyen

C(K',G) = U{N(F) | F egy lapja a K’ testnek dgy, hogy G C F'},

ahol K’ a sajat lapjanak szamit. Ha F} C F;, akkor N(F}) 2O N(F,), igy a fenti uni6t
elég a K’ test azon F’ lapjaira elvégezni, melyek dimG + 1-dimenzidsak és tartalmazzak
G-t.

Minden K’ € ¢ esetén K’ N S minden pontja a K test valamely F' lapjanak relativ
belsejében van, mely F' lap szigordan tartalmazza G-t. Az induktiv feltevésiink miatt,
barmely relint /' N S-beli pontnak van olyan S-beli kornyezete, mely kornyezetet tartal-
mazza az N(F) C C(K',G) halmaz. Mivel K’ N S kompakt, igy 1étezik olyan § > 0
szdm, hogy a K’ NS halmaznak az S-be es J-sugart kornyezetét tartalmazza a C(K’, G)

halmaz.
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Mivel % véges, haszndlhatjuk ugyanazt a § értéket minden K’ € #;-hez. Igy S
minden, az alabbi

U(C(K. QK € A6} = N(G)

halmazba es6 pontjanak S-be ess, d-sugard kornyezetét tartalmazza N(G). Mivel az
osszefiiggd S halmaz metszi N(G)-t, levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy S C N(G),
amit szerettiink volna latni.

Ugyanigy beldthaté, hogy .# lefedi E4-t. Mivel egy K’ € # csempe minden
nemiires G lapjdra a % halmaz Koriilveszi a G lapot, K’'-nek van §-sugard kornyezete
C(K') = C(K',0)-ben, és mivel C(K +t) = C(K) +t,Vt € T esetén, igy minden K’
€ X testre ugyanaz a § érték j6. Tehat eljutottunk oda, hogy % lefedi az E teret.

Azt mondjuk, hogy #¢; koriiléleli a G lapot, ha minden K, Ky € J esetén K1 N Ky
mindkét csempe lapja. A G = () esetre ez bizonyitana, hogy %~ egy elhelyezése F%-nek.

6. lemma Ha G a K test egy lapja, akkor J& koriiloleli G-t.

Bizonyitas: Most is indukciét alkalmazunk. Az allitds nyilvanvalé dimG = d vagy
d—1esetén. Ha dimG = d — 2, akkor a K test G-vel ekvivalens (d — 2)-dimenzids lapjai
(a ~ ekvivalenciareldci6 szerint) mind egy GG éltal meghatdrozott 4-6von helyezkednek
el, vagy minden masodik (d — 2)-dimenzids lapjai egy 6-6vnek. Mindkét esetben K -nak
ezekkel az ekvivalens (d — 2)-dimenziés lapokkal bezért hajlasszogeinek Gsszege 2, és
a ¢ halmazbeli 4, illetve 3 csempe koriiloleli G-t.

Feltessziik, hogy dimG = r < d — 2, és minden legaldbb (r 4 1)-dimenzids lapra igaz
a lemma. Elég megmutatnunk, hogy ha K’, K" € J( olyanok, hogy int(K' N K") # 0,
akkor K’ = K”. Tegyiik fel, hogy K’ N K” D G, de int(K' N K") = (). Legyen F egy
maximalis lapja K’-nek (az el3z8 D szerint) dgy, hogy (relint /) NK"” # (). Az 5. lemma
alapjan relint F* C int N (F), igy 1étezik olyan K" € 7} test, melyre (K" N K") # (. A
(K" N K") # () allitasbol az indukcids feltevést kihasznélva kovetkezik, hogy K = K"
(mivel F' egy G-nél nagyobb dimenzids lap amire az indukcié miatt igaz az allitds), igy
K" € X is fenndll, és K’ és K" egy kozos, F-et tartalmaz6 lapban metszik egymast.
Mivel F' maximalis, kovetkezésképp K’ N K" = F, amit allitottunk.

Most tegyiik fel, hogy K', K" € ¥4 testekre int(K’' N K") # (). Definicié szerint
taldlhatunk olyan K’ = Ky, K1, ..., K,, = K" sorozatot .#;-ben, hogy i = 1, ..., n esetén
K;,_1 N K; egy koz6s (d — 1)-dimenzids lapja a K;_; és K; testeknek, mely tartalmazza
G-t. Nyilvan feltehetjiik, hogy K; # K, ha¢ # j, mivel ekkor kihagyva a koztes részt
egy megfeleld, rovidebb sorozatot kapunk. Egy ilyen csempesorozatot % erds ldncdnak

hivjuk. Ha g € relintG, és S az 5. lemma bizonyitdasdban szerepl6 (d — r — 1)-dimenzids,
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g kozéppontd kis gdmb, akkor ez a #5-beli erds lanc 1étrehoz egy (d — r — 1)-dimenzids
g6mbi poliéderekbdl 4ll6 erds lancot, ahol QQ; = K; N S(Vi =0, ..., n esetén).

Vilasszunk ki egy fix = € int(Q’' N Q") pontot (itt az int azt jeloli, hogy x az S relativ
belsé pontja), és tekintsiink egy L gombi sokszdghurkot x alappal (tehédt az L hurok az
S gomb véges sok f6korivébdl tevddik Ossze, és z-bdl indul és z-ben végzddik). Egy
ilyen L hurok kapcsoléds a Q' = QQy, Q1, ..., Q, = Q" erds lanccal, ha L folyamatosan
halad a @;_1-ekbdl a @Q;-kbe. (i = 1,...,n). Figyeljik meg, hogy L-nek megengedjiik,
hogy visszatérjen egy (J;-be, miutdn atment rajta, de csak akkor, ha L azon a ponton
keresztiil halad egy rékovetkezd Q;-be. Igy az L hurok n + 1 darab L; C Q; (i =
0, ..., n) korivrész unidja, melyek koziil néhany pontta fajulhat tigy, hogy L;_; és L; k6z0s
végpontja ();_1N();-ben van; természetesen az L, és L ivek az x pontban talalkoznak. L-
et belsd huroknak hivjuk, ha L;(esetleg kis véltoztatassal) beleesik az intQ);Urelint((;_1N
Q;)U relint (Q; N Q;+1) halmazba (i = 1,...,n); igy L csak a @;-k belsejét és a k6zos
(d — 1)-dimenzids @;_1 N Q; lapok(amiken dtmegy) relativ belsejét metszi.

Bevezetjitk a A\(L) jelolést az L hurok gombi ivhosszara, és A legyen az dsszes olyan
A(L) szdm infimuma, melyekre L egy x alapd (belsd) hurok, és kapcsolédik valamely
(’-bdl Q”-be mend erds lanccal. Be fogjuk latni, hogy A = 0, amibdl kovetkezik, hogy
Q' = Q". Megjegyezziik, hogy ha egy L hurok kapcsolddik egy adott erds lanchoz, akkor
van egy L' bels6 hurok is, mely ugyanehhez az erds lanchoz kapcsol6dik dgy, hogy A(L')
tetszGlegesen megkozeliti A\(L)-t.

A bizonyitdshoz kihaszndljuk, hogy dim S = d —r — 1 > 2, ezért S egyszeresen
Osszefiiggd, igy az S-beli x alapt hurkok 6sszehizhatéak x-be. Tegyiik fel, hogy A > 0,
és legyen ' = o, Q1, ..., Q, = Q" egy Q'-bSl Q”-be mend erGs lanc, amihez kapcso-
16dik egy x alapu L, hurok, A\(Ly) = A hosszal. Jegyezziik meg, hogy mivel az S-beli x
alapu hurkok tere kompakt , igy ilyen L, hurok 1étezik. Az elején kicsit elmozdithatjuk
x-et int Q" N Q"-n beliil, hogy biztositsuk, hogy semelyik, egyetlen f6korbdl 4116 hurok
se lehessen minimdlis. L nem lehet bels6 hurok, igy az Ly huroknak minden ();-be esd
része egy fokor egyetlen korivébdl éll, esetleg elfajul egyetlen pontta.

Az L hurokhoz van olyan );, hogy egy lapjdnak F'N.S (ahol F' a megfelels K; € 7
egy lapja) relativ belsejével bezart szoge nem 7, és G C F'; nyilvan dim F' < d — 2, igy
F' legalabb két lancbeli ; test kozos lapja. Metssze Ly F-et y-ban. Mivel y € relint
F C int N(F) (az 5. lemma alapjan), igy y-nak létezik N(F") N S halmazbeli W 4-
sugard kornyezete. Vdlasszunk u,v € Ly N W pontokat, melyeket y elvdlasztja Ly-ban,
és cseréljiik ki az L hurok u és v kozti részét az uv C W C int(N(F) N .S) fékorivvel,
hogy kapjunk egy 4j L; hurkot, melyre A(L;) < A(Lo) = A. Be kell latnunk, hogy L,
is kapcsolddik egy Q'-bdl Q”-be futé erés lanchoz. Ha ez sikeriil,akkor ellentmondashoz

jutunk, mivel feltettiik, hogy A minimalis. Legyen s minimélis és ¢ maximalis igy, hogy
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u € Qs ésv € )y (szikkségképpen s # t, mivel ellenkezd esetben uv C (), lenne, és
Ly nem gorbiilne y-ban). Valasszunk wuy, vy sorozatokat dgy, hogy (ux) C W N intQs
és lim uy = w, valamint (vy) C W N intQ; és lim v, = v, ahol uiv, C W dltaldnosan
helyezkedik el #z-re nézve, tehdt u,v, nem metszi egyetlen J#x-beli csempe (d — 1)-
nél kisebb dimenzids lapjat sem. Ez lehetséges, mivel £ véges. #r végességébsl
szintén kovetkezik, hogy eljuthatunk k-nak egy megfeleld részsorozatdba ha sziikséges,
és tegyiik fel, hogy uxv, ugyanazon csempéken halad at minden k-ra, mondjuk Q) =
Qo,Q1, s Qm = Qoahol Q; = K, N S, és K; € A (j =0,...,m).

Most haszndljuk ki az » = dim G-re vonatkozé induktiv feltevésiinket. Mivel 7%
koriiloleli F-et, j = 1,...,m esetén Q;_; és Q; metszi egymdst egy kozos (d — r — 2)-
dimenzi6s lapban, ami a k6zos K j—1 N K ; (d — 1)-dimenziés lapbdl szdrmazik (amely
tartalmazza F-et, igy G-t is). Végiil, mivel lim(u,vg) = wv, azt kapjuk, hogy ha kicse-
réljik a Qs 1, ..., Q41 részt az eredeti ers lancunkban Ql, e Qm_l—gyel, akkor szintén
egy erds lancot kapunk, ami az Ly-ndl révidebb L,-gyel kapcsol6do.

A {6 tétel bizonyitdsdhoz alkalmazhatjuk pontosan ugyanazt az érvelést amit a 6.
lemma .# -ra alkalmaz, kicserélve S-et E%-re, és kihaszndlva, hogy E< egyszeresen 6ssze-
fliggd. Egyetlen Uj magyarazat sziikséges: Ahogy lattuk, 1étezik olyan > 0 szdm, hogy
C(K) tartalmazza K test J-sugard kornyzetetét. Tehat ha C'(K) N darab csempébdl all
Ossze, akkor egy belsd hurok (ami definici6 szerint nem latogat djra egyetlen csempét se)
legfeljebb N csempét metszhet 26 hosszon beliil. Ebbdl kdvetkezik, hogy a K'-bol K-
be vezetd erds lancunk hossza: n feliilrél korlatozhaté a feltételezett minimalis hosszu, x

alapu bels6 hurkok hosszénak konstansszorosdval. (Durva becsléssel n < NA/2).) m

Ugyanezen tétel egy masik poliéder osztalyra, bizonyos specidlis zonotopokra szintén
bizonyitott, (Shephard [1974] és McMullen [1975]), ha a dimenzié d < 4.
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4. fejezet

Problémak, alkalmazasok

4.1. A legsiirtibb gombelhelyezés

Els6 fontos probléma a legstiribb gombelhelyezés problémadja. Gauss [9] oldotta meg
2-dimenzioban, 3-dimenziora elfogadjunk T. Hales [19] bizonyitasat, &m magasabb di-
menzidkra még nyitott a probléma: milyen siir{in tudunk nagyszamu labdat egymas mellé
helyezni. Egy elhelyezés siirliségének mérésekor természetes, hogy felmeriil a D -V cella

otlete. Egy elhelyezés A siirliségének pontos definiciéja az alabbi:

B egy labda térfogata ~ egy labda térfogata
~ abazisok 4ltal kifeszitett parallelepipedon térfogata  a D cella térfogata '

A sikban az optimélis elrendezés a szabdlyos hdaromszog (vagy szabdlyos hatszog) racs,
melyet egy szabalyos hdromszog két élvektora hatdroz meg. Erre az elrendezésre a siir(i-
ség:

s
~ Vin

Magasabb dimenziéban az dltalanos probléma nyitott. Ha racsszertien helyezem el a gom-

boket, n < 8 esetén megvan az optimdlis megoldds. A probléma altalanositdsa konvex

testek optimadlis elrendezése n-dimenzids térben.

4.2. Adatkvantalas

Maisodiknak megemlithetd az adatkvantdlds problémadja, mely a kovetkezd: Tegyiik fel,
hogy néhany adat (jel) egyenletesen el van osztva egy nagy, £" -beli S halmazban. Ha
van egy L racsunk, ahol a bazisvektorok determindnsa 1, és S minden pontjét helyette-

sitjilk egy x vektorral, mely a pontbdl a legkozelebbi racspontba mutat, akkor az atlagos
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négyzetes hiba jelenként egy L racshoz kapcsolédva az aldbbi
G(L) = / |2?|dx
D

integréllal definidlhato, ahol D az L rdcs D-V celldja. A feladat tehét az, hogy megke-
ressiik az 1 determindnsu racsok kozott azt, ahol ez az dtlag minimadlis. Conway €s Sloane
[4] azt sejtik, hogy magasabb dimenzidkra a megoldast az E™ térre vett legsiiribb labda
elhelyezés probléma megolddsakor kapott racs polarisa (mdsnéven dudlisa) adja.

E mennyiség normalt formajat D normadlizdlt mdsodik momentumdnak hivjuk, mely

egy dimenziétlan valds szam:

1 >
G*(L) = EVol(D)—l—n/|a;|2c1x.

D

4.3. Numerikus integralas kérdése

A harmadik probléma a numerikus integraldshoz kothets. Legyen G egy Jordan mérhetd
halmaz az E? sikban, és w legyen egy folytonos, nemcsokkend valds fiiggvény a [0, 0o)
intervallumon, melyre w(0) = 0. Jelolje H¥(G) az olyan G-beli f valds fiiggvények
halmazat, melyekre

lf(x) = fy)] <w(lzr —y|) z,y € G-re.
Ekkor ki akarunk vélasztani olyan z', ..., 2% € G pontokat és ay, ..., oy, valés szdmo-

kat rogzitett k£ = 1, 2... esetén, hogy a maximalis hiba:

k
max q | [ fla)dx = 3 aif (o) £ € G
G =1

minimdlis legyen. A D -V celldk elméletét €s L. Fejes-T6th [8] néhany eredményét hasz-
nalva, Babenko [1] megtaldlta az aszimptotikusan optimdlis z°, ov; vélasztést, ha k tart
végtelenbe. Az eredmény magasabb dimenzidkra kiterjesztése meglehetosen nehéznek

tlinik.

4.4. Legkozelebbi racspont probléma

A legkozelebbi racspont probléma a racsgeometridban, konvex optimaliziciéban, és a

matematika egyéb teriiletein is fontos probléma. A kérdés az, hogyan keressiik meg egy
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rogzitett L rdcs azon racspontjat, amely egy adott £"-beli ponthoz legkdzelebb van. Nyil-
vanvaldan az adott £ € E" pont a keresett x pont D-V celldjaban, D(z)-ben lesz. Ha
taldlni tudunk egy racshipersikot tigy, hogy azt lefedjék L-nek azon D—V celldi, melyek
kozéppontja ebben a hipersikban van, akkor a legkozelebbi racspont probléma a £ pontra
és az L racsra leegyszerisithet6 lenne a legkdzelebbi racspont problémdjara a £ pontnak
erre a hipersikra valé vetiiletére: ¢'-re, és L-nek azon L* (n — 1)-dimenzids alrdcsdra,
mely ebbe a hipersikba esik. Ezzel az otlettel egy jo algoritmust gyarthatnank az eredeti
problémara.

Sajnos altalanos esetben, magasabb dimenzidkban nem feltétleniil 1étezik ilyen hiper-

sik, konkrétabban az alabbi tétel 4ll fent, melyet G. Horvéath Akos fogalmazott meg:

4.4.1. Tétel ([11]). Létezik olyan n-dimenzios L rdcs n = 6,7, 8 dimenzio esetén, melyre

nincs olyan L* (n — 1)-dimenzids alrdcs, ami kielégiti az aldbbi feltételt:
UD+wv|velL”) D Lin[L"],

ahol D jeloli az L rdcs D-V celldjdt, Lin|L*| pedig az L* alrdcs dltal kifeszitett (n — 1)-

dimenzios alteret.

A bizonyitds azt a tényt haszndlja ki, hogy ha az L* alrdcs rendelkezik a fenti tulaj-
donsagokkal, akkor az L és L* racs minimaik szdma kozti kiilonbség nem nagyobb, mint
4(n — 1). Ellenben K. Bezdek és T. Odor [2] bebizonyitottak, hogy n < 3 esetén tudunk
adott L racshoz a feltételeknek megfeldle L* alrdcsot valasztani.

A legkozelebbi racspont probléma kapcsan felvetddik az alabbi, specidlisabb véltozat:
Taldlhaté-e egy ponthoz legkozelebbi racspont az 6t tartalmazé megadott tipusu alap-

parallelogramma csucsai kozott?

Koszonetnyilvanitas
Végezetiil szeretném megkoszonni Dr. G. Horvéth Akos Tandr Urnak, hogy tanicsaival

€s végletesen hosszu tiirelmével segitette dolgozatom elkésziilését.
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