0.1. Topoldgiai alapfogalmak, osszefuggoség, kom-
paktsag, homeomorfia.

Legyen a tovabbiakban X tetszOleges ponthalmaz. A G halmazrendszer elemei le-
gyenek X részhalmazai.

0.1.1. Definicié. Ha a G halmaz teljesiti a kovetkezd tulajdonsdagokat:

.Xxeg,
uniéra zart (hai € T esetén G; € G akkor | JG,; € G),

véges metszet zart (hai=1,---,n esetén G; € G akkor (G, € G),

akkor azt mondjuk, hogy az {X,G} pdr egy topolégikus tér a G nyilthalmaz rend-
szerrel, amelynek elemei a tér nyilt halmazaz.

A nyilt halmazok X-re vonatkozd komplementerei a zart halmazok. Legyen H C X
halmaza a topoldgikus térnek. A B pont bels6 pontja H-nak, ha van olyan G € G
nyilt halmaz, hogy B € G C H teljesii. A H komplementerének H°nek belsé
pontjait H kiils6 pontjainak nevezziik. H hatarpontjai az X azon pontjai,
amelyek nem belso és nem kiilsé pontjai H-nak.

0.1.1. Lemma. H pontosan akkor nyilt halmaz, ha minden pontja belsé pont, €s
pontosan akkor zart ha 0sszes hatdrpontjat tartalmazza.

0.1.1. Megjegyzés. Minden metrikus tér indukdl eqy topoldgidt, amelyben a nyilt
halmazok a nyilt gombokbol a végesmetszetre illetve uniora valo lezards utjan adodnak.
Ezt a metrika dltal indukalt topologidnak nevezzik. Nem nehéz igazolni, hogy az n-
dimenzios euklideszi tér nyilt halmazai tartalmaznak nyilt metrikus gombaot.

0.1.2. Definicié. A {X,G} topoldgikus tér X' részhalmaza a G' == X' NG nyilt
halmazok rendszerével topoldgikus térré tehetd. Az igy kapott topologikus teret az
eredeti alterének nevezzik.

0.1.3. Definicié. Az {X,G} topoldgikus tér 6sszefiiggd, ha nem bomlik fel két nem
tres diszjunkt, nyilt halmazdinak unidjdra.

A tovabbiakban el0szor topoldgikus terek folytonos leképezéseivel foglalkozunk.

0.1.4. Definicié. Az f : {X,G} — {X',G'} leképezés folytonos, ha nyilt halmaz
teljes inverz képe nyilt.



0.1.5. Definicié. Az f : {X,G} — {X',G'} leképezés homeomorfizmus, ha
folytonos, invertalhato és az inverz fiigguény is folytonos. Ha van f : {X,G} —
{X',G'} homeomorfizmus akkor azt mondjuk, hogy az {X,G} illetve {X' ,G'} to-
poldgikus terek homeomorfak (vagy topoldgikusan ekvivalensek) egymdssal.

0.1.2. Megjegyzés. Konnyi talalni olyan példdt, hogy invertdlhato folytonos leképezés
wverze nem folytonos, ezért a homeomorfia fogalma dltaldban nem eqyszerisitheto.
Tekintsik ugyanis az (X, P(X)), (X,0) topoldgikus tereket, ahol P(X) az X dsszes
részhalmazdt tartalmazo halmaz. A fligguény legyen az alaphalmaz identitdsa. FEz
vildgos mddon invertdlhatd, mint id : (X, P(X)) — (X, 0) leképezés folytonos az
1mverze viszont nem az.

A masik oldalrol viszont megmutathato, hogy eqy euklideszi téren értelmezett foly-
tonos bijekcid inverze is folytonos. (v.6 f : R — R fiigguény inverzére vonatkozo
ismert tétellel.)

0.1.6. Definicidé. Az euklideszi tér eqy szakasza mint a topoldgikus tér eqy altere a
szdarmaztatott topologidval szintén topologikus tér. Elemi ivnek nevezzik ezen tér
homeomorf képeit.

Igazolhatd, hogy elemi gorbeiv meghatarozza végpontjait.

0.1.7. Definicié. Két pontja a topoldgikus térnek ivvel 6sszekothetd, ha taldlunk
véges sok elemi ivet, melyek végpontjaikban szabdlyosan csatlakoznak eqymdshoz,
azaz két végpont kivételével valamennyi végpont pontosan két ivhez tartozik, és a két
szabad (csak egy twhez tartozd) végpont a két adott pont. A topoldgikus tér ivszeriien
osszefiigg6, ha tetszbleges két pontja ivvel dsszekothetd.

0.1.1. Tétel. [vszerden osszefliggd topologikus tér dsszefiggo. Forditva ez nem igaz,
a {sinilz € R\ 0} U{(0,y)ly € [-1,1]} alaphalmaz az R* szokdsos topoldgidja
altal indukdlt altér topologidra nézve osszefiiggd, harom ivszert komponensbdl dallo
topologikus tér.

Alapvet6 jelentéségli fogalom a topoldgikus tér kompaktsdganak fogalma.

0.1.8. Definicié. Az {X,G} topoldgikus tér kompakt, ha tetszéleges nyilt halma-
20kbol dllo feddrendszerébdl kivdlaszthato véges feddrendszer, azaz ha | J{G; € G|i €
T} D X teljesiil, akkor 3{iy,--- ,is} C T dgy, hogy U{Gilj = 1,---,0} D X is
fenndll.

El6szor vizsgaljuk meg kompaktsag egyik térrél a mésikra vonatkozé atvitelének
lehetOségeit.



0.1.2. Tétel. Kompakt tér zart részhalmazai kompaktak.
0.1.3. Tétel. Kompakt tér folytonos képe kompakt.

0.1.9. Definicié. A topologikus tér Hausdorfi-féle (vagy rendelkezik a Ty tulaj-
donsdggal) ha tetszéleges két pontjihoz taldlhato olyan diszjunkt nyilt halmazpdr
melynek eqyike az eqyik, madsika a masik pontot tartalmazza.

0.1.4. Tétel. Hausdorff tér kompakt részhalmazai zdrtak.

A kovetkezo tétel képezi az alapot a homeomorfia definicidéja utan tett megjegyzésiink
bizonyitasahoz.

0.1.5. Tétel. Legyen f : (X1,G1) — (X1,G1) folytonos injekcio, ahol (X1,G1)
kompakt, (Xo,Go) Hausdorff-féle topologikus terek. Ekkor f : X1 — R(f) homeo-
morfizmus.

A kovetkezd tételek jol mutatjak egy metrikus tér korlatos és zart részhalmazai
illetve kompakt halmazai kozott fennallo kapcsolatot.

0.1.10. Definicié. Az (X, p) pdrt metrikus térnek nevezzik, ha o : X x X — R
nem negativ értéki szimmetrikus fligguény, mely teljesiti a haromszogegyenlotienséget
és pontosan akkor nulla, ha mindkét vdltozojaba ugyanazt a pontot helyettesitjiik.
(Azaz o(P,Q) > 0, ha o(P,Q) = 0 akkor P = Q, o(P,Q) = 0(Q,P) végil
o(P,Q) + 0o(Q,R) > o(P,R).) Magdt a fenti tulajdonsagokkal rendelkezd fiigguényt
metrika fligguénynek vagy réviden metrikanak nevezzik.

0.1.3. Megjegyzés. Minden metrikus térben megadhato a nyilt gomb fogalma a
szokott maodon, a nyilt gomboket nyilt halmaznak tekintve, majd végesmetszetre és
uniora ezt a halmazrendszert lezdrva eqy olyan halmazrendszerhez jutunk, mely to-
pologidt ad meg az alaphalmazon. Ezt a topolégiat a metrika indukdlta topologidnak
nevezzuk.

Metrikus térben értelmes a korlatossag fogalma, korlatosnak neveziink egy hal-
mazt, ha tartalmazza egy gomb.

0.1.6. Tétel. Metrikus tér kompakt részhalmazai korldtosak.

A két tétel alapjan mondhatjuk, hogy metrikus tér kompakt részhalmazai korlatosak
és zartak. (Vildgos hogy minden metrikus tér Hausdorff féle.) Ezen &llitds meg-
forditasa nem igaz. Tekintsiik ugyanis az X téren azt a metrikéat, mely két kiilonbozo



ponthoz az 1 értéket rendeli. (Ha a két argumentumba ugyanazt a pontot tessziik 0-t
kell felvennie értékként.) A metrikdban nyilt gdbmbok maguk az egyelemt halmazok,
igy az indukalt topoldgia nyilt halmazai a P(X) halmazrendszer. Egy végtelen hal-
maza a térnek nem lehet kompakt, de nyilvan korlatos és zart is mert a zarthalmazok
rendszere is P(X).

Euklideszi térben azonban igaz a Borel-féle fedési tétel:

0.1.7. Tétel (Borel). Az n-dimenzids euklideszi tér korldtos és zdrt részhalmazai
kompaktak.

fgy euklideszi tér kompakt részhalmazai éppen a korlatos és zart halmazok.



