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1. fejezet

Bevezetés

Dolgozatunkban a gyokracsoknak a geometriai kutatas kiilonb6zé teriiletein
val6 alkalmazésairol szolunk, tekintettel sajat eredményeinkre. Témank cent-
ralis kutatasi hely a diszkrét geometridban, ezért a bevezetében a torténel-
mi el6zmények ismertetése helyett P.M.GRUBER-C.G.LEKKERKERKER|29]-
beli, J.H.CONWAY-N.J.SLOANE [8]-beli, ill. FEJES TOTH L.|21], ill. [22]-beli
konyveit ajanljuk. Réviden tekintsiik at az alapvetd fogalmakat: Egy véges
tiikrozéscsoport (Coxeter csoport), ha irreducibilis, azaz nem bomlik alacso-
nyabb dimenzios tiikrozéscsoportok direkt szorzatara, generalhato egy gombi
szimplex oldalaira val6 tiikrozéssel, ahol az oldalak és az origd altal megha-
tarozott lapok szoge % alaka és p > 2 természetes szam. Szokasos jeldlése
Coxeter-Dynkin diagrammal torténik ([11], [8]). A Coxeter csoport funda-
mentalis tartomanyat ezen tiikrozési sikok hatarozzak meg. Ha p értéke 2,
3, 4, 6 kristalytani tiikrézéscsoportrol beszéliink. Ebben az esetben a tiik-
rozési sikokra merdéleges, jol meghatarozott vektorokat gyokvektoroknak, a
fundamentalis tartomany oldalaira meréleges gyokvektorokat fundamenta-
lis gyokoknek, a gyokvektorok teljes rendszerét gyokrendszernek nevezziik.

A fundamentalis gyokoknek a fenti csoportnél vett képei a teljes gyokrend-
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szert adjak. Gyokracsnak nevezziik a teljes gyokrendszer altal generalt racsot,
melynek egy egész bézisa a fundamentélis gyokok halmaza. A gyokracsok
teljes rendszere és Coxeter-Dynkin diagram jeldlése megtalalhato [8]-ban. A
kovetkezSkben felsoroljuk a késGbbiekben hasznalt specialis gyokracsokat. Az

n-dimenzids kockaracs:
Zn={(x1,29,...,2,) s x; € L},

ahol Z az egész szamok halmazat jeloli. Az (n+ 1)-dimenzids kockarécsbol

megkaphat6 az n-dimenziés A, racs:

A, ={(zo,x1,...,2p) € Zpy1:x9+x1+- -+, =0}
A sakktablaracsnak is nevezett D, racs definicioja:

D, ={(x1,z9,...,2,) € Z, : x1+ X2+ - -+, paros}.
A kés6bbiekben fontos szerepet jatszo Eg és a segitségével megadott E;, Fg
récsok definicioi:

r .

Es={(z1,x2,...,28):x;EZ vagy :L‘Z'GZ-FQ minden x;-re, inEO (mod 2),

E7:{($1,:L‘27...,x8)GES::L‘1+x2+...+m8:O}’
Eﬁ':{(«xl’x%...,l‘S)€E81$1+I8:x2+...+x7:0}'

A tovabbi fogalmak és eredmények részletes ismertetésére az egyes fejezetek-
ben keriil sor.

A racsok minimalis vektoraival val6 foglalkozashoz a kiindul6 pontot G.
HorvATH A. 2.2, ill. gyokracsokra vonatkozo 2.3 tételei adtak. A 2. feje-
zet nagy részét annak igazolasa tolti ki, hogy 6- és 7-dimenzioban barmely
A récsnak van olyan béazisa, melyben a A racs minimélis vektorainak ma-

ximalis koordinataja 1. A 6-dimenzios esetben a bizonyitds a megengedett



bovités fogalman alapul, felhasznalva az [50]-ben S.S RYSHKOV és [70]-ben
N.V. ZAHAROVA-N.V. NOVIKOVA altal meghatirozott Gsszes megengedett
bévitést és annak indexe szerint osztalyozva a racsokat. A bizonyitas lénye-
gi részét képezi az Eg racs vizsgalata és 3-indext megengedett bovitésként
valo elGallitasa. A 7-dimenzios esetben més utat kovetiink. D.O. JAQUET-
CHIFFELLE 2.14, ill. G.F. VORONOI 2.15 tételeit felhasznalva a 7-dimenzids
tokéletes kvadratikus formédk Gram matrixanak a segitségével igazoljuk alli-

tasunkat.

A 3. fejezetben racsok Dirichlet-Voronoi cellaival (réviden DV cella) fog-
lalkozunk. Egyrészt V. GRISHUKHIN 3.4 tételéhez kapcsolodoan azt vizsgal-
juk, hogy a A™ racs DV celldjanak merdleges vetiilete valamely H hipersikra,
mikor lesz a A"N H egy DV cellaja. Majd a kapott eredményt alkalmaz-
wik Z,, A,, D, gyokracsokra. Masrészt tekintsiik a P és () parallelotopo-
kat valamint a < relaciot. Azt mondjuk, hogy P < @ akkor és csak akkor
ha létezik v iradny, hogy P @ Av = (). Ebben az esetben P-t () Gsszenyo-
mottjanak, ill. Q-t P kihdzottjanak nevezziik. Bevezetve a Venkov racs fo-
galmat, mely B.A. VENKOV z-vel parhuzamos lapjainak altalanositasaként
adodott (3.9 definicio), tovabba felhasznalva mind a 2. fejezetben szerep-
16 7-dimenzids racsok minimélis vektoraira vonatkozé eredményt mind a DV
cellak kihuzottjara vonatkozot, valamint a két témakor kozott kapcsolatot te-
remtS J.H.CONWAY-N.J.SLOANE [8] tételt, mely azt allitja, hogy gyokracsok
esetén a DV cella meghataroz6 vektorai megegyeznek a minimadlis vektorok-
kal, igazoltuk, hogy az Eg racs DV celldja semelyik irdnyban nem kihtizhato
és minden iranyban nulla kévérségii, igy 6ssze se nyomhato. Konnyen lathato,
hogy a {parallelotopok, <} részben rendezett halmaz maximaélis és minimalis
elemmel. Tehét igazoltuk olyan parallelotop létezését, mely nem primitiv ma-

ximélis és egyben minimalis elem is a rendezésre nézve és nem kaphato meg
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primitiv elembél, hiszen semelyik mas elemmel nem &ll relacioban. Igy alta-
laban nem igaz, hogy a primitiv elemekbdl Gsszenyomassal, majd a kapott

minimalis elemekbdl kihuzassal az 0sszes parallelotép megkaphato.

A DV cellak affin képeivel kapcsolatban bizonyitas nélkiil kozoltiik, hogy
ha egy parallelotop kihiizottja DV cella affin képe, akkor maga a parallelotop
is és bizonyos feltétel esetén a megforditas is teljesiil. Tehat a Voronoi sej-
tés igazolasahoz egyik alapvets feladat az Osszes maximalis-minimaélis elem

meghatarozasa, valamint a fenti tétel megforditasanak igazolasa altalaban.

J.H. CONWAY és N.J.A. SLOANE |[8]-ban részletesen targyalja a gyok-
racsok szerepét az elhelyezések és fedések esetén magasabb dimenzidkban.
Ismert, hogy sok esetben ezek, ill. dudlisaik szolgaltatjik jelenleg a legjobb
eredményeket a legstiriibb gombelhelyezésre, ill. legritkdbb gombfedésre, ter-
mészetesen altalanossagban csak a sikbeli esetben bizonyitva. Az elhelyezésre,
ill. fedésre vonatkozo szerteagaz6 eredményeket nem ismertetjiik, csak a fen-
ti problémékkal analog [13]-ban DELONE altal vizsgélt (r, R) pontrendszerek
altalanositasaiként HORVATH J. &ltal [37]-ben bevezetett (p, ¢) pontrendsze-
rekkel foglalkozunk, melyek esetén a r sugart gémbok p-szeres elhelyezést, a
R sugaruak g-szoros fedést alkotnak. Feladatunk a sup ;—‘; maximalis tomor-
ség meghatarozasa, ahol r, = supr és R, =inf R. A 4. fejezetben egy egy-
szert lemmabol kiindulva latni fogjuk, hogy nem racsszeri esetben alkalmas
gyokracsok, ill. laminalt racsok szolgéltatjak majd bizonyos (p,q) pontrend-
szerek esetén a maximalis tomorséget magasabb dimenziokban. Valoéban az
elhelyezésre és fedésre [8]-ban elért eredményeket ezen pontrendszerek ese-
tén tulszarnyaljuk, hiszen nem csak a racsszeri esetben adjak a maximalis
értéket ezek a racsok, de egyben a nem racsszerii eset megoldasai is. A feje-
zet végén ismertetjiik a sikbeli eredményeket, melyek koziil 2 egyszerii tételt

bizonyitunk is, egyrészt az altalanos sikbeli eset targyalasat reprezentalan-



d6 masrészt annak bemutatasa érdekében, hogy a maximéalis tomorség, de
kiillonosen az Osszes olyan (p,q) pontrendszer megadisa, mely esetén ez a
maximalis érték fellép, még sikban is igen nehéz feladat.

Megjegyezziik, hogy az egyes témékban elért eredmények az adott feje-
zetekben keriilnek targyalasra, azok jobb kovethetGsége végett. A bevezetés-
ben arra toérekedtiink, hogy a dolgozat vezérfonalat megmutassuk, réviden
kiemelve a legfontosabb eredményeket és azok kapcsolatéat.

A dolgozatban szerepls Osszes lemma, ill. segédtétel, tovabba a 2.5, 2.18,
3.5, 3.6, 3.8, 3.15, 3.16, 3.17, 3.18, 4.3, 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 4.12, 4.15 tételek

onallo, sajat eredményeim.



2. fejezet

Racsok minimalis vektorai

2.1. Fogalmak, eredmények

Legyen E" (0, V"™ (R, ( , ))) egy n-dimenzios euklideszi tér kitiintetett 0 kez-
déponttal, az R valos szamok feletti n-dimenzios V" vektortérrel és egy pozi-
tiv definit szimmetrikus ( , ):V"xV" =R, (x,y)— (X,y) skalar-szorzattal.
Legyen A = {a;,...,a,} ={a;} a V" egy béazisa. A G := (a;;) := ((a;,a;))

n
Gram-matrix segitségével a kovetkezSképpen adhatjuk meg a v := ) v;a;
i=1

n
> a;jviv; =VVvTGv. Az A bazishoz tartozo Z-racs:

ij=1

vektor hosszat: |v| =

AAZ) =[ay,...,a,] = {inai:xi GZ} :
i=1

Szokéasosan Z-vel az egész szamok halmazat jeloltiik. A A racs m(A) € RT
minimumat kévetkezdképpen definidljuk:

Létezik olyan m € A\ {0} =: A, nullvektortol kiilonboz6 racsvektor, hogy
m(A) := |m| < |v| barmely v € A-ra teljesiil.

Az E™-beli hasonlosag miatt feltehetjiik, hogy m(A) = 1. A minimalis

10
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vektorok halmazat A minimumainak nevezziik és M(A)-val jeldljiik.
M(A) :={me A:|m|=m(A) =1}.
A A racs minimumainak A béazisbeli maximalis koordinatéja a kovetkezd:

L(A) ::max{x,-GZ:Zmiai:m,meM(A)} eN.

i=1
Tekintsiik a A minimumainak A-beli maximalis koordinatai koziil a legkiseb-

bet, mikozben a A racs A-bazisat valtoztatjuk, azaz definialjuk:
L(A) :=min{L(A) e N: A tetszGleges bazisa A-nak}.
Végezetiil a A racsot is valtoztatjuk E™-ben, igy:
L, :=L(E") :=max{L(A) e N: A tetsz6leges racs E"-ben} .

Altalanossagban feladatunk L, meghatarozasa, azaz olyan bazis keresése E"
tetszbleges rdcsaban, melyben a racs minimumainak a maximalis koordinata-
ja a lehet6 legkisebb. A fentiekhez kapcsoloddan megemlitjiik R. GALIULIN
egy problémajat: igaz-e, hogy minden n-dimenzios kristalycsoport (linearis)
aritmetikai pontcsoportjanak matrixai £1,0 elemtiek [24], [25]. A tovabbiak-
bol kovetkezik, hogy n < 7-re igenl§ a valasz.

Ez egy ,max-min-max-min probléma’”. A vilagos attekintés kedvéért néz-
ziik részletesen: L, > L(A) barmely A racsra E"-ben, de van olyan Ay C E"
racs, melyre L,, = L(Ay). Tovabba L(Ag) < L(A) barmely A bézisra a Ay racs
esetén, azonban van olyan Ay C Ay bézis, melyre L(Ag) = L(Ay). Végezetiil
L(Ag) > x; barmely x; koordinatéara, ahol Ay = {a;}, i z;a; = m € M(Ay),
1 =|m| és 1 <|l] minden 1€ Ay vektorra, de van 01):;111 z;x koordinataja a
i ik, =: my € M(Ag) miniméalis vektornak, melyre L(Ag) = x.

i=1
A kovetkezSkben racsokra vonatkozo néhany fogalmat ismertetiink:



12 2. FEJEZET. RACSOK MINIMALIS VEKTORAI

2.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy a A racs bivitése a A racsnak, ha A CA.

Ez a bovités megengedett, ha m(A) =m(A), azaz a minimum nem csokken a

bévités soran.

A bévités helyett hasznalatos a centralés is, de mi a bévitést hasznaljuk,
mivel a centralds — a magasabb dimenzios kristalytan jabb szohasznalataban
— a kiindulési racs szimmetriait is fixen hagyja. A mi esetiinkben errdl nincs

S70.

A fenti abran a 4-dimenzi6s kockaracs egy megengedett bévitése lathato,

amikor az egységkocka testatloja /12412412412 = 2 hosszlsagi. A kocka

koézéppontot bovité racspontnak vehetjiik.

2.2. Definicié. A megengedett bévités indere egy szam, melyet a kivetke-
z6képpen adunk meg: ind (A/A) = v (A) /v (A), ahol v (A) a A racs alap-
parallelepipedonjanak a térfogata. (lasd: [30], [31], [29]).

Mas szoval a A\ A faktorcsoport egy p-ed rendii véges Abel csoport,
ahol a p-t nevezziikk a bdvités indexének [44]|. V,-nel jeldljiik az Gsszes n-
dimenzios racs minden megengedett bévitésének a lehetd legnagyobb indexét.
S.S. RysHKOV [50] és N.V. ZAHAROVA-N.V. NOVIKOVA [70] n < 8 esetén

meghatarozta az Gsszes megengedett bévitést E™-ben. Igy V,, értéke kis n-ek
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esetén ismert, nagy n-re néhany becslés adott ([12], [41], [42], [48]). A ko-
vetkezGkben néhany, a témaban fontos és a bizonyitdsunk soran is hasznalt

eredményt ismertetiink:

2.1. Tétel. (G. HORVATH A. [30]) Tetszdleges n-dimenzids rdcs esetén L, <

<V,

A fenti becslés altalaban nem ,¢éles”, mert Vi =Vo=V3=1¢és V, =V5=2,

de a kovetkezs tétel szerint:
2.2. Tétel. (G. HORVATH A. [30]) L, =1 azn <5 esetben.

A kovetkezs tétel a nevezetes gyokracsokra vonatkozo eredményeket tar-

talmazza:

2.3. Tétel. (G. HorvATH A. [31]) L(Z,) = L(A,) = L(D,) = L(Es) =
= L(E;) =1 és L(Es) =2.

Igy az utolso tétel alapjan lathato, hogy Lg > 1. A hianyzo 6- és 7-
dimenzios esetekben belatjuk, hogy Lg és L7 is egyenld 1-gyel. A 6-dimenzios
eset bizonyitasa a fenti fogalmakra épiil, mig 7-dimenziéban a tokéletes kvad-
ratikus formakat fogjuk vizsgélni.

S.S. Rysakov a Minkowski redukalt racsoknak egymés utani minimu-

mokbol allo bazisat vizsgalva a kovetkezo tételt fogalmazta meg:

2.4. Tétel. (S.S. RysHKOV [50]) Egymds utdni minimumok egy bdzisdinak
minden megengedett bévitése (affin) ekvivalens egy minimumparallelepipedon
megengedett bovitésével (tehdt amikor az egymds utdni linedrisan figgetlen

minimumok mindegyike egyforma).

Ennek alapjan a késébbiek szempontjabol feltehetjiik, hogy a vizsgalt

A C E™ racsnak n linearisan fiiggetlen minimuma van. Ezek az {a;,...,a,}
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minimélis vektorok egy A C A részracsot hatdroznak meg, ahol m(A)=m(A).
Igy megengedett bévitést kapunk. A 6-dimenziés esetben a megengedett bé-
vitéseket vizsgaljuk és alkalmas bazist valasztva belatjuk, hogy a minimalis
vektorok koordinatai maximalisan 1-gyel egyenldk.

Izomorf Abel csoportok izomorf bévitést definidlnak. Igy MAJOR Z. [44)-
beli eredménye alapjan lehet6vé vélik egy adott indexhez tartoz6 nem-izomorf

bévitések megadasa tetszéleges dimenzioban.

2.2. A 6-dimenzids racsok

2.2.1. A 2.5 tétel és a bizonyitas gondolatmenete

2.5. Tétel. (|64]) L¢ egyenld 1-gyel, azaz, a fentiecknek megfelelden, min-
den 6-dimenzids euklideszi A rdacsnak van olyan bdzisa, melyben a A rdcs

minimalis vektorainak maximadlis koordindtdja legfeljebb 1.

Néhany mondatban vazoljuk a bizonyitas gondolatmenetét. A kovetke-
z6kben feltessziik, hogy a A C ES racs, az el6z6 fejezetnek megfelelGen, 6
linearisan fiiggetlen minimalis vektort tartalmaz. Legyen {ai,...,as} a A C
C A részracs egy bazisa, ahol a; egység hosszi minimalis vektorok. A A récs
a A racsnak egy megengedett bévitése. Tekintsiik azt a A racsot, melyre
ind (A/A) maximélis. A A récs Gram-matrixat jeldlje G.

A fentiek szerint S.S. RYSHKOV [50]-ben meghatarozta az Gsszes megen-
gedett bovitést n=6-ra is. Igy Gsszesen 3 kiilonb6z6 2-indext, egy 3-indexti és
egy 4-indext megengedett b&vités van. A 2.5 tétel bizonyitasat az indexeknek
megfelelGen harom részre osztottuk. A 2.6 segédtételben azt az esetet vizs-
galjuk, mikor a megengedett bévités indexe 4. Hasonldsag erejéig egy olyan
racs van, melynek az indexe 4. Ez konnyen adodik [50]-b6l, de a Gram-matrix

elemeinek az Gsszegét becsiilve egyszeriien bizonyitjuk is. Az ilyen becslések a
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tovabbi esetek targyalasakor is fontos szerepet jatszanak. Ebben az esetben a

karakterisztikus matrix, azaz a racs 0sszes minimumabol all6 matrix, konnye-

dén felirhato. A karakterisztikus matrixot [my, . .., m,]-val jeloljiik (lasd [50],
[30], [31]), ahol £my, ..., £m, a racs dsszes kiillonb6z6 minimuma. Végeze-

tiil alkalmas bézis cserét végrehajtva a karakterisztikus matrix minden eleme

nyilvanvaléan 0, —1,+1 lesz.

A 2.8 segédtételben a 3-indexti megengedett racsbévitéseket tanulméanyoz-
zuk. Szintén a Gram-matrix elemeinek Osszegét becsiilve nagyon érdekes fel-
tételeket kapunk. Ezen feltételeknek megfelelGen két osztélyba sorolhatjuk
azokat a racsokat, melyeknek az indexe 3. Az elsG esetben az osztalyhoz tar-
tozd minden racsra felirjuk az Osszes lehetséges minimumot, majd ezeken a
racsokon egy alkalmas bazis cserét végrehajtva elérjiik, hogy a racsok Osszes
lehetséges minimuméra a koordindtak egyenl6k legyenek 0, —1,+1-gyel. A
masodik esetben bebizonyitjuk, hogy barmely ehhez az osztalyhoz tartozo A
racsra M (A) CM (Eg), ahol M (A) jeloli a A racs sszes minimuméat. Felhasz-
nalva a 2.3 tételt és az Eg gyokracs néhany tulajdonsagat ([8],[31]), ebben az

esetben is konnyen igazolhato a tétel.

A bizonyitas soran egy 1j konstrukciot is megadunk az FEjg racsra, ne-
vezetesen, mint egy (G Gram-matrixszal megadott A racsnak egy specialis
3-indext bovitése. Ez a konstrukcié kiemeli az Ejg racs geometriai és szim-
metria tulajdonsagait. Megjegyezziik, hogy a maximalis szimmetridval ren-
delkezs récsokat E°-ban W. PLESKEN és M. POHST |49]-ben megadta. A
tétel bizonyitasaban felhasznéljuk, hogy az Eg gyokracs a 6-dimenzios racsok
kozott maximalis szaAmt minimum vektorral és maximalis szimmetriaval ren-

delkezik.

A 2.13 segédtételben a 2-indext megengedett racsbévitéseket vizsgaljuk.

A bizonyitas harom részre oszlik a harom kiilonb6zé 2-indexti megengedett
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bévitésnek megfelelGen. Ezen esetek bizonyitasanak az alapotlete hasonlo
a [31]-beli bizonyitasokhoz. Mindhérom esetben felirjuk az Osszes E°-beli
adott esethez tartoz6 racs minden lehetséges minimumat és bebizonyitjuk,

hogy a A racsnak alkalmas bazisat valasztva a minimumok koordinatai £1,0.

2.2.2. A 2.5 tétel bizonyitasa

2.6. Segédtétel. Legyen A CES és A C A olyan rdcs, melynek 6 linedrisan
figgetlen minimuma van. Ha ind (A//_\) =4, akkor a A rdcsnak egy alkalmas

bdzisdt vdlasztva, A minimumainak a koordindtdi £1,0.

2.7. Lemma. Ha ind (A/A)=4, akkor a A=|ay, ..., ag) rdcs a 6-dimenzids
kockardes és a A rdcs minimumait az {ay, ..., ag} bdzisra vonatkozdlag felir-

hatjuk a kévetkezd karakterisztikus mdtriz sémdaban :

(41 0 0 0 0 0 +: 0 i%_
01 0 0 0 0 x5 0 =+
0 0+l 0 0 0 +5 £ 0
0 0 0+l 0 0+ £ 0
0 0 0 0+ 0 0 +5 =+

0 0 0 0 0 £l 0 *5

11 5
2 5,0,0) €S

Y

N =

A AN rics bdzisa {mj,as, az as a5, me}, ahol my (%7

111 1\T
m, (0,0, 3,3, 3.3) -

Megjegyezziik, hogy a lemma bizonyitasa konnyen kiolvashaté RYSHKOV
[50] -beli munkajabol, de a teljesség kedvéért réviden mégis bizonyitjuk. A
gondolatmenetet a tovabbi esetekben is alkalmazzuk.

Bizonyitas: AlapvetGen két esetet kiillonboztetiink meg.

1. Tegyiik fel, hogy a A racsnak két A? C A és A% C A részracsa van,

ahol a fenti dimenziora d; < 6. Legyenek A;lj C A;lj olyan racsok , melyre Ajj
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megengedett bovitése a A;lj racsnak és ind <A;lj /A_;lj) = 2. Igy a dimenziéra
d; > 3 teljesiil, tehat a kovetkez§ eseteket kiilonboztetjiik meg.

Eloszor vizsgaljuk azt, ha d; = dy = 4. A Al és Al részracsok a jol
ismert 4-dimenzios tércentralt kockaracsok, (lasd: [50]), és a 4-dimenzios
(a1, aq,a3,a4] = A_‘l1 C A% részracs a 4-dimenzios kockaracs. Igy m; = %al +
+1a,+lag+la, € A Ha [az,a4,85,a6) = AS C A3, akkor my = lag+La, +
+%a5+%a6€/\‘21. Tehat ezek alapjan |[m; —my|=1. Az {m;, ay, a3, a4, a5, my}
altal kifeszitett A racs a 6-dimenzids kockaracsnak egy 4-indexii megengedett
bévitése. A A racsnak a A_§ = [aj, ay, a5, ag] részracs sikjaval vett metszete
szintén egy 4-dimenzi6s tércentralt kockaracs, mivel %al + %ag + %a5 + %aG =
=m; +m,—az—ays €A Igy ms(3,1,00,1, %)T € Aj. Konnyen lathato,
hogy a 6-dimenzi6s kocka tovabbi b6vité pontokat nem tartalmazhat, mert
valamely racsponttol a tavolsaga kisebb lenne egynél, igy a rdcs minimuma-
it az {a;} bazisban kifejezhetjiik gy, ahogy a lemméaban allitottuk. Ha a
a1, a5, a3, a4 = AT C A? részracs mellett a [ag, ag, ay, as] = A C A2 részra-
csot nézziik, akkor my = fa,+ Jaz+1a,+1as € Al Igy jmy —my| = ‘/75 <1

ellentmond annak, hogy a bévités megengedett, tehat nem lehetséges.

Masrészt tekintsiik azt az esetet, ha dy = 4, dy = 5, ekkor
m; (3,11, %,O,O)T € At és my (0,3,3, 3,3, %)T € AS az {a;} bazisban, igy
lm; — my| < 1 lenne. Hasonloan jarhatunk el, ha d; = dy = 5, ekkor
m; (1,411 %,O)T €A ésmy (0,4,3,1 1, %)T € A3 az {a;} bazisban, igy
|m; —msy| < 1 lenne. Tehat egyik eset sem lehetséges, hiszen a bévités meg-

engedett volt.

2. Tegyiik fel, hogy a A racsnak egy A? C A részracsa van és A megen-
gedett bovitése a A4 racsnak. Jol ismert |50]-bsl, hogy nincs olyan A? récs,
melyre d < 6 és ind (Ad/m> = 4. (Ezt is konnyen bizonyithatnank a d =6
esettel analog modon.) Tehat d =6 és ind (A/A) =4 a A C A récsra. Igy van
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egy m = ial + %132 + iag + ia4 + ia5 + iag € A racsvektor, melyre

m|*=m’Gm > 1.

A G Gram-matrix alapjan kifejtve

3 1
§+gzaij21

i<j
teljesiil, ezt rendezve
Z(Zij Z 5.
i<j
Maésrészrdl, nyilvanvalo, hogy |m—ag|*> > 1, ahol k=1,... 6.
6
7 3 1
’m_al‘ _8 8 . a1]+8 Z‘CZUZL
j=2 1<i<y
T3 1
2
m-—-ag|"=-—- Qg+ = a;; > 1.
im =8l =g =g 2 @it g Z 7=
i=1 1<j<6

Osszegezve ezeket az egyenlétlenségeket, a kovetkezst kapjuk:

21 1

VI - aij > 6,
1<)
melyet rendezve
Z Qi S —3.
i<j

Ez ellentmond az el6zGeknek. O
A 2.6 segédtétel bizonyitasa: A 2.7 lemmabol kovetkezik, hogy a
A racs minimumaibol 4ll6 karakterisztikus méatrix az {mi, e, e3, ey, €5, ms}

bazisban a kovetkezd formaban irhato fel:

€1 €2 €3 €4 €5 €g MMy mo

2 0 0 00 0 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 0
-1 1.0 0 O O O 1 -1 0 O O 1 1 0
-1 0 10 0 -1 0 1 O0O-1 0 1 0 1 0
-1 0 01 0-1 0 1 O O0O-1 1 1 0 O
o o0 o60o0601-1r 0 O O O O O 0 0 O
000 00 2 0 0 0 0o 0 0 0 0 1
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ms
0 0 0 0 0 0 0 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 1 1
1 0 0 -1 1 1 0 —1 0 -1 —1 0 0 1
1 0 —1 0 1 0 1 -1 0 -1 —1 0 0 0 1
1 -1 0 0 0 1 1 0 0 0 -1 1 0 -1 1
-1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 1 I -1 ]

A karakterisztikus matrix sorain végrehajtott egész egyiitthatos lineéaris ope-
racio ekvivalens a racs egy bazis cseréjével (lasd: [30], [31]). A masodik sort
hozzaadva az els6hoz és az 6t0dik sort az utolsoéhoz, azt kapjuk, hogy a karak-
terisztikus matrix minden eleme 0,1, —1-gyel egyenls. Igy egy a fentieknek

megfelel6 bazisban a racs minimumai felirhatok 0,1, —1 koordinatékkal.

2.8. Segédtétel. Legyen A CES és A C A olyan rdcs, melynek 6 linedrisan
fiiggetlen minimuma van. Ha ind (A/f\) =3, akkor a A rdcsnak eqy alkalmas

bazisdat valasztva, A minimumainak a koordindtdi +1, 0.

A kovetkez6 lemmakban a 3-indexti 6-dimenziés racsok tulajdonsagait
fogjuk vizsgalni. A 2.9 lemméaban a Gram-matrix elemeinek az Gsszegét be-
csiiljiikk. A 2.10 lemmaban a fenti racsokra felirjuk az Osszes lehetséges mi-
nimalis vektort. Az utols6 két lemméaban két tipusba soroljuk a 6-dimenzids
3-indexii racsokat. Az els6 tipusi racsok nem tartalmaznak 4-dimenzios tér-

centralt kockaracsot, a masodik tipustak igen.

2.9. Lemma. Legyen az ES-beli {ay, ..., ag} a A rdcsnak egy bdzisa, |a;| =
=1= |O—AZ| és ind (A/A) egyenld 3-mal. Tekintsik a B; (%,...,1) pontokat

(7=1,2,...,5) az{a;} bdzisban, ekkor a bévités feltétele szerint OBy, OBy€A.

Ha G = (ai;) az a;-k skaldris szorzataibdl képzett Gram-mdtriz, akkor

—_
és az A; By vektor hossza 1-gyel egyenld.



20 2. FEJEZET. RACSOK MINIMALIS VEKTORAI
. = 1 \T .
Bizonyitas: Legyen OB, = by (g, ceey §) . Vilagos, hogy
Iby|?> = b2 Gby > 1.

Igy a Gram-matrixot kifejtve, majd rendezve

2 2
§Zaz‘j+5217

i<j
3
i > = 2
ZG’J =9 ( )
1<J
. — ——" 19

Tekintsiik most a Cy; pontokat, ahol OCy:=aj+a; és 1 <k <l1<6. |CyBs|*>
> 1 barmely k,l indexpérra, mivel a bovités megengedett. Igy a kovetkezs
egyenlGtlenségeket kapjuk:

2 6
., 8 4 2 4
|C12Ba|” = gM27 3 E E aij+§ g aij‘f‘g > 1

i=1 j=3 2<i<j

46
—— 2 4
|Cs6Ba|” = 9%6 g E E aij+§ g aij+§ > 1

i=1 j=5 1<j<5

Osszegezve a < g ) = 15 darab egyenl6tlenséget és rendezve a kovetkezdt

kapjuk:
4
_§Zau—i— 15>15
1<J
15
Z%’ =5 (3)
1<)

A (2) és (3) egyenlStlenségbdl adodik (1).
Hasonléan a megengedett b6vités miatt |m]2 >1 minden k=1, ... ,6-ra.
s 4 2
|AL By |* = 1—§Za1j+§ Z a;; > 1.

7j=2 1<i<y
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5
—— 4 2
’A6B2|2:1_§E a6j+§ E CLUZ]..
j=1

1<j<6

Ismét Gsszeadva a fenti egyenlGtlenségeket kapjuk, hogy

9 9

— — 4 2

Csak az egyenléség teljesiilhet és akkor és csak akkor ha LTB;P =1 minden
k-ra, amint allitottuk.O

Kovetkezmény: A fenti A;, ¢ =1,...,6 és By pontok egy 5-dimenzids
hipersikban fekszenek. Ezt a hipersikot H;-gyel jeloljiik. Mivel |O By |=| B Bs|
és |OA;|=1=|A;Bs|, a Hy hipersik mercleges az O B, vektorra. H;-vel jeloljiik
az OB; vektorra mergleges, a B; ponton dtmend hipersikot.

Az el6z6 lemmaban a By pont koordinatainak elGjelét onkényesen mind
pozitivra valasztottuk. Ebbdl kévetkezik, hogy a Gram-méatrix minden eleme
szintén nem kisebb nullanal. Valoban, mivel |O—B2>| >1 és |CTB;| > 1, igy
|55;;| > /2. Tehat az OA,Cjy haromszég nem hegyesszogt, igy az ay és a

vektorok nem tompaszogtiek, azaz ay; > 0 barmely k,[ parra. Megjegyezziik

még, hogy nyilvanvaléan ay < % barmely k,[ parra.

2.10. Lemma. Legyen az ES-beli {a;,...,as} a A rdcsnak egy bdzi-
sa, |a;] =1 = |5ZZ|, ind (A/A) egyenld 3-mal és mint fentebb by =
= %(a1+a2+a3+a4+a5+a6). Ebben az esetben a A rdcsnak a kovet-
kezd wvektorai lehetnek minimdlisak: +a;, £be, £ (a;—a;), £ (a;—by),
+ ((a;+a;) —bs), £ (a;+a;—ay), £ ((a;+a;+a;) —bs), aholi, j, k=1,...,6

és i, j, k pdaronként kilonbézd indexek (2.2 dbra).

Bizonyitas: Legyen 7 az {ay,...,ag} vektorok altal kifeszitett paral-

lelepipedon. Megmutatjuk, hogy a A racs minimumai reprezentalhatok a 7
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2.2. abra.

parallelepipedon bizonyos éleinek és atloinak (két cstcsot Gsszekots szakasz)
megfelel6 vektorokkal. Valoban, ha az m orig6 kezdépontid minimalis vek-
tor metszi példaul a 7 parallelepipedon {ay, ..., a5} vektorai altal kifeszitett
(n — 1)-dimenzios lappal parhuzamos lapot, akkor v (7’) > v (), ahol 7" a
{ay,...,as, m} altal kifeszitett parallelepipedon. Igy ind (A/A’) > 3 lenne a

N =Jay,..., a5, m] racsra, mely ellentmondas.

El6szor be fogjuk bizonyitani, hogy a 7w parallelepipedon bizonyos éleinek
és atloinak a hossza mindig nagyobb mint 1. Igy csak a tébbi él és 4tl6 lehet

a 7 minimuma, azaz a A racs minimuma.

Az el6zGekben lattuk, hogy ha |i—j| > 1, akkor a H; és H; hipersikok ta-
volsadga nagyobb egynél, igy ebben az esetben a rajtuk lévé pontok tavolsaga
is nagyobb egynél. Ennek alapjan az origd kezd6 pontu vektorok koziil csak
+a;-k lehetnek minimélisak. Az a; kezdSpontu vektorok koziil a £ (a; —a;)
és a £ (a;+a; —ay) vektorok lehetnek miniméalisak. Belatjuk, hogy a fenti
a;+a; kezd6pontt vektoron kiviil mas ilyen vektor nem lehet minimélis. El6-
szor igazoljuk, hogy | (a;+a;)—(ay+a;) |>1, ahol i, j,k,l=1,...,6 és 1, j, k.1

paronként kiilonbo6z6 indexek. Legyen c1o =a;+as, ¢34 =as+ay, C;6 =as+ag
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és ¢ = OCly, Cyy € Hy. Nyilvanvaloan |cg| < 2. Mivel 1o+ ¢4+ cs5 = OBg
és Hy L O—Bg, a ¢, vektorok felirhatok a kovetkezd formaban: ¢ = c,il +C£z=
ahol c;; = B,Chy € Hy és cl, = OB,. Kovetkezésképpen, iy + ¢33+ ca = 0,
azaz czy = — (Cfy+c4y), igy |cag| = |cf; +cgy|. Ha indirekt feltessziik, hogy
|c1o —cay4| = 1, akkor |ciy — ciy| = 1. Mivel [c] > 1, |c&| = |eis +ca| > V3,
igy a |cs6| > 2 kovetkezik a |cg6| > 1 egyenl6tlenséghdl. Ez ellentmondas, igy
|c12 — 34| # 1, tehat | (a;+a;) — (ag+a;) | > 1.

Mésrészt belatjuk, hogy | (a; +a;+a;)— (ay+a,,) | >1, ahol 4,5, k,I,m =
=1,...,6 és i,7,k,[,m paronként kiilonb6z6 indexek. Jel6ljik n-nel a
(a;+a;+ay)—(a;+a,,) vektort és legyen a,, a hatodik generalo vektor, vala-
mint ¢, =a;+an, Chmp=a;+a,,+a, és c;j;=a;+a;+ay. Nagy bettvel jelol-
jiik azokat a pontokat, melyeknek helyvektorai a fenti vektorok. Igy az n—a,,
vektor, azaz a m a 7 parallelepipedonnak egy valodi testatloja, tehat
atmegy a Bjs kozépponton. Ha feltessziik, hogy |n| = 1, akkor Cpy,CinnCijk
egy egyenlGszaru haromszog, melynek Cy,,,-beli magassagtalpontja szintén Bs.
Masrészt, mivel a bévités megengedett |CyjxBa| = |CimnB2| > 1, igy | B2Bs| >
> |Cly Bs|. Minthogy |BoBs| a Hy és Hj hipersikok tavolsaga, igy Cj,,, pont
vagy megegyezik Bs-vel vagy nincs a Hs hipersikban, melyek mindegyike
ellentmondés. Tehat belattuk, hogy | (a; +a;+ax) — (a;+a,,) | > 1.

Végiil belatjuk azt is, hogy |(a;+a;j+ay) — (ay+a,+a,)| > 1, ahol
1,7, k,l,m,n=1,...,6 és 1,7, k,[,m,n paronként kiilonb6z6 indexek. A fenti-
ekhez hasonléan jelolje c;;, az a;+a;+ay, vektort és ¢y, az a;+a,,+a,, vektort

és nagy bet( a neki megfelel§ pontot. Tegyiik fel, hogy |c;jk — Cimn| = 1. Mivel

Cijr pont a Chypy, pont Bs-ra vonatkozo titkorképe , igy \330123]:]5’30456\:%.

Mésrészrél viszont,

1 1
BoBsf? = OB = baf* = bI Gby = = >y + =

1<J
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A (3) egyenlstlenséghdl kovetkezik, hogy

15
Zaij S Z

i<j
Igy
— 1 15 1 3
BoBsP< —. —4=-=2
|23|_184+6 3’ azaz

|B2Bs| < \/g

. —_— —_— —_— 5
Mivel By B3 merdleges a B3Cha3 vektorra, |BaChag| < \/;. De ez lehetetlen,
_
mert |B20123| Z 1.
Eddig megvizsgaltuk a A racs lehetséges minimumait. A bévités soran
a by vektor hozzavételével a A racsnak még a kovetkezé minimalis vekto-
rai lehetnek: +by, £ (a; —bs), £ ((a;+a;) —bs), £ ((a; +a;+a;) —bs), ahol
1,7, k=1,...,6 és i, j, k paronként kiillonb6z6 indexek. Mivel By € Ho, ezért
a H, vagy annal tavolabbi hipersikra nem mutat minimalis vektor. Igy bizo-

nyitottuk a 2.10 lemmat.

2.11. Lemma. Tekintsiik a A és A rdcsokat, melyeknek 6 linedrisan figget-
len minimuma van. Legyen {ai,...,ag} a A egy bdzisa ES-ban és |a;| =1,
_ — ) -
valamint ind (A/A) =3. Ha |PBs| > 1 minden P € Hs-ra, ahol OP € A, ak-
kor A rdcs lehetséges minimumai (az {a;} bdzisban, az {a;} vektoroknak egy

megfeleld sorrendjét vdlasztva) a kévetkezd formdaban irhatok fel:

a, Gy a3 a4 as ag by My Mo Mg Mag M5 Mg
1 00 00O+ 1 0 0 0 0-1
o100 00 3 -1 1 0 0 0 0
001 0004+ 0 -1 1 0 0 0
o001 00X 0 0-1 1 0 0
o000 1 0 3% 0 0 0-1 1 0
000 0001 35 0 0 0 0-1 1
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my Mz M3 Miy Moy Mg Ml2g9 M3p MM31 MM32 MM33
—2 -z 2 s -1 1 0 o0 0 1
% % _§ % % 1 -1 1 0 0 0
3 : 3 -3 s 0 1 -1 1 0 0
3 s 3 3 s 0 0 1 -1 1 0
3 53 3 -2 0 0 0 1 -1 1
3 -2 3 3 -3 1 0 0 0 1 -1]

Megjegyezziik, hogy egy konkrét A racs altaldban nem tartalmazza az
Osszes fenti minimalis vektort, viszont a feltételeknek eleget tevs A racs Gsszes
minimalis vektora megtalalhato a fentiek kozott.

Bizonyitas: Nyilvanvaloan, a; minimalis, ahol i =1,...,6. Ha |O_B2>| =
= 1, akkor by is minimalis vektor. A 2.9 lemma alapjan |A;Bs] =1 a A
racsban, igy m; minimélis, ahol =7, ... 12. Ha a 2.9 lemma jel6lései alapjan
|Ci; B2l =1 a A réacsban, akkor az m; vektorok is minimalisak lehetnek, ahol
i1=13,...,27. Ha |P—Bg>| >1 minden P€ Hs-ra, akkor a 2.10 lemmaban szerepld
+ ((a; +a;+a;) —by) vektorok nem lehetnek minimalisak.

A kovetkezGkben azt bizonyitjuk, hogy az emlitett lemmaban szerepl§ le-
hetséges minimumok koziil a £ (a; —a;) és a £ (a;+a; —ay) vektorok mind-
egyike nem fordul el§ egy konkrét A racs esetén.

El6szor bebizonyitjuk, hogy a G Gram-matrix egy soranak legfeljebb két
a;; eleme lehet egyenld %—del. Tegyiik fel indirekt, hogy az els§ sorban harom
elem egyenl§ %—del. A 2.9 lemma alapjan

—_ 4 2
| A By|? = 1—§ (G12+"'+a16)+§(@23+"'+a56) =1,

fgy
2 (a12+- - +ai) = (az+---+ase) .

Mivel a;; > 0 barmely 4, j parra, a feltevés miatt (ajp+---+ai) > %, ezért
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(ags+---+ase) > 3 és (a1a+---+as) > 5. Ez ellentmond a 2.9 lemma (3)
egyenlGtlenségének. Tehat a G matrix felirthato példaul a kovetkezd formaban,

hogy a lehets legtobb % elemet tartalmazza:

1
1 5 Qi3 Q14 Q15 5
31 3 au ax ax
1 1 1
G — a3 3 5 ass Ase 4)
- 1 1 1 (
a4 Q24 g5 5 Q46
1 1 1
ais Q25 azs 5 )
1 1 1
| 5 Q26 QA36 Q46 5 i

(Valoban, ha a G matrix soranak legfeljebb két a;; eleme egyenls %—del és
G nem a fenti (4) alaku, akkor konnyen lathato, hogy az a; vektoroknak a
sorrendjét megeserélve a matrix a fenti alakura hozhato.) Tgy 12 =A93 =034 =
=45 =056 — A16 — %, tehat az a; —ay, ag—ag3, ag—ay, a;—as, as—ag, ag—ay,
azaz a m; vektorok, ahol + = 1,2, ...,6 minimaélisak.

Masrészt belatjuk, hogy m= (a; +a; —ay) akkor és csak akkor minimalis,

ha a;; =0, a;, = % és ajp = % Val6ban, ha m minimalis, m hosszédnak a
négyzete m?’ Gm=3+2a;; —2a;,—2a;;, egyenls eggyel. Az egyenletet rendezve
2+42a;; = 2a;, + 2a;1, mely akkor és csak akkor teljesiil, ha a;; =0, a;, = %
és aji = % A megforditads nyilvanvaloan latszik. Tehat, ha a G métrixban
azokat az a;; elemeket, melyekre a;, = a;;, = % nullanak valasztjuk tovabbi
minimaélis vektorokat kaphatunk. A legtobbet akkor, ha a fenti G matrixban
13 = Q15 = Qoq = A9 = A3 = Ay = 0. Tgy m; minimalis, ahol 7 = 28,29, ...,33.

Ezzel lemménkat bizonyitottuk.

2.12. Lemma. Tekintsiik a A és A rdcsokat, melyeknek 6 linedrisan figget-
len minimuma van. Legyen {a;,...,as} a A egqy bizisa E®-ban és |a;| =1,

- —_— —
valamint ind (A/A) = 3. Ha 3P melyre |PBs| =1, ahol P € H; és OP € A,
akkor M (A) C M (Ej).

Bizonyitas: Mivel |ByBs| = |BsBy| és Hj hipersik merGleges By By-re,

| PBy|=|PBy|=1. Legyen PB,=m; és By P=my,, tovibba Aj=[a;, ay, a3, m;],
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Al =lay, ay, a3, by] Aj=[ay, a5,a5, my] és Aj=I[ay, a5, a6, by]. Ha p=a; +a,+
+a3, akkor a; +as+az+my =2 (a;+---+ag) =2by és a;+as+ag+my =
=2 (a;+---+ag) = 2b,. Igy ind (A}/A}) =2, ahol i =1,2, a A} és A3 racsok
a jol ismert tércentralt kocka racsok. Ezért a kovetkezs vektorok skalaris
szorzataira: (by, a;) = (ba, ag) = (by, a3) = (by, my) = 3, (a1, a,) = (a;, a3) =
= (a;, m) = (ag, a3) = (as, my) = (az,m;) =0, valamint (by, a,) = (bs, a5) =
= (by, a6) = (by, my) = 3, (a4, a5) = (a, ag) = (a4, My) = (a5, ag) = (a5, my) =
=(ag, my)=0, (by, by)=1. Egymaés utdn megszorozva a a; +as+az+mj;=2b,
és a, +as +ag+my = 2by egyenleteket a my, my, ay,...,as vektorokkal és

felhasznalva a fentieket, a Gram maétrixra a kovetkezdket kapjuk:

0 ay a5 ap
0 agy ags ag
1 ass azs ase
ays G4 azq 1 0 0
a5 azs azs 0 1 0
ag az azs 0 0 1

1
0
0

oS = O

melyre teljesiilnek a kovetkezd egyenlGségek:

Q14+ a15+ a1 =
(24 + Q25+ Q26 =
a34+a35+ A36 =
14+ Q24+ a34 =
15+ Qg5 +ass =
Q16+ Q26+ a36 =

()

DO [ =0 [N [0 [ =00 [ =00 | =

Jelolje a fenti feltételeknek eleget tevé A racsok halmazat L. Koénnyen
latszik, hogy a A € L racsra a kovetkez6 vektorok biztosan mi-
nimalisak lesznek: 4a;, +(a;—bg), ahol i = 1,...,6, +by, +my,
+m,, +(aj+ay—by), £(a;+az—by), +(az+az—by), +(as+as—Dby),
+ (ag+ag—bs), £ (a5 +as —bs). Tehat, ha létezik OPeA gy, hogy \]TBQ| =
=1 és P € Hj, akkor a A € L racsnak ezek biztos minimalis vektorai. Jel6lje

ezeknek a minimalis vektoroknak a halmazat M(A).
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Legyen m3 = a; +ay +ay — by és my = az+a; +ag — by, valamint A} =
=|a3, a5, a5, m3), Aj=[as, as, ag, bo] Aj=[a;, as, a,, my] és Aj=[a;, as, ay, by).
Ha |ms|=|my|=1, akkor ind (A}/A})=2, ahol i=3,4, igy A} és A} szintén a 4-
dimenzios tércentralt kocka racs. Tehat a4 =agq =azs =ass =0 és (5) alapjan
azs = 3, azaz |az—as| = 1. Ennek megfeleléen az @j minimalis vektorok:
+mj;, +my, +(ag—ay), £ (aj+as—bs), £(as+as;—by), +(az+as—by),
+ (ag+ag—by).

Legyen m; = a; +as+as — by és mg = a, +a,+ ag — by, valamint Aé =
=[ag, a4, a5, ms), At =[ay, ay, ag, bo] Af=[a,, a3, a5, mg] és Ag=[a;, a3, a5, by).
Ha tovabba feltessziik, hogy |mjs| = |mg| =1 is teljesiil, akkor ind (A}/A}) =
=2, ahol i =5,6 és azt kapjuk, hogy A: és A¢ részracsok szintén 4-dimenzios
tércentralt kocka racsok lesznek. Tgy a5 = agse = 0 és (5) alapjan ags = % és
végiil egyértelmtien adddik, hogy aig = 3, azaz |ay —as| =1 és |a; — ag| =
= 1. Megjegyezziik, hogy igy |m;|=|mg|=1 és A és A} szintén 4-dimenzios
tércentralt kocka réacsok, ahol m; =a;+as+a; —by, mg=as+az+ag—bs és
A =Tay, a3, ag, by], Al =[a;, ay,as, by]. Igy ezen tovabbi feltételek teljesiilése
esetén a kovetkezd 0j minimalis vektorok adodnak: +ms5, +mg, £my, +msg,
+ (ag—aj), (a3 —ag), = (a1 +as —by), + (ag+as — by). Ha szamba vessziik
az Osszes eddigi minimélis vektort, 72-t kapunk. Mivel a minimalis vektorok
szama ennél nem lehet t6bb és egyértelmtien csak az Ejg récs esetén lehet
ennyi, azt kaptuk, hogy az Fjs racs minimalis vektorai koziil valok a A € £
rdcs minimumai. A kovetkezGkben belatjuk, hogy csak ezek koziil keriilnek

ki a A € £ rdcs minimumai.

Az (5)-beli egyenldségek miatt a A € £ racs Gram-matrixanak barmely

sordban legfeljebb egy % elem lehet. Igy a 2.11 lemma bizonyitasa alapjan

a; +a; —ay, nem lehet minimalis, hiszen ehhez egy sorban kettd % elemnek

kell lennie. Tehat a 2.10 lemma alapjan a minimadlis vektorok a +a; és a
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+ (a; —by) vektorokon kiviil, csak az a; —a;, a;+a; —by vagy a a;+a;+ay, —
— by vektorok koziil keriilhetnek ki.

Tegyiik fel, hogy az m vektor a A € £ racs minimalis vektora, de az Fjg
racsnak nem. El6szor vizsgaljuk, ha m=a;+a;+a,—by, ahol 4, j,k=1,...,6
paronként kiilonb6z6 indexek. Az a; +a; +a; — by alakd minimalis vektorok
szama nem lehet 8-nal tobb, mert kiilonben lenne 72 minimumnéal t6bb mi-
nimummal rendelkezé 6-dimenzios racs. Igy az a; bazis vektorok sorrendjét
valtoztatva elérhets, hogy m az Eg racs valamely fenti minimuma legyen.
Masrészt, ha m=a; —a;, akkor (5) alapjan a Gram métrix egy sordban csak
egy % elem lehet, igy az a; —a; alakt minimalis vektorok szama legfeljebb 3
lehet. Tehat a; bazis vektorok sorrendjét valtoztatva szintén elérhetd, hogy
m az Ejg racs valamely fenti minimuma legyen. Végiil tekintsiik, ha m=a;+
+a; —by. A fenti 12 a;+a; — b, alaki minimalis vektornal nem tartalmazhat
tobb minimalis vektort egy A € £ racs. Valoban, ha a; +a; — by minimalis
vektor, akkor a;; = 0. Igy ha 12-nél t6bb ilyen minimalis vektor van akkor a
Gram métrixnak van olyan sorra, melynek Gsszege a fGatlobeli elemet kivéve
0. Ez ellentmond (5)-nek. Tehat m a fenti minimalis vektorok koziil valo vagy
béziscserével ez elérhetd. Tehat bizonyitottuk a lemmaét.

A 2.8 segédtétel bizonyitasa: Ha ind (A/A) egyenls 3-mal és ]P—B2>| >1
minden P € Hs-ra és OP¢c A-ra, akkor a 2.11 lemméabol kovetkezik, hogy a A
racs aj, as, as, a4, as, by bazisra vonatkozo lehetséges minimumai felirhatok a

kovetkezs formaban :

[ €1 €3 €3 €4 €5 (&1 bg my Mo M3 MMy Ty Mg
1 o 0 O0O0O-1 0 1 O 0 0 1 =2
o 1000 -1 0-1 1 0 0 1 -1
o o010 0-10 O0-1 1 0 1 -1
oo o601 0-10 0O O0O-1 1 1 -1
o o0 o606 o601-10 0 0 0-1 2 -1
6 000 0 31 0 0 0 0-=-3 3
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my Mg Mg Mip Mi11 M2 M1z MMi1q4 Ma5 Mye M7 1TMg Mg 120

-1 0 0 0 0 1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0
0 —1 0 0 0 1 -1 0 0 0 1 -1 -1 -1
0 0 —1 0 0 1 0 -1 0 0 1 -1 0 0
o 0 0 -1 0 1 0 0 -1 0 1 0 -1 0
0 0 0 0 -1 1 0 0 0 -1 1 0 0 -1
0 1 1 1 1 -2 1 1 1 1 -2 1 1 1

Mo1 Moz Moz Mlgg M5 Mg Moy Tog Mg M3 131 M32 TN33 1

1 0 0 1 0 1 1 -2 1 0 0 -1 2
0 0 0 1 0 1 1 0 -1 1 0 -1 1
1 -1 -1 0 0 1 1 -1 1 -1 1 -1 1
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
1 0 -1 1 -1 1 0 -1 0 0 1 -2 2
—2 1 1 -2 1 -2 =2 3 0 0 0 3 -3 |

Hozzdadva a harmadik, negyedik és 6todik sort az utolséhoz, valamint ki-
vonva a harmadik sort az els6bdl és az 6todikbdl, a karakterisztikus métrix
minden eleme 0,1, —1. Mivel a sorkivonéas megfelel egy béaziscserének, igy az
1j bazisban a récs minimélis vektorai felirhatok 0,1, —1 koordinatakkal.
. — —

Ha létezik olyan OP € A, melyre |PBy| =1 és P € Hj, akkor a 2.12
lemmabol kovetkezik, hogy M (A) C M (Eg). Mivel a 2.3 tétel alapjan az
Eg racs minimumai alkalmas béazisban felirhatok 0,1, —1 koordinatéakkal, igy

bizonyitottuk a segédtételt.

2.13. Segédtétel. Legyen A CES és A C A olyan rdcs, melynek 6 linedrisan
fiiggetlen minimuma van. Ha ind (A/A) =2, akkor a A rdcsnak eqy alkalmas

bdzisdat valasztva, A minimumainak a koordindtai +1,0.

Bizonyitas: G. HORVATH A. [30]-beli cikkében taldlhatunk az n-
dimenzios racsok A={ay, ..., a,} bazisanak egy olyan konstrukciojat a lehetd
legnagyobb térfogattal rendelkez6 7 (my, . .., m,) minimal parallelepipedon-

ra, melyben a vj; koordinataju m; = > vja; élvektorok eleget tesznek az
i=1
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alabbi egyenlétlenségeknek:

(i) vj;>0, j=1,...,n, v;=0, ahol 1<j<i<n
(i) 0<wj;; <wvj;, ahol 1<i<j<n.
Erre a bazisra vonatkozolag minden minimalis vektor felirhato a kovetkezd

formaban

n n n
m; = Z aym; = Z (Z aljvji) a;, ahol 1<(<o.
=1 =1 \ j=i

és az «y; raciondlis szdmokra teljesiil:
la;] <1, j=1,..,n, ahol 1 <[ <o.

Ekkor a minimaélis vektorok koordinatai:
n
<6> my = Z AV,
j=i

ahol ay; és v;; a fenti feltételeknek tesz eleget. Tekintsiik most az n =06 esetet.
Ha a miniméal parallelepipedon térfogata 1 vagy —1, akkor karakterisztikus
matrix elemei is 0,1, —1. Igy feltehetjiik, hogy a minimal parallelepipedon
térfogata 2, ennél nagyobb nem lehet, mert a bévités indexe 2. Tehat a ka-
rakterisztikus matrix eleme is legfeljebb 2 lehet. Harom részre tagoljuk a
bizonyitast a kettd indextii bovités részracsdnak dimenzioja alapjan.

1. Ha a A racsnak d < 6-ra nincs olyan A? részracsa (természetesen d = 6-
ra van), melynek kettd az indexe, akkor a karakterisztikus matrix az alabbi

formaban kezddédhet :

i my Mo Mg Mg My Mg i
10 0 0 0 1
o 1 0 0 0 1
o o0 1 0 0 1
o 0 0 1 0 1
o o0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 2 ..
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igyvnz--~:v55:vgl-:1, ha1§z<6, U66:2ésat6bbivﬁ:0a(6)

egyenletben. Ezért
my = ag; + e, me = 206.

Tegyiik fel, hogy mg > 0.

Mivel mg < 2, el6szor vizsgaljuk azt az esetet, ha mg =2 és igy agg = 1.
Mivel |ay;| <1, igy my =0, 1,2 lehet, ahol i =1,....,5. Ha lenne nulla az m;
értékek kozott, példaul my; = 0, akkor my, mg, my4, ms5, m; vektorok egy 2-
index minimalis rendszert alkotnanak, mely ellentmondas. Ha lenne 2 az my;
értékek kozott, ahol i=1,....5, példaul my;=2, akkor az as, az, a4, a;,a;+ag
vektorok altal kifeszitett A° részracs meghatirozna a m (mg, m3, my, my, my;)
minimal parallelepipedont, melynek a térfogata 2. Ez ellentmondésra vezet,
hiszen a dimenzidja kisebb 6-nal. Tgy ha mg =2, akkor m; =1, ahol =1, ....5,
tehat m; = mg.

Masrészt tekintsiik azt az esetet, ha mg =1 és g = %, akkor m; koordi-
natak, ahol =1, ... .5, nullaval vagy eggyel egyenlk. Jelolje ezen minimalis
vektorok matrixat A.

Végiil, ha mg = 0, akkor az m; koordinatak —1,0,1 lehetnek, ahol i =
=1,...,5. Jelolje A" ezeket a minimalis vektorokat tartalmaz6 méatrixot.

Igy a karakterisztikus matrix a kovetkezs formaban irhato fel:

100001
010001
001001 Al A
000101
000011
loooo0o02 || || |

Kivonva az els6 sort az utolsobol, konnyen lathato, hogy a karakterisztikus
matrix minden eleme —1,0,1, igy alkalmas bazisban a A racs minimumainak

a koordinatai is —1,0,1.
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2. Ha a A racsnak van egy 2-indexti 5-dimenzios A® részracsa, akkor a

karakterisztikus matrix felirhatd az alabbi blokk méatrix alakban:

100010
010010 B
001010 A A
000110

000020 0 ... 0] ]1 ... 1 C
(000001 |0 ..0][0..0][1 ... 1]

ahol az A matrix elemei —1,0,1 és az A’ elemei 0,1. (1asd: [30]) A B méatrixnak
négy, a C-nek egy sora van. Ha a C' matrixnak egy eleme 2-vel (ill. —2-
vel) egyenld, akkor C-nek nincs negativ (ill. pozitiv) koordinatéja. Valoban,

1 T, T
példaul, ha my; (my;, ma;, ma;, my;;,2,1)" és my (myj, maj, maj, myj, x,1)", ahol

x < 0, akkor
[ 1 000 mi; My i
01 00 Ma; Moy
0 010 ms; M3
det 000 1 my m4j =2—x>2,
0000 2 x
(0000 1 1]

mely nem lehet. Igy ha C egy eleme egyenls 2-vel (ill. —2-vel), akkor ki-
vonva (ill. hozzéadva) az utolso sort az 6todikhez (mely C-t tartalmazza) C
elemei —1,0,1 lesznek. Igy feltehetjiik, hogy C elemei —1,0,1. Legyen m =
= [z1, 9, x3, T4, x5,1] egy minimalis vektor, ahol az z1,x9, 3, 24 koordina-
tak a B egy oszlopanak a koordinatai és zs egyenls —1,0,1-gyel. A 7 =
=7 (m, my, m3, my, ms, mg) parallelepipedon térfogata maximum 2. Tegyiik
fel, hogy B maétrixnak van egy olyan eleme (példaul z), melynek abszolut

értéke nagyobb, mint 1. Igy

T
T2
I3
Ty
Ts

1

v (m) = |det | = 221 — 25| > 2,

[N ool o)
OO O~ OO
OO~ O OO
O~ = =
_ o O O o O
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mely ellentmond a fentieknek. Ezért a B matrix elemei —1,0,1. Igy a karak-
terisztikus méatrix minden eleme —1,0,1, kivéve mzs5 = 2. Az A méatrix elemei
—1,0,1 és az A" elemei 0,1. Kivonva az els6 sort az 6t6dikbdl, adodik, hogy
a karakterisztikus matrix minden eleme —1,0,1, kivéve ha x5 = —x; = +1.

Ebben az esetben azonban

v(m) =221 —x5| = |321| =3 > 2,

mely ellentmondas.

3. Ha a A racsnak van 2-indexti 4-dimenzios A* részracsa (ez a részracs
egy 4-dimenziés tércentralt kockaracs), akkor a karakterisztikus matrix az

alabbi formaban irhaté fel:

1000100010O0O0T1T1T71
0100100O0O01O01CO0T1T1
00101000001 11CO0T1
000120011111 111
0000O0OT1O0OO0OOO0OO0OOO0OO0O0
| 00000O01O0O0O0CO0OO0O0OO0O0 ]
A C E
B D F
1 1 0 ... 0 1 1
| 0 0] |1 I L

ahol A, C, F matrixoknak 3, a B, D, F matrixoknak egy sora van.

Ha a B, D vagy F matrixoknak egy eleme 2-vel (ill. —2-vel) egyenld,
akkor a B és F', a D és F vagy az F', B és D métrixoknak nincs negativ

(ill. pozitiv) koordinataja. Valoban, példaul ha m,; (mli,in,mgi,Q,l,O)T és
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T T
m; (mlj,mgj,mgj, —1,1,0) , Mg (mlk,m%,mgk, —1,1,1) s akkor

1 0 0O miy; iy 1 0 0O my; Mg
01 00 Mo; Moy 01 00 mo; 1oL
“looo0o0 2 1] % o000 2 —1]7372
0000 1 1 0000 1 1
(0001 0 0] (0001 0 1]

A bizonyitas analog, ha a D vagy F' matrix valamely eleme 2 (ill. —2). Ebbdl
kovetkezik, hogy ha a B matrixnak egy eleme 2 (ill. —2) és D egy eleme —2
(ill. 2), akkor F' elemei nullak.

Ha B-nek és D-nek is valamely eleme 2 (ill. —2), akkor F ele-

mei is kettesek (ill. —2-k). Példaul legyen m; (mq;, may, m32‘,2,1,0)T,
m] (mlja maj, m3j727071)T7 my (m1k7 mag, M3k, I‘,l,l)T.
[ 1 00 my; My Mig ]
010 ™mo; m2j Mo
|det 00 1 ma; ma; ms =|—44z| <2
0 00 2 2 T -
0 00 1 0 1
(000 0 1 1

Az egyenlGség csak x = 2-re teljesiil, igy F' minden eleme 2-vel egyenld.
Tekintsiik a kévetkezd eseteket: Elgszor vizsgaljuk, ha B, D, F' egyikének
sincs —2 eleme. Tegyiik fel, hogy B-nek van 2 eleme, de D-nek nincs. Ekkor
F minden eleme 0,1,2. Igy kivonva az 6todik sort a negyedikbdl, azt kapjuk,
hogy B, D, F' minden eleme —1,0,1. Hasonléan, ha D-nek van 2 eleme,
de D-nek nincs, akkor F' minden elem 0,1,2, igy kivonva a hatodik sort a
negyedikbdl, az adodik, hogy B, D, F' elemei —1,0,1. Ha F'-nek van 2 eleme,
de B-nek és D-nek nincs, akkor B és D minden eleme 0,1. Tehat kivonva az
otodik sort a negyedikbdl, B, D, F elemei szintén —1,0,1. Végiil, ha B-nek
és D-nek is van 2 eleme, akkor [’ minden elem szintén 2 és B és D elemei
nem negativok. Igy kivonva az 6todik és a hatodik sort a negyedikbél B, D,

F elemei —1,0,1 lesznek.
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Masrészt ha B, D, F egyikének sincs 2 eleme, hasonl6an bizonyithato.

Végiil tekintsiik azt, ha B, D, F elemei kozott 2 és —2 is van. Ha F-
nek van 2 eleme, akkor B és D nem negativ, igy ebben az esetben ez nem
lehetséges. Tehat az lehet, hogy B-nek 2, D-nek —2 eleme van, ekkor F'
minden eleme 0. Kivonva az 6t6dik sort a negyedikbdl és hozzdadva az utolso
sort a negyedikhez, B, D, F' minden eleme —1,0,1 lesz. Forditott esetben, ha
B-nek van —2 és D-nek 2 eleme, a bizonyitas analog.

Legyen vagy m; = [z, ZL‘Q,ZE3,1’4,1,0]T vagy m; = [, $2,ZE37I’4,0,1]T vagy
my, =[x, T9, T3, :U4,1,1]T egy minimaélis vektor, melynek x1, x5, 3 koordinatéi
az A vagy C vagy E egy oszlopanak az elemei és x4 egyenlg —1,0,1-gyel.
Tegyiik fel indirekt, hogy A-nak vagy C-nek vagy FE-nek van olyan eleme

(példaul z1), melynek abszolit értéke nagyobb mint 1. Igy mindharom esetre

2, 001007 C 2, 001007
5 01100, 5 01100,
et |0 0 2 0 o [IFHdet] L g 02 0 ol
100010 000010
00000 1] 10000 1]
"2, 00 10 0]
2 10100
- 3 001100, .
—|d€t 2 00 20 0 |—|2I1 (L’4|>2,
100010
10000 1

ez ellentmondés. Tehat A, C és E elemei —1,0,1-gyel egyenlsk. Mivel myy =2,
kivonva az els6 sort a negyedikbdl, a karakterisztikus matrix minden eleme

—1,0,1 lesz, kivéve, ha x4 = —z; = £1. Ebben az esetben azonban
1221 — 24| = [321] =3 > 2,

ami ellentmondas. Igy bizonyitottuk a segédtételt és egyben a 2.5 tételt is.
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2.3. A 7-dimenziés racsok

Tekintsiik a A racs aj, ag, . . ., a, bazisat egy tetszéleges ortonormalt bazisban
felirva. A béazisvektorok koordinataibol képezett méatrixot A-val jeloltiik. Az
A maétrix segitségével is definidlhatjuk a A racshoz tartozd pozitiv definit

kvadratikus format:
Q(x) = (Ax, Ax) =xTATAx =x"Gx,x € Z",

ahol a G = AT A Gram-matrixot az el6zdekben is hasznaltuk. A @ pozitiv
definit kvadratikus forma fiigg a A racs A bazisanak a megvalasztasatol. A
A récs tetszbleges A és B bazisa esetén létezik egy U unimodularis matrix,
melyre A=UB. A @ kvadratikus forméahoz tartozhatnak kiilonb6z6 racsok.
Példaul az A béazishoz tartozo A racs és az A’ bazishoz tartozo A’ racs. Eb-
ben az esetben azonban létezik olyan O ortogonélis transzformécio, melyre
A=0A’. Mivel a kivetkez6 eredmények pozitiv definit kvadratikus formakra
vannak megfogalmazva, ezért tériink at ebben a fejezetben erre a targyalas-
modra. Kvadratikus forméakrol csak a tételiink szempontjabol legfontosabb
eredményeket targyaljuk. Tovabbi fogalmak és eredmények [29], [8], [45]-ben
részletesen ismertetésre keriilnek. A A racs minimumanak megfelelGen defi-

nialhatjuk a @ pozitiv definit kvadratikus forma homogén minimumaét:

m(Q) :=min{Q(z) : ahol zecZ"\{0}}
Legyen M(Q) azoknak a z € Z™\ {0} pontoknak a halmaza, melyeknél Q(z)
minimalis.

2.3. Definicié. Egy @) pozitiv definit kvadratikus forma tékéletes, ha a mini-
maélis vektorai altal egyértelmtien meghatarozott, azaz pontosan a z; € M(Q)

minimalis vektorok a megoldasai a Q(z) = m(Q), z € Z" egyenletnek.
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A tokéletes formak n < 7 dimenziéra ismertek. Sikban J.L. LAGRANGE
[43]| foglalkozott a kérdéssel és egy tokéletes format talalt. Térben C.F.
GAUSS [26] nevéhez fiiz6dik a szintén egy tokéletes forma. A. KORKINE és
G. ZOLOTAREFF [41], [42]-ben 4 és 5-dimenzioban 2, ill. 3 tokéletes forméat
fedezett fel. A 7 kiilonb6z6 tokéletes format 6-dimenzioban E.S. BARNES [3]
talalta meg. K.C. STACEY [54] vizsgéalta a 7-dimenzios tokéletes formakat,
de a 33-bol egyet elhagyott, melyet J.H. CONWAY- N.J.A SLOANE [9]-ben
kiegészitett, végiil D.O. JAQUET-CHIFFELLE [40] bizonyitotta ezek teljessé-
gét. J. MARTINET 8-dimenziéban 10916-nél t6bb tokéletes format talalt. A
tokéletes formak listdja megtalalhato példaul J.H. CONWAY- N.J.A SLOANE

[9]-beli cikkében, valamint C. BATUT és J. MARTINET [45], [4] munkaiban.

2.14. Tétel. (D.O. JAQUET-CHIFFELLE [40|) Az A. figgelékben felsorolt

7-dimenzios tokéletes formdak Gram-mdtrizainak listdja teljes.

Az L7 meghatarozasanal alapvets szerepet jatszik G.F. VORONOI toké-

letes kvadratikus formak minimumaéra vonatkozo6 alabbi tétele:

2.15. Tétel. (G.F. VORONOI [68]) Minden pozitiv definit Q(x) kvadratikus

formdhoz létezik, olyan Q*(x) tokéletes forma, melyre
M(Q) € M(Q").
Az alabbiakban a teljesség kedvéért néhany egyszerti lemmat igazolunk.

2.16. Lemma. Ha az m minimdlis vektor hossza m, koordindtdi valamely
rdcsbdzisban xy1, Ty, ..., x,, valamint D = det(G) és D; a ricsbizis G Gram-

mdtrizdnak a;; eleméhez tartozo aldetermindnsa, akkor |z;| < my/ %.
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Megjegyezziik, hogy a lemma teljes indukcioval is kénnyen igazolhato, de

mi egy egyszerd geometriai bizonyitast adunk réa.

Bizonyitas: Tekintsiik el6szor azt az esetet, ha m = 1. Az
a;,as,...,a;, 1,a;.1,...,a, vektorok a A racsnak egy (n—1)-dimenzios réte-

gét hatarozzak meg, jelolje ezt ASZO_)I. A Aflo_)l rétegnek az a; vektor j-szeresével
vett eltoltjat jeldlje AY | két szomszédos réteg tavolsdgat d, igy az egység

n—1»

hosszi minimalis vektor legfeljebb az é—edik rétegbe mutat. Tehat

Mivel a két szomszédos réteg tavolsiga megegyezik az alapparallelepipe-
donnak az aj,ag,...,a;, 1,a;11,...,a, vektorok altal meghatarozott (n—1)-
dimenzios alaplaphoz tartoz6 magassagaval, igy d=/ %. Tehat kaptuk, hogy
D
|| < EZ
Ha a A racsban a minimélis vektor hossza nem 1, akkor az % aranyu
hasonlosag egy olyan racsba viszi A-t, melyben m = 1. Az m aranyu hason-
16s4g D-t m?"-szeresébe, D;-t m?"~2 szeresébe viszi. Tehat Gsszességében azt

kaptuk, amit allitottunk, hogy
e < my ) 2
Til SMA| —.
D

Linearis algebrabol kozismert, hogy egy elemi bazistranszformacié méat-

Tehat igazoltuk a lemmat.

rixa unimodularis. Mivel a A racs G Gram-matrixanak egy U unimodularis
matrixszal vett konjugdltja a A racs egy 1j bazisban felirt Gram matrixat

szolgéaltatja, igy teljesiil a kovetkezd alapvetd lemma:
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2.17. Lemma. A A rdcs bdzisinak eqy elemi bdzistranszformdcidja ekviva-
lens, azzal ha a G Gram madtriz i-edik sordnak c-szeresét hozzdadjuk a j-edik
sorhoz és a kapott mdtrizban i-edik oszlop c-szeresét hozzdadjuk a j-edik 0sz-

lophoz.

2.18. Tétel. L; egyenld 1-gyel, azaz minden 7-dimenzios euklideszi A rdcs-
nak van olyan bdzisa, melyben a A rdcs minimadlis vektorainak maximdlis

koordindtdja legfeljebb 1.

Bizonyitas: G.F.VORONOI 2.15 tétele alapjan elegendd csak a tokéletes
kvadratikus formakhoz tartozoé racsokat vizsgalni, hiszen ha ezek minimalis
vektorai felithatok a kivant modon, akkor ennek részhalmazabol a4ll6 minima-
lis vektorok is. A 2.14 tétel alapjan az 6sszes 7-dimenzios tokéletes kvadrati-
kus forma és ezek Gram-matrixa ismert. Ezek nagy szamara valo tekintettel
csak egy esetet igazolunk. A t6bbi bizonyitasa hasonl6 és megtalalhato a B.

fiiggelékben.

Tekintsiik a kivalasztott tokéletes kvadratikus formanak megfelel A racs

alabbi G Gram-matrixat:

Q

I
—= == O NN
N = O NN
N O = = NN
NN = =O
DN =N = O =
DN =D~
=N N~ NN

Ha ennek a matrixnak képezziik az inverzét, a fGatloban pont a % hényado-

sok allnak.
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r o133 —77 —77 83 —67 —67 1 7
180 180 180 180 180 180 2
~77 133 13 —67 83 23 -1
180 180 180 180 180 180 2
—77 13 133 —67 23 8 -1
180 180 180 180 180 180 2

G-l— | 8 —61 —61 138 -7 -1 1
180 180 180 180 180 180 2

—67 83 23 -77 133 13 -1
180 180 180 180 180 180 2

—67 23 8 —77 13 133 -1

180 180 180 180 180 180 2

S |

=1 e |
L 2 2 2 2 2 2 |

1 —1 1

Latjuk, hogy a f6atloban 1év6 elemek az utolsod kivételével mind %. Ha a

hatodik sort hozzaadjuk a hetedikhez, majd a hatodik oszlopot a hetedikhez

. 2oz 112 . 133 D; __ 133 .

minden f6atlobeli elem {55 lesz, azaz 5 = 355, ahol 1 =1,2,...7. Ez a 2.17
lemma alapjan megfelel egy elemi bazistranszformacionak és az eredeti G
méatrixban ennek egy inverz bazistranszforméacio felel meg. Mésrészt mivel a

minimalis vektor hosszanak négyzete 4, igy m = 2. Tehat

/133

minden i-re. Igy a 2.16 lemma alapjan a fenti racs barmely minimalis vek-
toranak koordinataja —1,0,1. Mivel a B. fiiggelékben mind a 33 tokéletes
kvadratikus formanak megfelel6 racsra hasonl6 igazolhato, igy bizonyitottuk
a tételt.

A B. fiiggelékben a szdmolas menete a kovetkezs: g1, g2,..., g33 jeldli
a tokéletes formak Gram-matrixait, majd ezek inverzét, invgl, invg2,...,
invg33. A 2.17 lemma alapjan végrehajtott elemi bazistranszformacio ered-
ményét invigl, invig2,..., inv1g33, ill. ha tobb transzformaciora van
sziikség értelemszertien, invl, inv2,... el6tag jeloli. A kovetkezG sorban

kiszamitjuk az m./ %—k koziil a maximélis értékiit, mely minden esetben ki-
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sebb 2-nél. Végiil megadjuk az eredeti Gram-méatrix transzformaltjat is: tgl,
tg2,..., tg33.

Megjegyezziik, hogy a [2]-beli eredmény alapjan a racsok megengedett b6-
vitéseibGl megkaphatok a tokéletes racsok. Valojaban mi is kénnyen megkap-
hattuk volna a tokéletes racsokat, mint ahogy példaul Eg-ot megkaptuk. Igy
a 6-dimenzids eset bizonyitasa, habéar hosszadalmasabb, elemibb ismereteket
hasznél fel, de a fenti kapcsolatra jobban ramutat. 7-dimenziéban nyilvan a
megengedett bévitések nagyobb szama miatt, célszerd volt a bizonyitas so-
ran ezt az egyszeriibb utat kévetniink, mely azonban mélyebb eredményeket

hasznal.



3. fejezet

Racsok Dirichlet-Voronoi cellal

3.1. El6zmények

G.L.DIRICHLET [15] és G.F.VORONOI [68] vezették be a Dirichlet-
Voronoi cella fogalmat, melyet magasabb dimenzioban Voronoi politopnak,
Voronoi cellanak is neveznek. A kdvetkezGkben réviden a DV cella elnevezést

hasznaljuk.

3.1. Definicié. Tekintsiink egy L diszkrét ponthalmazt az E™ n-dimenzids
euklideszi térben. Tetsz6leges P; € L pont DV cellija azon pontok halma-
za, melyek legalabb olyan kozel vannak Pj;-hez, mint tetszéleges mas P; € L

ponthoz, azaz
DV(P) = {z € E" : dist(z, P;) < dist(x, P;) barmely j-re}.

Abban az esetben, ha az L ponthalmaz racsot alkot, barmely két DV cella
egymas eltoltja és maguk a cellak és azok (n—1)-dimenzios lapjai is central-
szimmetrikus konvex testek. Racsok DV cellai kovezést alkotnak, azaz unio-
juk fedi a teret és belsé pontjaik kolcsonosen diszjunktak. A szomszédos DV

cellak lap-lap mentén csatlakoznak egymashoz. Az elkovetkez6kben csak ra-

43
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csok DV cellajat vizsgaljuk. Egy n-dimenzios racsot A™-nel jeloliink. A Pe A”

A

adodoan a DV cella egy specidlis parallelotop.

3.2. Definicié. Egy P konvex politépot, melynek eltolt példanyai fedik a
teret és belsé pontjaik diszjunktak, valamint az eltolt példanyaik lap-lap

mentén csatlakoznak parallelotopnak neveziink.

A fedd parallelotopok centrumai egy n-dimenzios racsot alkotnak. DV
cellakhoz kapcsolodo probléemakrol lasd (8], [29], [32], [33].

B.A. VENKOV ¢és kés6bb P. MCMULLEN a kovetkezG fontos tételt bizo-
nyitotta parallelotopokra. A.D. ALEKSANDROV [1]-ben Venkov bizonyitasat

egyszertsitette.

3.1. Tétel. (B.A. VENKOV [66], P. MCMULLEN [47|) A P politop, akkor
és csak akkor parallelotop, ha

(i) P centrdlszimmetrikus

(i) P minden (n-1)-dimenzids lapja is centrdlszimmetrikus

(1i1) P-nek barmely (n-2)-dimenzids lap mentén vett 2-dimenzids merdleges

vetiilete parallelogramma vagy centrdalszimmetrikus hatszdég (3.1 dbra).

& ©

DN
2-0v 3-ov

3.1. abra.
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A centralszimmetrikus hatszognek és a parallelogrammanak a fenti (iii)
alapjan keletkez6 élei P bizonyos (n—1)-dimenzios lapjainak a vetiiletei. Ezek

az (n—1)-dimenzios lapok ugynevezett 2- ill. 3-6vet alkotnak (3.1 4bra).

A P parallelotop (n—2)-dimenzios egymassal (kolesondsen) parhuzamos
lapjai az (n— 2)-dimenzios lapoknak egy zondjat alkotjak. Ez a zoéna zart,
ha ennek a zonanak a P parallelotop barmely (n — 1)-dimenzios lapjaval
vagy nincs kozos (n— 2)-dimenzios lapja vagy ketté van. Venkov (iii) felté-
tele azt mondja, hogy parallelotop esetén minden zona zart és azok a lapok,
melyeknek az (n —2)-dimenzios vetiilete a parallelogramméanak vagy a cent-
ralszimmetrikus hatszognek az oldalai, definici6 szerint egy 2 vagy 3-6vet
hataroznak meg. Mivel Venkov (ii) feltétele miatt a P parallelotép minden
(n—1)-dimenzids lapja centralszimmetrikus, igy az (n—2)-dimenzios zart z6-
nat ugy is megkaphatom, hogy kivilasztok egy tetszéleges (n — 2)-dimenzios
lapot ezt tiikkrozom a hozza csatlakozo valamely (n — 1)-dimenziés lap ko-
zéppontjara, majd a kapott tiikorképet a hozza csatlakozé masik (n—1)-
dimenzids lap koézéppontjara és igy tovabb. Tehat a 2-, ill. 3-6vet is meg-
kaphatom igy és ezen esetben az egymashoz csatlakozo 2, ill. 3 lap és a P

parallelotop kozéppontjara vonatkozo tiikorképei alkotjak a megfelels ovet.

B.A. VENKOV vezette be az X* k-dimenzios altér irAnyaban nem nulla
kovérségii parallelotop fogalmat. A P parallelotép nem nulla kovérségi X*
mentén, ha a PN(X*+a) metszet k-dimenzios vagy iires az a vektor barmely
eltoltjara. A P parallelotop egymaéssal (kolesonosen) parhuzamos lapjai k-
lapoknak egy zonajat alkotjak. A k-lapok zénaja zart, ha P minden (k+1)-
lapja a zonanak vagy 2 vagy 0 k-lapjat tartalmazza. Nyilvanvalo, hogy a P
parallelotép X* mentén akkor és csak akkor nem nulla kévérségii ha P-nek
XP*_val parhuzamos k-lapjai zart zonat alkotnak. A P parallelotop barmely

k-lapjanak a zonéja zart, ha k=n—1 vagy k=n—2. Igy ezekben az esetekben
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X* mentén mindegyik parallelotép nem nulla kovérségi, mely k& = n — 2-re
ekvivalens Venkov fenti tételének (iii) feltételével. A kovetkezGkben ezeket a
fogalmakat k& =1 esetén hasznaljuk.

A P parallelotop (n—1)-lapjait Fj-vel vagy F;(n—1)-gyel, F; lapvekto-
rat fi-vel, meghatarozovektorat t;-vel jeloljiik. Ha P és P; parallelotépok
F; (n—1)-lap mentén szomszédosak, akkor a két parallelotop kozéppontjat

0sszekot6 vektort nevezziik F; meghatarozovektoranak.

3.2. Tétel. (B.A. VENKOV |67|) Legyen P egy X* irdnyban nem nulla
kévérségd n-dimenzios parallelotop. Akkor

(i) P-nek az X* irdnyi vetiilete egy (n— k)-dimenzids parallelotép

(ii) X*-val parhuzamos F; (n—1)-lapokhoz tartozd t; racsvektorok egy (n—k)-

dimenzids rdcsot generdlnak, mely az X* kiegészit6 X"~F altérben fekszik.

k=1 esetén az X* k-altér egy egyenes. Ennek az egyenesnek az iranyat egy
z vektor segitségével megadhatjuk. Igy a P parallelotop z iranyt z kovéersége
egyenld a z-vel parhuzamos egyenesek P-vel vett metszetei koziil a minimalis
hosszisaguval. Ha ez a minimalis hossz nulla, akkor a P parallelotop z irany-

ban nulla kdvérségli. A z irdnyt és minimalis z hosszisagu szakaszt jeloljiik

z iranyban nem nulla kovérségi z iranyban nulla kévérségi
3.2. abra.

S(z)-vel. V. GRISHUKHIN bebizonyitotta, hogy a P parallelotop z iranyban
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akkor és csak akkor nem nulla kdvérségti, ha P-nek van z-vel parhuzamos zért
él-zondja és P elsallithato az S(z) szakasz és egy z irdanyban nulla kovérségi
P' parallelotop Minkowski 6sszegeként, azaz P = P’ ® S(2). Igy teljesiil a

kovetkezd tétel, mely el6tt egy definiciora lesz sziikségiink.

3.3. Definicié. Az E¢ térben fekvd d-dimenzids zonotdp n egyenes szakasz-
nak a Minkowski-Osszege, mas szoval egy n-dimenzios kocka vagy parallele-

pipedon mer6leges vetiilete a d-dimenzios altérre.

Zonotopokra vonatkozo tovabbi eredmények [46]-ban talalhatok.

3.3. Tétel. (V. GRISHUKHIN [28]) A kovetkezd dllitdsok kozil barmely pa-
rallelotopra pontosan eqy teljestil :

(1) vagy zonotdp

(1i) vagy minden irdanyban nulla kévérségtd parallelotop

(111) vagy egy minden irdnyban nulla kévérségd parallelotopnak és eqy zono-

topnak a Minkowski dsszege.

A P& S(z) Minkowski dsszeg nem sziikségszertien parallelotop. V. GRIS-
HUKHIN kovetkezo tétele sziikséges és elégséges feltételt ad arra, hogy ez az

Osszeg mikor lesz parallelotop.

3.4. Tétel. (V. GRISHUKHIN [27|) A P parallelotdpra a lenti dllitasok ekvi-
valensek :

(i) a P®S(z) Minkowski dsszeg parallelotdp

(1i) a z vektor merdleges a P parallelotdp minden 3-ovének legalabb egy lap-

vektordra.
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3.2. Racsok DV celldinak meré6leges vetiiletei

Legyen adott A™ n-dimenziés racs. Tekintsiik a A™ racs P ponton atmend
(n —1)-dimenzios H sikkal vett sikmetszetét. Az igy kapott A" N H racsot

jeloljiik A" !-gyel, ha (n—1)-dimenziés récs.

3.4. Definici6. Ha a P parallelotop kitoltéshez tartozo A™ racsnak a A"~!
(n—1)-dimenzios részracsa rendelkezik az alabbi tulajdonsaggal: R™\ |J{P+
+X; A €A™} 2 fvszerii komponensbdl 4ll, akkor az [J{P+\; A €A™}
:= [A""Y(P)] halmazt parallelotdp rétegnek az A"~! racsot a réteget megha-

tarozo6 részracsnak nevezziik.

parallelotdp réteg (n—1)-dimenzids parallelotop réteg (n—2)-dimenzids

csatlakozo lapokkal n = 3-ra csatlakozo lapokkal n = 3-ra

3.3. dbra. Parallelotop rétegek

3.5. Definici6. Legyen P, P; € [A""(P)]. A P parallelotopnak egy masik
P; parallelotoppal kozos (n—1) vagy (n—2)-lapjait csatlakozd lapoknak ne-
vezziik, ha ezek a P parallelotop laphdalojara vonatkozolag maximalis kézos

lapok.

Megjegyezziik, hogy (n—3) vagy annél kisebb dimenziés maximalis kozos

lap nincs. Tegyiik fel indirekt, hogy van ilyen M lap. Nyilvan a [A"~(P)]
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réteghez tartozo P; parallelotopok kozott vannak olyanok, melyek tartalmaz-
zadk az M lapot, igy PN'P; 2 M. Ezek kozott a Pj-k kozott kell lenni olyannak,
melynek P-vel vett metszete (n—1) vagy (n—2)-dimenzios, kiilonben nem al-
kotnanak réteget. Tehat ez az (n—1) vagy (n—2)-dimenzios lap tartalmazza
M-et, igy az nem maximalis kdzos lap.

G. HOrRVATH A. |35|]-ben bebizonyitotta, hogy ha a P és P; parallelo-
topok kozos lapja k-dimenzios, ahol 0 < k < n—1, akkor ez a lap a PP,
felezGpontjara nézve centralszimmetrikus, ahol a P és P; racspontok a P és
P; parallelotopok kdzéppontjai. Igy ha dim(PN7P;)=n—2, akkor PNP; csat-
lakoz6 lap centralszimmetrikus és pontosan négy parallelotop tartalmazza.
A PNP; csatlakozo lap kozéppontjara vonatkozolag a P és P; paralleloto-
pok kozéppontosan szimmetrikusak. Réviden Osszefoglalva a P parallelotop
csatlakozo lapjai (n—1) és (n—2)-dimenzidsak, melyekhez egy masik P; pa-

rallelotop csatlakozik, ahol P; € [A"1].

3.6. Definici6é. A P parallelotop z irdnya drnyékhatdra P-nek azokbol az
x hatarpontjaibol 4ll, melyekre az {x+ Az|\ € R} egyenes P-nek egy tamasz
egyenese. ( Azaz az {x+\z|\€R} egyenesnek nincs olyan pontja, mely P-nek
belsé pontja).

Jol ismert, hogy egy konvex politop drnyékhatara a z-vel parhuzamos zart

(n—1) és (n—2)-dimenzios lapjainak az unioja.

3.7. Definici6. Ha P egy DV cella, akkor minden (n— 1)-dimenzios F' lap-
hoz tarsithatunk egy récsvektort, mely a P; DV cella kézéppontjaba mutat,
ahol F'="PNP;, igy ez a vektor az I’ lap egy meghatarozo vektora. Masrészt
DV cella esetén ez a vektor meréleges az F' lapra, igy ez a P—PZ vektor egyben
F lap egy specialis normalvektora. Ezt a specidlis normalvektort az egységes

targyalas kedvéért F' dltaldnositott lapvektoranak nevezziik. Legyen most G
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egy (n—2)-dimenzios lap és tegyiik fel, hogy egy méasik P; DV cellara G =
=PNP;. Ez a G lap egy 2-6vet hatdroz meg P-n. A G laphoz is tarsithatjuk
A"-nek egy racsvektorat mégpedig a G lapot tartalmazo két (n—1)-dimenzios

lap meghatarozo vektorainak (DV cellarol szolva altalanositott lapvektorai-

nak) az Osszegét (azaz PP, = PPj+ PP). Ezt a vektort a G laphoz tartozo
dltaldnositott lapvektornak nevezziik. Megjegyezziik, hogy ha PNP; egy 3-

3.4. abra. Altalanositott lapvektorok

ovet hataroz meg abban az esetben nem tarsitunk az (n—2)-dimenzios vagy

az annal alacsonyabb dimenzi6s laphoz altaldnositott lapvektort.

3.2.1. A 3.5 tétel és bizonyitasa

3.5. Tétel. (|65]) A DV"(P) cellira és z vektorra a kovetkezd dllitdsok

ekvivalensek :

(i) DV"(P) cella z irdnyi merdleges vetilete a z-re merdleges (n — 1)-
dimenzids H sikra egy A" rdcs (n—1)-dimenzios DV 1(P) celldja,

ahol A" "' = A"NH.

(ii) Az z vektor merdleges minden 2 és 3-dvnek legaldbb egy dltaldnositott

lapvektordra.
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(iii) A R\ [A""Y(DV™(P))] két ivszerien dsszefiiggd komponensbdl dll. (A
parallelotdp réteg definicidja alapjin [A"~1(DV™(P))] = U{DV"(P) +
+XN N E Anil})

(1) és (iii) kapcsolata (i) és (ii) kapcsolata
3.5. abra.

Megjegyezziik, hogy ha a (ii) tulajdonsiag nem teljesiil, attol a DV cellanak
a H-ra vett merGleges vetiilete lehet szintén DV cella, de ebben az esetben
sem (i) sem (iii) nem teljesiil. Példaul a szabalyos hatszog alapt hasabnak
az egyik oldallapjara meréleges z iranyu vetiilete téglalap, de (i) és (iii) nem
teljesiil.

Bizonyitas: (iii) = (i) Mivel R™\ [A""}(DV"(P))] két ivszert kompo-
nensbdl &ll, ezért [A"1(DV"(P))] DV cella réteg H hipersikra vett merdleges
vetiilete teljesen lefedi H-t.

Tekintsiik a DV"(P) 6sszes csatlakozo (n—1) és (n—2)-lapjat, az ezekhez
csatlakozo DV celldkat jelolje DV™(F;).

Ha DV"(P) és DV"(P;) egy (n— 1)-dimenzios lap mentén csatlakozik,

akkor ennek a lapnak sikja elvilasztja a két DV cellat és meréleges H-ra,



52 3. FEJEZET. RACSOK DIRICHLET-VORONOI CELLAI

mert merdleges PPyre. Igy a kozos (n — 1)-lap mercleges vetiilete a H-ra
(n—2)-dimenzios lap.

Ha DV"(P) és DV"(F;) egy (n—2)-dimenzios lap mentén csatlakozik,
de (n—1)-dimenzios lap mentén nem, akkor a PP; szakaszfelez6 meréleges
(n — 1)-dimenzios hipersikja elvalasztja a két DV cellat, masrészt a kozos
(n — 2)-dimenziés lapot tartalmazza. Ez a hipersik mersleges a H-ra. Igy a
DV cella ezen (n—2)-dimenzios lapjanak a vetiilete legalabb (n—3)-dimenzios
lesz. Nem lehet az (n—2)-dimenzios lap vetiilete (n—3)-dimenzios lap, mert
ebben az esetben az (n — 2)-dimenzi6s lap affin burka merdleges lenne H-
ra igy a ra illeszkedd barmely (n — 1)-dimenziés lapja DV"(P)-nek, szintén
megad egy H-beli P;-t, amire DV"(P)NDV"(P;) D DV"(P)NDV"(P;), tehat
az (n—2)-dimenzi6s lap nem volt csatlakozo.

Ha DV"(P)-hez egy masik DV"(Q) DV cella (n—2)-dimenziosnal alacso-
nyabb dimenziés lap mentén csatlakozik, akkor ezt az (n —2)-dimenziosnal
alacsonyabb lapot biztosan tartalmazza a fenti (n—1), ill. (n— 2)-dimenzios
lapok valamelyike, kiilonben a [A""'(DV"(P))] réteghez tartoz6 DV cellak

meréleges vetiiletei nem fednék le H-t.

Tehat a DV cellakat elvalasztjak H-ra merdleges (n—1)-dimenzios hipersi-
kok, melyek a csatlakoz6 lapokat tartalmazzik. Masrészt a réteghez tartozo
DV cellak meréleges vetiiletei lefedik H-t, igy a réteghez tartozd DV cellak
meréGleges vetiiletei egyrétiien és hézagmentesen lefedik a H sikot. Nyilvan
a DV cellak egybevagoak és azonos allastiak tehat meréleges vetiileteik is
egybevagoak.

Most méar csak azt kell belatni, hogy DV"(P) merdleges vetiilete meg-
egyezik a P pont H sikban 1évé DV cellajaval, azaz DV™ ™! (P)-vel.

Elgszor belatjuk, hogy ha X € DV"(P), akkor X’ € DV"'(P), ahol X’
az X pont H sikra vett mer6leges vetiilete. A bizonyitas indirekt. Tegyiik fel
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hogy X € DV"(P), de X’ nem eleme a DV"~!(P)-nek. Ebbél az kivetkezik,
hogy X'eDV" Q) valamely Q€A™ '-re, azaz X'Q<X'P. Mivel X X' 1 X'Q
és XX' 1 X'P, ezért XQQ < X P, de ez ellentmondas, hiszen X € DV"(P).

Masrészt belatjuk, hogy X’ € DV"'(P), akkor 3X, hogy X € DV"(P) és
XX' 1 H. Mivel a DV cellak meréleges vetiilete hézagmentesen kitolti a H
sikot, ezért 3X, @ par, hogy X eDV"(Q) és X X' | H. Ha Q+# P, akkor X P>
> X Q. Masrészt X'P< X'Q és X X' L X'Q és XX' 1 X'P, ezért XP < XQ,
ez ellentmondas. Tehét allitasunkat bizonyitottuk.

Ko6vetkezmény: A fenti (n—1), ill. (n—2)-dimenzios lapok, azaz a csat-
lakoz6 lapok vetiiletei adjak DV (P) (n—2)-dimenziés lapjait.

Megjegyzés: Mivel az (n—1), ill. (n—2)-dimenzi6s csatlakozé lapok a
DV"(P) és DV"(P;) cellaknak kozos lapja, igy a DV cella centralszimmetriaja
miatt PP; athalad a csatlakozé lap kézéppontjan (lasd: [35]), tehat a ra
illeszkeds H sik is. Tgy [A"~1(DV"(P))] DV cella réteghez tartozoé DV cellak
csatlakozo lapjait metszi H és az (n— 1)-csatlakozo lap esetén meréleges is
ra.

(i) = (ii) A DV"'(P) cella (n — 2)-dimenzios lapjai és z meghataroz-
nak (n—1)-dimenzios sikokat, melyekre illeszkedik DV"(P) cella (n—1), ill.
(n—2)-dimenzios lapja. Ezek a lapok a z iranyu arnyékhatar lapjai.

Elgszor vizsgaljuk azt, ha DV"(P)-nek (n — 1)-lapja illeszkedik erre a
sikra. Mivel PP; merdleges DV™™!(P) cella (n—2)-lapjara, igy DV"(P) erre
illeszkeds (n—1)-lapjara is. Tehat kaptuk, hogy z merdleges ennek a lapnak
a normalvektorara.

Masrészt nézziik azt, ha DV"(P)-nek (n—2)-lapja illeszkedik erre a sikra,
de (n—1)-lap nem.

Ebben az esetben az (n — 2)-lap nem lehet 3-6v része. Valoban ekkor

ugyanis az (n—2)-laphoz két masik DV cella csatlakozik DV"(Py) és DV" ().
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Mivel DV cellakrol van szo, igy az (n—2)-lap minden X pontjara csak P, Py
és P, pontokra teljesiil, hogy | X P| = |X P,| = |X P| és méas P; racspontokra
nem. Ha az (n—2)-laphoz csatlakozo masik poliéder P;, akkor P; = P; vagy
P, = P, lehet csak, mert ezt a lapot csak 3 DV cella tartalmazza. Igy viszont,
dim(P;NP) =n—1, ami ellentmondas.

Ebbdl kovetkezik, hogy az (n—2)-lap 2-6v része, igy az (n—2)-laphoz hé-
rom masik DV cella csatlakozik DV"(P;), DV"(P,) és DV"(P3), ahol DV"(P)-
nek DV"(P;)-gyel és DV"(P;3)-mal van kozos (n—1)-lapja. Mivel DV cellakrol
van sz0, igy az (n—2)-lap minden X pontjara csak P, Py, P, és P53 pontokra
teljesiil, hogy |XP|=|XP|=|XPs| =|XP;s| és mas P; racspontokra nem.
Masrészt az (n—2)-lap X pontjara | X P| = | X P;|, tehat P, = P,, mely azt
jelenti, DV"(P)-nek és DV"(P,)-nek az (n—2)-lap a maximalis kozos lapja.

Megjegyezziik, hogy ha egy DV cella esetén az (n—2)-lap 2-6v része, akkor
centralszimmetrikus és a ra illeszkeds (n — 1)-lapok merdlegesek egymasra
135].

Jeloljiik DV"(P) és DV"(P;) kozos (n—2)-lapjat G(n—2)-vel, a ra illesz-
keds két (n—1)-lapot Fi-gyel és Fy-vel, ezek meghatarozo vektorait 1_5]5{ és
PPy-mal. Mivel PP, + PP;=PP, és PP, Lz, igy PP,+PP; Lz. (Megemlitjiik,
hogy 117]31> 1 G(n—2) és G(n—2) kozéppontja egybeesik PP; felez6pontjéaval.)

Tehat azt kaptuk, hogy az arnyékhatar (n—1) és (n—2)-lapjainak (ezen
lapok vetiiletei adjak DV"'(P) (n—2)-lapjait) lapvektorai merdlegesek z-
re. Mivel az arnyékhatar dimenzidja (n —2), valamely elemét biztos metszi
minden 2 vagy 3-6v, igy minden 2 és 3-0vben van olyan lapvektor, mely
merGleges z-re. Valoban az arnyékhatar valamely elemét biztos metszi minden
2 vagy 3-0v, hiszen az arnyékhatar két részre bontja a parallelotop felszinét.
Ha a 2 vagy 3-6v valamely lapjat tartalmazza az arnyékhatar, igazoltuk az

allitast. Ha nem akkor a 2 vagy 3-6v lapjainak a fele az egyik, fele a masik
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részben fekszik. Két (n —1)-lap metszete, mivel 6v része (n — 2)-dimenzios
lap, melynek teljes egészében az arnyékhatarban kell lenni, kiilonben lenne
olyan pontja az (n—2)-dimenzios lapnak, mely csak az egyik részhez tartozik,
igy nem lenne a metszet (n— 2)-dimenzios. Ezzel allitAsunknak ezt a részét

belattuk.

(1) = (i7) A fenti bizonyitasban lattuk, hogy az arnyékhatar minden
(n—1) és (n—2)-lapjahoz csatlakozik egy masik DV"(P;) DV cella, valamint
az (i) feltételbsl adodik, hogy a vetiilet egyrétiien és hézagmentesen kitolti
H-t, tehat az R"\ [A""}(DV"(P))] két ivszertien 6sszefiiggd komponensbdl
all.

(1) = (i) Valasszuk a H (n — 1)-dimenzios sikot ugy, hogy a DV"(P)
cella kozéppontjara illeszkedjen és meréGleges legyen z-re. Mivel z merGleges
minden 3-6vnek legalabb egy lapvektorara, igy V. GRISHUKHIN tétele miatt
DV"(P) @ S(z) parallelotop, melynek a H-ra vald meréleges vetiilete B.A.
VENKOV tétel szerint szintén parallelotop és ennek a lapvektorai generaljak
a vetiileti parallelotophoz tartozo racsot. Tehat azt kell beldtnunk, hogy ez

a parallelotop a A"~ ! racs DV celldja.

A DV"(P) @ S(z) parallelotop z-vel parhuzamos (n — 1)-lapjainak lap-
vektorai kolcsondsen egyértelmiien megfeleltetheték a DV™(P) altalanositott
lapvektorainak. Ennél a megfeleltetésnél DV"(P) z iranya arnyékhatéaranak
lapvektorai a nekik megfelels DV"(P) @ S(z)-beli lapvektorokkal megegyezd
H-beli vektorokra vetitédnek. (ii) szerint DV"(P) vizsgalt lapvektorai H-ba
esnek, igy maguk a vetiiletek. Tehat DV"(P)& S(2)-beli vizsgalt lapvektorok
vetiiletei éppen a DV"(P)-beli (H-beli) vizsgalt lapvektorok. Ezek feszitik ki
A""1 racsot. Ha egy ilyen lapvektor (n —1)-laphoz tartozott, meréleges erre
a lapra, igy H-beli merdleges vetiiletére is. Ha altalanositott volt, akkor most

merdleges a megfelel6 (n—2)-lap vetiiletére, mert (G(n—2),z) hipersik meg-
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egyezik (G(n—2)|y,z) hipersikkal, ahol G(n—2)|g a G(n—2) lap H-ra valo
vetiilete. Ezért a vetiilet cella meghataroz6 vektorai a lapvektorai, igy DV

cella. Ezzel allitdsunkat bizonyitottuk.

3.2.2. A 3.5 tétel alkalmazasa gyokracsokra

Legyen 2, = x;e; egy n-dimenziés kockaracs, ahol z; € Z és az

i=1
e; vektorok kolcsondsen merdleges egységvektorok. Tekintsiik a K" =
n
= 9X: X=), o€ —%gaigé} n-dimenzioés kockat. A bevezetésnek
i=1

megfelelen az A, gyokracs definicioja:
An = {(x07«r17 e 7«Tn> S Zn+1 : .TO—'—I‘l—i—. . +‘TTL — 0}

Az A, récs egy bazisa [—ep+e;, —e;+ey, —es+tes, ..., —e,_1+e€,] (lasd: [§],

[34]).

3.6. Tétel. ([65]) A Z, n-dimenzids kockardcs DV celldjinak (£e1£- - -+e,)
irdnyd merdleges vetiilete az A,_1 gydkrdacs DV celldjat adja.

Bizonyitas: Tekintsiik a Zn: e; testatlora meréleges H hipersikot, mely
atmegy a kocka kézéppontjan.zi/l[ivel H atmegy a kocka kozéppontjan és me-
réleges a kocka testatlojara, igy H metszi a kocka Osszes (n — 1)-dimenzids
lapjat, de egyiket se a kozéppontjan. Konnyen lathatd, hogy a H sik bizo-
nyos (n — 2)-dimenzios lapok kozéppontjain halad at és mivel kockarol van
sz0, ezekhez az (n—2)-dimenziés lapokhoz illeszkedd (n—1)-dimenzios lapok
merGlegesek egymasra. Igy az arnyékhatar minden (n —2)-dimenzios lapja-
hoz tartozo 2-6v két szomszédos lapvektordnak az Gsszege H-ban fekszik és
mivel a kockdban csak 2-6v van a 3.5 tétel (ii) feltétele teljesiil, igy a kocka
Gi(n—2) lapjainak a H sikra vett merdleges vetiilete a A"~ ! rédcs P ponthoz

tartozo DV cellajanak hiperlapjait adja. Tehat csak azt kell belatni, hogy a
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A" ! racs megegyezik A,_; gyokracesal. A A" ! racs megegyezik Z, N H-val.
Mivel a H sik mer6leges a i e; testatlora, igy a A1 racs egy bazisa {f; =
=e,—ey,...,. I, :en—eni:ll}, mely pont az A, gyokracs egy bazisa. Ezzel
allitdsunkat belattuk.

Ha a K™ kocka bazisvektoraira egy affinitast alkalmazunk, mely a bazis-
vektorokat a P parallelepipedon bazisvektoraiba viszi a 3.6 tétel alapjan a

kovetkezd allitast kapjuk.

3.7. Kovetkezmény. Ha P egy olyan parallelepipedon, melyre P =

= {x D x=> e —=<< l}, akkor P parallelepipedon i iranyu vetii-
i=1

lete a H sikra egy parallelotop, ahol i= Zn: e ésH az{fi=e,—e,....f, 1=
=e,—e, 1} bdzisu N rdcs dltal meghaztzdlrozott hipersik.

Ha a 3.5 tételben az () feltétel teljesiil, akkor (i7) is, igy V. GRISHUKHIN
tétele miatt DV"(P) @ S(z) parallelotop. Azonban abbol, hogy DV"(P) @
®S(z) egy parallelotop, nem kovetkezik az (i) feltétel. Ahhoz, hogy a vetiilet
is (7)-nek megfelel6 DV cella legyen, elegendd a vetitésnek a z iranyat azok
kozott a z irdnyok kozott keresni, melyre a DV"(P) @ S(z) egy parallelotop.

A bevezetés alapjan a D,, gyokracs definicidja:
Dn = {(1'1, ce >$n) ez T1+--+x, péros}.

A D, racs egy bazisa [—e; —ey, €1 —ey,€3—€3,...,€, 1 —e,] (lasd: (8], [34]).
Jelolje DV™(D,,) a D,, racs origo kozépponti DV cellajat. Ennek a DV cella-
nak a lapvektorai e;+te; a szokasos [eq, ..., e,]| bazisban, ahol 1 <i<j<n. A
DV"(D,,) cellanak a csticsai +e; és %(j:el +..-+e,), ahol %(j:el +---te,)
az orig6 kozépponti egységkockanak a csticsai. Lathato, hogy a DV cellanak

az élei te; és 3(+e;+---+e,). Az is nyilvanvalo, hogy minden (n—1)-lap

egy (n—1)-dimenzios bipiramis, melynek alapja egy (n—2)-dimenzios kocka.
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A DV"(D,,) cellanak minden (n — 2)-dimenzios lapja egy (n — 3)-dimenzios
kocka alapu gula. Tehat ezek az (n—2)-lapok nem centralszimmetrikusak, igy
a DV"(D,,) cellaban nincsenek 2-6vek [35], azaz DV"(D,,) cella minden 6ve
3-6v. A DV"(D,,) cella minden 2-lapja haromszog, igy minden iranyban nul-
la kovérségl. V. GRISHUKHIN [28]-ban bebizonyitotta, hogy DV"(D,,)®S(z)
akkor és csak akkor parallelotop ha z parhuzamos DV"(D,,) valamely élével.
Mivel DV"(D,,) cellaban minden 6v 3-6v, a 3.5 tétel (ii) feltétele teljesiil, igy
a DV"(D,) cella z irdnyt meréleges vetiilete a A"~! rdcs DV cellaja, ahol z

parhuzamos DV"™(D,,) valamely élével. Igy a kovetkezd tételt bizonyithatjuk:

3.8. Tétel. ([65]) A DV"(D,) cellinak a +e; irdnyi merdleges vetiilete a
DV" (D, _,) cella és a (£e,=£---Fe,) irdinyi vetilete a DV"(A,_,) cella.

Bizonyitas: Elegend6 megmutatni, hogy a D,,NH = D,,_;, ahol a H hi-
persik merdleges az e,, vektorra és D,,NH=A,,_1, ahol H merdleges (e;+- - -+
+e,)-re. Nyilvanvalo, hogy e, merdleges —e; —ey,€1—€y,€0—€3,...,€, o—
—e,,_1 vektorokra, melyek D,_; egy bazisat alkotjak. Igy ezen (n—1) vektor
altal generalt H merGleges e,-re. Mivel —e; —es, €1 —€5,€0—€3,...,€, 9 —
—e,_1 valamint e,_; —e, egyiitt a D,, egy bazisat alkotjik, D, N H a fenti

D, _; racs.

Ha H meréleges az (e +---+e,) vektorra a bizonyitas teljesen hasonlo.
Ez a vektor merdleges e; —eq, €0—e3, e3—ey, ..., e, 1 —e, vektorokra, melyek
A, _1 egy bazisat alkotjak. Ezek a vektorok a —e; —e, vektorral egyiitt D,, ba-
zisa, igy D,NH a fenti A, _; racs, ahol H az e;—ey,es—e3,€3—€y,...,€, 1—

—e, vektorok altal generalt racs. Tehat bizonyitottuk allitasunkat.
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3.3. Az Eg racs DV cellaja

Az el6z6 fejezetnek megfelelGen P @ S(z)-vel jeloljiik a z iranyban nulla ko-
vérségl n-dimenzios P parallelotopnak és a z vektornak a Minkowski Gssze-
gét. A bevezetésben mondottak alapjan az igy kapott z irdnyban nem nulla
kovérségii PdS(z) parallelotopot P kihuzottjanak, P-t pedig Pd S(z) dssze-
nyomottjanak nevezziik. A tovabbiakban legyen az orig6 P centruma.

Ha a P @ S(z) parallelotop z iranyban nem nulla kovérségii, akkor az
arnyékhatar csupa (n — 1)-lapbol all, melyet B.A. VENKOV a z-vel parhu-
zamos lapoknak nevezett. Ennek &altalanositasaként tekintsiik a kovetkezd
fogalmakat. Az altalanositott lapvektor mintajara definidlhato az altalanosi-

tott meghataroz6 vektor.

3.8. Definicid. Az arnyékhatéar (n—2)-lapjai, melyek nem tartoznak arnyék-
hatarbeli (n—1)-laphoz tartozhatnak 2- vagy 3-6vhoz is. Ha 2-6vhoz tartozik
egy ilyen (n—2)-lap, akkor centralszimmetrikus és kozéppontja egy racs fele-
z6pont. Azt a A™-beli O kezd&pontu racsvektort, melynek ez a felez6pontja
dltaldnositott meghatdrozo vektornak nevezziik. Ez a 2-6v 2 valodi meghata-
roz6 vektoranak az Osszege vagy kiilonbsége. 3-6vhoz tartozd (n — 2)-lapnak

nincs altalanositott meghataroz6 vektora.

3.9. Definicié. A z iranyu arnyékhatéar valodi és altalanositott meghatarozo
vektorai altal kifeszitett racsot z iranyu Venkov-rdcsnak nevezzik és A,-vel
jeloljiik.

Az alabbiakban felhasznaljuk a kovetkez6 tételt, mely a parallelotépok

kihtiizhatosaga és vetiilete kozott teremt kapcsolatot a Venkov-racs fogalmat

is hasznalva.

3.9. Tétel. (G. HORVATH A. [36]) A P parallelotopra a kévetkezik ekviva-

lensek:
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(i) P® S(z) parallelotdp
(i) A z iranyhoz tartozd A, Venkov-rdcs (n—1)-dimenzids és P|, parallelo-

topja a [A,] hipersiknak, a A, rdcsra, mint eltoldsrdcsra nézve.

Az alabbi lemmakban a parallelotopok kihuzhatosaga és meghatarozo

vektoraik koordinatai kézotti kapcsolatot vizsgaljuk.

3.10. Lemma. Ha a P parallelotop z iranyban kihizhato, akkor van olyan
{e1,eq, -+ ,e,} bdzisa a rdcsnak, melyben a [A,]| =[e1, e, - ,€,_1] és a A,

Venkov-rdacshoz nem tartozo meghatdrozo vektorok n-edik koordindtdr £1.

(Azaz ha P parallelotop z iranyban kihtuzhato, akkor a Venkov-réacs primi-
tiv (n—1)-dimenzios részracsa A-nak és minden méas meghatarozo vektor +1
n-edik koordinatakkal rendelkezik egy alkalmas e, bézissa kiegészité vektor
esetén.)

Bizonyitas: Ha P parallelotop z iranyban kihuzhato, akkor a 3.9 tétel
alapjan a A, Venkov-racs (n— 1)-dimenziés és primitiv, azaz megegyezik A
és H hipersikjanak metszetével, igy A, egy bazisa kiegészitheté A egy bazisa-
vé. Tegyiik fel, hogy a A.-hez nem tartoz6 meghatarozo vektorok kozott van
olyan, melynek az n-edik koordinataja 2. Ekkor ez a meghatarozo vektor a
H-val parhuzamos 2. rétegbe mutat. A meghatéarozo vektorhoz tartozo F lap
kozéppontja az 1. rétegben, a hozza csatlakozd P; parallelotop kozéppontja
a 2. rétegben van. Toljuk el P;-t gy, hogy kozéppontja az 1. rétegben leve
racspont legyen. Az eltoltat vesszével jeldljiik. Igy F’ kozéppontja H-ban van.
Megjegyezziik, hogy a racs rétege és a parallelotop réteg (3.4 definicio) kii-
16nb6z6 fogalmak. Indirekt feltevésbdl kiindulva igazoljuk, hogy a A, racshoz
tartoz6 parallelotopok nem alkotnak parallelotop réteget és ez ellentmond
majd annak, hogy a A_.-hez tartozé n-dimenziés parallelotopok vetiiletei A,
hipersikjanak (n—1)-parallelotopjai. Valoban F' lap K’ kozéppontja nem le-
het A.-beli parallelotop bels6 pontjanak, ill. valamely sapka (definiciot lasd:
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[36]) pontjanak z irdnyu vetiilete, mert akkor K'-re vonatkozé szimmetria
miatt egy méasik A.-beli parallelotop belsé pontjanak, ill. valamely sapka
pontjanak is vetiilete lenne, mely ellentmond az egyrétd kitoltésnek. Tehat
csak z iranyu arnyékhatar egy pontjanak vetiilete lehet. De szintén a K'-re
vonatkozo szimmetria miatt egy masik A,-beli parallelotop egy pontjanak
is K’ lesz a vetiilete, ahol a két vetitett pont a méasik parallelotopnak nem
pontja, hiszen K’ a két pontot elvalasztja. Ha (n—1)-lap egy belsé pontjanak
vetiilete, akkor ennek a lapnak a meghatarozo vektora A.-beli. Ez ellentmon-
déas, mert a vetitett K pont tiikkorképe K'-re nem tartozhat ezen kozos laphoz
(mert K’ nem tartozik hozza), igy az (n—1)-lap tiikkorképe K’-re egy masik
(n—1)-lap a A.-hez illeszked§ parallelotopok lapjai koziil. Mindkét lap ko-
zéppontja H-ban van és egymés z iranyu eltoltjai ezért megegyeznek. Nem
lehet (n—2)-lap pontjanak vetiilete sem. Ha ez 3-6v része, akkor z iranyban
nem kihtuzhato6. Ha 2-6v része akkor, ehhez az (n—2)-laphoz tartozo racsvek-
tor egy altalanositott meghatarozo vektor, igy egy masik A.-beli parallelotop
is csatlakozik hozza, mely nem lehetséges. Tehat Gsszességében azt kaptuk,
hogy a 2. rétegbe nem mutat meghatarozo vektor. Hasonl6an igazolhato, hogy
kettonél nagyobb rétegbe mutaté meghatarozo vektor sem fordulhat els, igy
ha e, eq, - , e, 1-et Ggy valasztjuk meg, hogy [A,]=[ei, ez, - ,e, 1] és e,

az 1. rétegbe mutat, azzal bizonyitottuk a lemmat.

3.11. Lemma. Ha van olyan bdzis, melyben a P parallelotop meghatdirozo
vektorainak koordindtdi 0, =1 és P parallelotop eqgy DV cella affin képe, akkor
létezik z irdny, hogy P @ S(z) szintén parallelotdp.

Bizonyitas: Valasszunk ki a feltételeknek eleget tevs bazisbol n—1 vek-
tort. Ezek egy (n—1)-dimenzios részracsot alkotnak, melynek a hipersikjat
H-val jeloljiik. Mivel minden meghataroz6 vektor koordinataja 0, 1, a P pa-

rallelotop meghatéarozo vektorai a H hipersikkal parhuzamos két szomszédos
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rétegbe mutatnak.

Tekintsiik a P parallelotop 3-0veit. Belatjuk, hogy minden 3-6vnek leg-
alabb egy meghatarozo vektora H-ba esik. Valoban, hiszen ha legalabb 2
meghatéarozo vektor a szomszédos rétegekbe esik, akkor vagy az 6sszegiik (el-
lentétes rétegek esetén) vagy a kiilonbségiik (azonos szomszédos réteg esetén)
H-ba esik. Tehat mind a 3 meghataroz6 vektor nem mutathat szomszédos
rétegbe, legalabb egy biztos H-beli. Mivel a P parallelotop egy DV cella affin
képe, D-ben a meghatarozo vektorok megegyeznek a lapvektorokkal. Igy ha
valasztjuk a H'-re merdleges z’ iranyt, akkor z' merdleges minden 3-6vnek
legaldbb egy lapvektorara, ahol vesszével az affin képet jeloltiik. A 3.4 tétel
alapjan létezik a D@ S(z') parallelotop. A fenti affinitas inverzét alkalmazva
erre a parallelotopra a P @ S(z) parallelotop is létezik.

Megjegyezziik, hogy a 3.9 tétel alapjan és a fenti feltételek teljesiilése
esetén a P parallelotop z iranyu vetiilete A, Venkov-racs parallelotopja. Ha
a parallelotop helyett DV cellat tekintiink, akkor belathato, hogy a vetiilet

is DV cella, azaz igaz a kovetkezd lemma.

3.12. Lemma. Ha van olyan bizis, melyben a D DV cella meghatdrozo vekto-
rainak koordindtdi 0, £1, akkor létezik z irany, hogy D cella z irdnyi vetiilete

a A, rdacs DV celldja.

Bizonyitas: Az el6z6 lemmahoz hasonldéan az alkalmas bazisbol kivalasz-
tunk n—1 vektort. Ezek egy (n—1)-dimenzios részracsot alkotnak, melynek
a hipersikjat H-val jeloljiik. Mivel minden meghataroz6 vektor koordinatéija
0,+£1, a D meghataroz6 vektorai a H hipersikkal pdrhuzamos két szomszédos
rétegbe mutatnak.

A fentiekhez hasonléan minden 3-6vnek legalabb egy meghatarozé vekto-
ra H-ba esik. Tekintsiik most a 2-6veket is. Ha pontosan egy lap meghatarozo

vektora mutat szomszédos rétegbe, akkor értelemszertien a masik H-ban van.
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Ha mindkét meghatarozé vektor szomszédos rétegbe mutat, akkor a kiilonb-
ségilik vagy az Osszegiik, azaz egy 2-0vhoz tartozo altalanositott meghatarozo
vektor H-beli. Ha valasztjuk a H-ra meréleges z iranyt, akkor mivel DV cella
esetén a meghatarozo vektorok megegyeznek a lapvektorokkal, a z merGle-
ges minden 2-, ill. 3-6vnek legaldbb egy altaldnositott lapvektorara. A 3.5
tétel alapjan D DV cella z iranyu vetiilete a A, Venkov-réacs sikjara, ennek a
racsnak egy DV celldja.

A tovabbiakban gyokracsok DV celldit vizsgéljuk, igy sziikségiink lesz a

kovetkezd tételre és kdvetkezményére.

3.13. Tétel. (J.H.CoNWAY, N.J.A.SLOANE [8]) Valamely A gyokracs origo
kézépponti DV celldja a fundamentdlis szimplex véges tiikrézés csoportnal

vagy W(A) Weyl csoportnal vett képeinek az unioja.

A fundamentalis szimplex origot nem tartalmazé lapjanak W (A) Weyl
csoportnél vett képei a DV cella (n — 1)-dimenzios lapjait alkotjak. Igy a

fenti tétel kovetkezményeként adodik:

3.14. Tétel. (J.H.CoNnwAYy, N.J.A.SLOANE [8]) Gyokracsok esetén a DV

cella meghatarozo6 vektorai megegyeznek a racs minimélis vektoraival.

3.15. Tétel. Az Eg rdcs kivételével a gyokricsok D DV celldira (és azok P
affin képeire) van olyan z iriny, hogy D®S(z) (D@ S(2')) parallelotdp.

Megjegyezziik, hogy tétel jelentGségét pont az adja, hogy az Fg racs DV
celldja esetén nincs olyan irany, melyre kihtizhato.

Bizonyitas: A 2.3 tétel alapjan a Z,, A,, D,, Es, E7; gyokracsok ese-
tén van olyan bazis, melyben ezen racsok minimalis vektorainak koordinatai
0,£1. Mivel gyokracsok esetén a 3.14 tétel alapjan a meghataroz6 vekto-

rok megegyeznek a minimalis vektorokkal, igy a 3.11 lemma szerint a fenti



64 3. FEJEZET. RACSOK DIRICHLET-VORONOI CELLAI

gyokracsok DV cellaihoz, ill. ezek affin képeihez létezik z irdny, melyre a
parallelotopok kihtizottjai is parallelotopok.

A kovetkezSkben belatjuk, hogy az Eg racs DV cellaja nem kihtuzhato, az-
az nincs olyan z irany, melyre DV (E5)®S(z) parallelotop. A 2.3 tétel alapjan
az Fg racs esetén nincs olyan bazis, melyben minden minimalis vektor ko-
ordinataja 0,41. Igy a 3.14 tételt is felhasznalva barmely bazis esetén van
olyan meghatarozo vektor, melynek koordinatai kozott van egynél nagyobb.
Feltéve, hogy valamely DV(FEg) DV cella valamely z irdanyban kihtizhato, a z
iranyhoz tartozo A, Venkov-racs (n— 1)-dimenzios, hipersikja H. Valasszuk
meg Ugy a bazist, hogy a [A,] = [e1,es, - ,e7] ekkor az 8-adik koordinata
a 3.10 lemma szerint nem lehet 1-nél nagyobb abszolut értékd. Tehat az a
meghataroz6 vektor, melynek van egynél nagyobb abszolut értéki koordiné-
taja A,-nek eleme. A DV(Eg) DV cella A,-hez tartozo meghatéarozo vektorai
erre a 7-dimenzios racsra vonatkozolag is minimalis vektorok, mivel a mini-
mum nem csokkenhet, mert az eredetinek egy részracsat tekintettiik. A 2.18
tétel alapjan barmely 7-dimenzids racs esetén valaszthato, gy bézis, hogy a
minimalis vektorok koordinatai, azaz A,-ben fekvé meghatarozo vektorainak
koordinatai 0, £1. Mely ellentmond annak, hogy A,-ben van olyan meghata-
roz6 vektor, melynek koordinataja nagyobb egynél. Igy nincs olyan z irany,
melyre DV (E3) @ S(z) parallelotop.

A fenti tétel analogja vetiiletre most mar kénnyen igazolhato:

3.16. Tétel. Az Eg rdcs kivételével a gydkrdcsok D DV celldira van olyan z

irdny, hogy D cella z irdnyid vetilete a A, rdcs DV celldja.

Bizonyitas: A fentiekhez hasonloan a 2.3 tétel alapjan a Z,, A,, D,,
FEg, E; gyokracsok esetén van olyan bazis, melyben ezen racsok minimaélis
vektorainak koordinatai 0, 1. Mivel gyokracsok esetén a 3.14 tétel alapjan

a meghatarozo vektorok megegyeznek a minimalis vektorokkal, igy a 3.12
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lemma szerint a fenti gyckracsok DV cellaihoz 1étezik z irdny, melyre D cella

z irdnyu vetiilete a A, racs DV cellaja.

Mivel az Eg racs DV celldjara a 3.15 tétel alapjan nincs olyan z irany,
melyre kihtizhato, igy a 3.4 tétel szerint nincs olyan z irdny, mely a DV cella
minden 3-6vének legalabb egy lapvektorara meréleges. Igy a 3.5 tétel (i)
feltétele nem teljesiil, tehat nincs olyan z irdny, melyre a DV cella vetiilete a

A, racs DV cellaja.

A kovetkezGkben réviden attekintjiik, hogyan kapcsolodnak eddigi ered-
ményeink a parallelotopok osztalyozédsdhoz. Mar az 6korban ismert volt a
két sikbeli parallelotop, a centralszimmetrikus hatszog (primitiv), parallelo-
gramma (nem primitiv). E.S. FEDOROV [20]-ban leirta az 5 kombinatoriku-
san kiilonb6z6 3-dimenzids parallelotopot, melyek koziil a csonkolt oktaéder
primitiv, a tobbi nem primitiv, a nydjtott oktaéder, a rombdodekaéder, a hat-
szog alapi hasab és a kocka. B.N. DELONE [14]-ben 51 kiilénb6z6 tipust 4-
dimenzids parallelotopot talalt. A hianyz6 52.-et M.I. SHTOGRIN talalta meg
[53]|-ban. Ezek koziil 17 zonotop és a tobbi 35 a szabélyos 24-cella valamint en-
nek Minkowski 0sszege valamely zonotéppal. A fentiek koziil 3 primitiv. S.S.
RYSHKOV és E.P. BARANOWSKII [52]-ben 221 primitiv 5-dimenzios paral-
lelotopot talalt, melyet P. ENGEL és V. GRISHUKHIN [18]-ban még eggyel
egészitett ki. P. ENGEL [16] és [17]-ben szamitogép segitségével 179372 kom-

binatorikusan kiilonb6z6 5-dimenzios parallelotopot talalt.

A bevezetSben targyaltaknak megfelelGen egy részben rendezést vezethe-
tiink be a parallelotopok kombinatorikus tipusain a zart élzonak 6sszenyomé-
saval. Az ott definialt maximalis elem geometriailag olyan, mely trivialistol
eltér6 modon, tovabb mar nem huzhat6 ki, azaz nincs olyan parallelotop,
melynek az 0sszenyomottja lenne. Minimalis elem, melyet mar nem lehet to-

vabb 6sszenyomni. 3-dimenzioban maximalis elem a primitiv csonkolt okta-
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/
/
/

minimalis elem .
/ mazimdlis elem

3.6. abra. Parallelotopok parcidlis rendezése

éder, melynek Gsszenyomasaval meg lehet kapni az 6sszes parallelotopot. Mi-
niméalis elem a kocka (lasd: [10] vagy [39]). 4-dimenziéban 4 maximalis elem
van, de koziiliik csak 3 primitiv. Ezek 6sszenyomasaval 2 minimalis elemhez
jutunk, melyekbdl viszont kihtizas segitségével kaphaté meg az Osszes paral-
lelotop ([7], [60], |28]). Nyilvan a 3 primitivbél csak 6sszenyomassal nem lehet
az Osszes parallelotopot megkapni.

P. ENGEL az 5-dimenziés parallelotopokat primitivekbdl 6sszenyomaéssal,
majd a kapott minimélis elemek kihizésaval kapta meg.

Sajnos altalaban ilyen moédon nem kaphatd, meg az Osszes parallelotop,
hiszen a 3.15 tétel alapjan az Eg racs DV cellaja nem huzhato ki semelyik
irAnyba, de masrészt barmely irdnyban nulla kévérségi, tehat ossze se nyom-
hato. Igy létezik nem primitiv mazimdlis elem, mely egyben minimdlis is és
semely modon nem kaphato meg primitiv elembdl.

Megjegyezziik, hogy a fentiek szorosan kapcsolodnak a Voronoi-sejtéshez.
G.F. VOrRONOI a kovetkezo kérdést fogalmazta meg: Vajon minden parallelo-
top egy DV cella affin képe-e? G.F. VORONOI [68] és [69]-ben bizonyitotta
a sejtést azokban az esetekben mikor a parallelotop primitiv. O.K. ZSITO-
MIRSZKIJ |71]-ben kiterjesztette G.F. VORONOI bizonyitasat (n—2)-primitiv
parallelotopokra, azaz mikor a parallelotop minden 6ve 3-6v. P. MCMULLEN

[46]-ban bizonyitotta a sejtést azokra a parallelotopokra, melyek zonotopok.
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R.M. ERDAHL egy maésik bizonyitast adott erre [19]-ben.
Az alabbi két tételt igazolas nélkiil kozoljiik, egyrészt terjedelmi korlatok
miatt, masrészt mivel a témat megnyugtatéan még nem zarja le és tovabbi

vizsgalatokat igényel.

3.17. Tétel. Ha P & S(z) parallelotop eqy D ® S(2') DV cella affin képe,

akkor P parallelotdp is eqy D DV cella affin képe.

A tétel megforditasat csak bizonyos feltétel esetén sikeriilt igazolni, igy

sziikségiink lesz az alabbi definiciora.

3.10. Definici6. A P parallelotopnak két z’ és z” iranyu kihuzasa P® S ('),
P @ S(2") parallelotopokkéa ekvivalens, ha a z’ és z” iranya arnyékhatarok
megegyeznek, igy A=A, (és 2’ és z” iranyokkal teljesiil a 3.9 tétel masodik
feltétele.) Egy z iranyt kihazés szabadsdgi foka k, a vele ekvivalens kihuzasok
irdnyai altal meghatarozott altér dimenzi6ja. Ha z irAnyban nem huzhato ki

a parallelotop, akkor legyen k = 0.

k.,=1 k.,=3

3.7. abra. A z irdanyu kihtuzas szabadsagi foka

3.18. Tétel. Ha a P parallelotépot eqy L affinitds a D DV celliba viszi és
ha létezik a P ® S(z) parallelotdp, ahol k, =1, akkor P& S(z) parallelotop
eqy DD S(Z') DV cella affin képe.
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Tehat Gsszefoglalva a fentiek alapjan azok a parallelotopok, melyek primi-
tivbdl, ill. O.K. ZSITOMIRSZKIJ [71]-beli eredménye alapjan (n—2)-primitiv
parallelotopokbol a 3.17 tétel miatt 6sszenyomaéssal, majd ezekbdl a 3.18 tétel
miatt egyértelmi kihtizassal megkaphatok, eleget tesznek a Voronoi sejtés-
nek, azaz DV celldk affin képei. Az eddigiek és V. GRISHUKHIN 3.3 tétele
alapjan elegendd csak az (n — 2)-primitiv parallelotopbol nem megkaphato,
minden iranyban nulla kévérségi parallelotopok valamint a minden irany-
ban nulla kovérségii parallelotépokbol egyértelmii kihtizasok sorozatéval nem

megkaphat6 parallelotopokra igazolni a Voronoi-sejtést, annak igazolasidhoz.



4. fejezet

(p, q) pontrendszerek vizsgalata

4.1. El6zmények

Legyenek p,q > 1 egészek. Egy allando gorbiiletii térben a X ponthalmaz
(p, q) pontrendszert alkot, ha 37, R > 0 gy, hogy tetszGleges r sugart nyilt
gomb X-nak legfeljebb p pontjat és tetszéleges R sugart zart gomb »-nak
legalabb ¢ pontjat tartalmazza.

4.1. Definicié. Jeldlje r, a r sugarak szuprémumat és R, a R sugarak in-
fimumat adott (p,q) pontrendszerre. A ;—’; hanyadost a (p,q) pontrendszer

tomorségének nevezziik.

Feladatunk a (p,q) pontrendszerek valtoztatasa mellett a sup ;—1; értékeé-
nek, valamint annak a pontrendszernek, ill. pontrendszereknek a meghataro-
zésa, ahol a maximalis tomorseg elGall. Jeloljiik x(n, p, g)-val a sup ;—Z—t, ahol
n a tér dimenzidja. Més szoval, olyan pontrendszereket vizsgalunk, melyeknek
a tomorsége maximalis, igyhogy fennéllnak a kévetkezo tulajdonsagok: azok
a r sugari nyilt gombok, melyeknek a kézéppontjai a pontrendszer pontjai p-

szeres elhelyezést, az ugyanilyen kézépponti R sugarta zart gdmbok g-szoros

fedést alkotnak.

69
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Az alapproblémat B.N. DELONE [13]| fogalmazta meg (r, R) pontrend-
szerekre, ez a fenti terminologia szerint p =1, ¢ = 1 eset. HORVATH J. |37]
vizsgalta el6szor a problémat p,q > 1 esetekben. Roviden ismertetjiik a té-
méaban elért eddigi eredményeket. A feladatot sikban p =1, ¢ = 1 esetben
S.S. RysHKOV [51] és FEJES TOTH L. 23], térben BOROCZKY K. [5] ol-
dotta meg. Az (1,1) pontrendszer maximalis tomorsége 0,866... az euklideszi
sikban és 0,775... a térben. HORVATH J. [38] oldotta meg a problémat (1,1)
pontrendszer esetén 4 és H-dimenzidban racsszert esetben. Sikban nem feltét-
leniil racsszert esetben a (2,1) pontrendszer maximalis tomorsége, valamint
térben réacsszeri esetben a (2,2) pontrendszer maximalis tomorsége ismert
[37]. Tovabba csak racsszert és sikbeli esetekben van megoldva a feladat az
osszes p,q < 5 valamint az (1,6), (3,6), (4,6) és (6,6) pontrendszerekre [37],
[56], [58], [72|. Ekkor nagyon sok esetben a maximalis tomorséget a szaba-
lyos haromszog altal generalt racs, azaz A, racs adja HORVATH J. [37] és H.
TEMESVARI A. [56], valamint H. TEMESVARI A., VEGH A. [58] alapjan. Ez
adta a kiindulopontot a tovabbi vizsgalatokhoz. A kovetkezSkben elséként
p=1¢és g>1 esetén nem feltétleniil racsszeri eseteket vizsgalunk magasabb
dimenziokban. Ezek megoldasai kapcsolodnak az el6z6 fejezetekben vizsgalt

gyokracsokhoz. Majd sikbeli racsszeri esetekkel foglalkozunk.

4.2. Alacsony dimenzios esetek 48-dimenzibig

4.2.1. Az A, racs

Lemmak

Adott ¢ > 1 egész esetén szeretnénk megtalélni a lehets legkisebb R sugarat

és az egység sugari n-dimenzios gomboknek azt az optimélis elrendezését,
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mikor a) azok elhelyezést alkotnak, tehat p =1, és b) ha mindegyik gémbat
egy R sugartval helyettesitjiik, akkor ezek g-szoros fedést alkotnak. Az eredeti
gémbok kozéppontjainak kétszeres fedése érdekében a R sugarnak legalabb

2-nek kell lennie. Igy teljesiil a kovetkezs egyszerii lemma:

4.1. Lemma. Ha q > 1 tetszdleges pozitiv egész és n a dimenzio, akkor

r(n,1,q) < 3.

A kovetkezdkben olyan racsokat fogunk vizsgéalni, mikor a fenti egyszeri
korlat éles.

Legyen B (O,r) egy r sugara O kdzépponti nyilt és B (O,r) egy zart
gomb. Jelolje P™ az n-dimenzi6s szabalyos szimplex édltal kifeszitett paralle-

lepipedont. Tegyiik fel, hogy P" élének a hossza 1. Tekintsiik az alabbi n-

dimenzi6s ferdeszogii koordinatarendszert, legyen (0,...,0)T az n-dimenzios
szabalyos szimplex egy csticsa, és a tobbi cstcsok legyenek (1,0,...,0)7,

0,1,...,0)7,..., (0,0,...,1)T. Ilymoédon az A, racs egy bazisat adtuk meg.
Igy az x vektor euklideszi hossza nem mas, mint |x|> = x”Gx, ahol G az
A, rdcs Gram-matrixa. A P" parallelepipedon csticsai az (z1, 2o, ..., 2,)"
pontok, ahol z; € {0,1}. A P" (n—1)-dimenziés lapjai (n — 1)-dimenzios
parallelepipedonok. Jelolje 77,?’[_1 a P" parallelepipedonnak azokat a lapja-
it, melyeknek csticsai eleget tesznek az xy = [ feltételnek, ahol [ € {0,1} és
ke{l,...,n}. Tovabba jelélje H ' azt az (n—1)-dimenziés hipersikot, mely-
nek normalvektora (1,1,...,1)” és melyre x1 +xo+- - -+, =1. Ez a hipersik
Pm-nek azokat a csicsait tartalmazza, melyeknek ¢ db nem nulla koordina-
tdja van. Legyen R, ; a conv ((vertP"MH]") U (vertP"NH] ")) konvex
burka, valamint R} !, = R, NPy, ahol j az ik, értékektdl fiigg. Az
R;Lj_il testek az R}, testnek azok a lapjai, melyek nem a H " hipersikok

valamelyikében fekszenek.
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4.2. Lemma. Han <7 és R}, \-nek az R}, -lapjait o B(X,1) gémbik q-
szor fedik, ahol Xevert(RZ;il), akkor az R, ., testet is q-szor fedik a csucsai

koril irt eqység sugari gombok.

Bizonyités: A feltételek szerint az R, testnek azokat a lapjait, melyek
nem a H"! hipersikok valamelyikében fekszenek, g-szor fedik a cstcsaik
koriil irt gombok.

A kovetkezékben bizonyitjuk, hogy R7; 4 NH = R?_’ﬁi, igy R;,;-nek

azokat a lapjait, melyek a Hi"_1 hipersikban fekszenek, szintén g¢-szor fedik

a csucsaik koriil irt gombok.

Valoban, legyen

10 00
01 00
L= : :
00 ... 10
00 ...00

egy parhuzamos vetités, mely a H!'""' hipersikot 73:;51 lap hipersikjaba viszi.
Tekintsiik most az R ; n-dimenzios szabalyos szimplexet. Az Sy:=conv (R ;N
NHP™') és Sy := conv(Ry, NPyy') halmazok (n— 1)-dimenzios szabalyos
szimplexek, melyeknek van kozos éliik, igy azok egybevagoak. Az L|H?f1 :
H 7 — 73,’}’51 transzformacio bijektiv és L(S;) = So. Igy L egybevagosag.
Mivel H} ' || H !, L‘H;n—l tH'' — Pyt leképezés is egybevagosag. Jeldlje
H!'? a Pyt nH -t Ha (@1, @2, ..., 2y-1,0)T € R, NH]™", akkor

10 0 0 T Ty

0 1 0 0 To To

R : = : €H!*C Pgﬁl-
00 ... 120 Tp_1 Tp_1
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Ha (21,2, ..., 2p-1,1)" € R}, NH", akkor

10 0 0 1 T

0 1 0 0 Ty Ty

- o : = : € H?—_12 - 7’3,61'
00 ... 10 Tp_1 Tp—1

00 ... 00 1 0

Mivel conv ((vertPy ' NH]'*) U (vertPy o' NH %)) megegyezik R}~ '.-vel
és PnolﬂHl” 4 273”11HH" L_vel, az L egybevagosagi transzformécio R} i1
NH -t R 111 be képezi, melyet g-szor fednek a csticsaiba rajzolt gombdk.
Igy R? ‘ii1-nek a lapjai kongruensek valamely R} J+1 -vel. Mivel R"]Jrl C
C 73’”01 g-szor fedett, a fentiek értelmében R}, Gsszes lapja szintén g-szor
fedett a B(X,1) gémbok altal, ahol az X pont a megfelels lapon fekszik.
Legyen a By, € R};,, pont olyan, hogy | B}, X [< 1, R}, Osszes X
csticsara. Ebben az esetben B}, € B(X,1) az 0sszes X pontra, ahol X €
€ vert R}, ,,. Tehit conv{B}! Z+1,L?-_1 , ahol L?-_l jeloli az R, test j-edik
lapjat, az Osszes j esetén g-szor fedett, igy R}, szintén g-szor fedett.

Be kell még latnunk, hogy léteznek ilyen fentieknek megfelels By, ; pon-

tok. Ha feltessziik, hogy a B}, .| pont R}, ; test csicsaitol egyenld tavolsagra

fekszik, akkor B}, ; koordinatdira x1=1z9="--=z, =« egyenldség teljesiil. A
H?~' hipersikban R}, cstcsai reprezentalhatok Xi(x1, o, ..., x,) ponttal,
ahol vy =29 ==z, =1¢és 01 =240=---=x, =0. Tgy

g( ) ’Bzz+1Xi|2:

a—1
a—1
1 1
13 2
1 1
=(a—1l,a=1,...,a—1,a,...,q) 2 _ 2 a—1 | =
: oo o
1 1
3 3 1 :
a
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= (a—1)? (%i(iJrl)) +a? (%(n—i)(n—ivL 1)) +ala—1)i(n—1).

Hasonlé moédon
gira(a) =Bl Xip|? =

—(a—1)? (%(z’+1)(i+2)) +a? (%(n—i—l)(n—i)) +ala—1)(i+1) (n—i—1).

A gi(a) = g1 (@) egyenlségbdl kovetkezik, hogy o = ;fl, igy

(5] o (1) - 0

Az n <7 esetben a g;(a) = gi+1(a) <1 egyenldség fennall az Gsszes i esetén,

ahol 0 <17 <n, amint allitottuk. Q.e.d.

Megjegyzés: A 4.2 lemmaban n <7 esetben g-szoros fedésre és specidlis
R, testre G. HORVATH A. [33] tételéhez hasonlo &llitast bizonyitunk. A
fent nevezett tétel azt allitja, hogy egy alapparallelepipedon n-dimenziosan
fedett (a cstcsaihoz tartozé DV cellak altal tekintettel az altala generalt

racsra), ha (n—1)-dimenziosan is fedett.

Tomorség meghatarozasa

4.3. Tétel. (|63]) k(n,l,q) = %, han=2,34 ésq<n+1 vagy n="5,6,7 és

q <5 és ezekben az esetekben az A, rdcs mazrimdlis tomorséget szolgdltat.

Bizonyitas: A 4.1 lemmébol kivetkezik, hogy x(n,1,¢q) <1i. Igy elegends
megmutatni, hogy létezik olyan pontrendszer, melyre x(n,1,q)= % Tekintsiik
az A, gyokracsot. Valasszuk meg gy a bazist, hogy a szabdlyos szimplex egy
csticsbol kiindulo élei legyenek a bazisvektorok. Igy az alapparallelepipedont
jelolje Pm. Valaszthatjuk a bazisvektorokat és igy a parallelepipedon éleit
egység hossziinak. Konnyen lathato, hogy a B(X, 3) gdmbok, ahol X € A, 1-
szeres elhelyezést adnak. Megmutatjuk, hogy a B(X,1) gémbék, ahol X € A,

és n <7, g-szoros fedést biztositanak a fenti g értékekre.
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A 2-dimenzids esetben P? csicsai értelemszertien (0,0)7, (1,0)7, (0,1)7,
(1,1)T. A (1,0)7, (0,1) pontokon athaladé egyenes két szabélyos haromszogre
vagja P%-t. Ezek a haromszogek 3-szor fedettek, kovetkezésképpen P? és igy
E? is.

A 3-dimenzids esetben el6szor a 4.2 lemmat alkalmazzuk. A RSJ és R;’B
testek szabalyos tetraéderek, a RiQ egy szabdlyos oktaéder, melynek lap-
jai szabalyos haromszogek. Ezeket a 2-dimenzios eset alapjan 3-szor fedik a
csticsaikba irt gdmbok, igy magukat a testeket is. Tehat P3 és E? is 3-szor
fedett. A szabalyos tetraéder nyilvanvaloan 4-szer fedett. Legyen A; (1,0,0)T,
A5(0,1,07, 45(0,0,)7, Cy (1,1,0)7, Co(1,0,1)7, C5(0,1,1)7, D (2,2,2)".
A; € H? és C; € HZ, ahol i = 1,2,3. Belatjuk, hogy a C;C>Cs haromszog
4-szer fedett A;, C;, ahol i =1,2,3 k6zépponti egység sugaru gombok altal. A
C,03,Cs haromszoget 3-szor fedi a B(Cy,1), ahol i = 1,2,3, igy elegends meg-
mutatni, hogy a C1C,Cs haromszéget még egyszer fedik a B(A;,1) gdmbok,
ahol A;€ H?. A |C1A;|=|CoA;|=|DA;|=1 egyenlGségek miatt a C1CyD ha-
romszoget fedi a B(A;,1) gdmb. Hasonléan a B(As,1) és a B(As,1) gdmbok
is fedik a megfelels C1C3D és CoC3D haromszogeket. Hasonl6an igazolha-

t0, hogy az Ri? oktaéder Osszes lapja 4-szeresen fedett, igy a 4.2 lemmabol

adoddan maga az Riz oktaéder is 4-szeresen fedett, tehat P? és E3 is.

A 4-dimenzios esetben a bizonyitas gondolata hasonlo. Az R, és Rj,
tetraéderek nyilvinvaloan 5-szor fedettek. Az R}, = Rj 4 testek 3-dimenzios
lapjai tetraéderek és oktaéderek, melyek a fentiek alapjan 4-szer fedettek.
A récs szimmetridja miatt elegendd csak azt megmutatni, hogy a 7 €
€ H? tetraéder és az O € H3 oktaéder 5-szor fedett. Legyen A; (1,0,0,0)7,
A5(0,1,0,0)", A45(0,0,1,0)", A,(0,0,01)" C15(1,1,0,0)", C15(1,0,1,0)",

GO0, Di0.233)" D023 Dy(202),
Dy (3,22, O) K (3,33 %)T C;; = Cj;, nyilvanvaloan. 7 :=conv{A4;: i =
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=1,2,3,4} s O :=conv{C;;: i #j, i,j=1,234}. A B(A;,1) gdmbok, ahol
i=1,2,3,4 fedik a K pontot és a C;; haromszdget, ahol i # j. A B(Ay,1),
B(A;,1) és B(A,,1) gémbok fedik a Cy xCxDn,y C11Cim Dy and Cj 1, Cho 1 D,
haromszogeket, ahol k,I,m,n € {1,2,3,4} és k,I,m,n kiilonbézsk. Igy a
B(A;,1) gébmbok, ahol i =1,2,3,4, fedik az O oktaédert. Tehat az O oktaéder
5-szor fedett. A 7 tetraédert fedi a B(X,1) gdmb, ahol X = (0,0,0,0)T. A
Bi, pontot is fedi a B(A;,1) gombokén kiviil, ahol i = 1,234 a B(X,1)
gomb, ahol X = (0,0,0,0)7, igy R{, test 5-szor fedett a megfelels gombokkel.
Ilymédon a P* és E* is 5-szor fedett.

S i
Ho ’j’ ~

4.1. abra. P* felbontasa

Az n=5,6,7-dimenzios esetekben a 4.2 lemmabol valamint az R?;jl testek
5-sz010s fedettségebdl kovetkezik, hogy R}, és igy P" és K™ is 5-szor fedett.

Q.e.d.

4.2.2. A D,, az F;, az Eg és tovabbi racsok

Lemmak

H.S.M. COXETER |[11]| jeloléseit kovetve «, jeloli az n-dimenzios
szabdlyos szimplexet, (3, az n-dimenziés keresztpolitopot, h7y, pedig

azt a testet, melyet a kovetkezGképpen definidlunk: legyen hy, =
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=conv ({z € {0,1}"| > x; =0(2)}), azaz az n-dimenzios kocka csucsai koziil
waltakozva” elhagyunk ill. megtartunk egyet, majd az igy keletkezG ponthal-
maznak vessziik a konvex burkat. H.S.M. COXETER ezt a testet fél-kockdnak
nevezte. Roviden 6sszefoglaljuk hv,-nek azokat a tulajdonsigait, melyeket a
késGbbiekben hasznalunk. A szokasos béazist valasztva, a definicié szerint, cst-
csainak halmaza: {zr € {0,1}"| > z; =0(2)}. Nyilvanvaloan ebben az esetben
éleinek hossza v/2. hy,-nek 2n db hy,_1 és 2" db a1 (n —1)-dimenzios
lapja van. Tovabbéa felhasznaljuk, hogy hys = ag és hyy, = (4 (lasd: [11]).
Az alabbiakban a fenti testek fedettségét vizsgaljuk olyan gémbdokkel,
melyeknek sugara megegyezik az élek hosszaval, kozéppontja pedig a test

csucsa.

4.4. Lemma. A 3, keresztpolitopot n>3 esetben (n+1)-szer fedik a kereszt-

politop élével megeqyezd sugari és a csucsai koril rajzolt gombok.

Megjegyezziik, hogy a lemma a fenti oktaéderre vonatkozo allitas altala-
nositasa és bizonyitasa is hasonlo.

Bizonyitas: Legyenek a (3, keresztpolitop csticsai: (£1,0,0,...,0)T, (0, £
+1,0,...,0)7,...,(0,0,...,0,+1)7. Igy élének a hossza v/2. A 3, keresztpoli-
top lapjai oy, szabalyos szimplexek, igy ezek n-szer fedettek a v/2 sugart,
cstcs kozépponti gémbokkel. Mivel ezek a gombok az 0 origét is mind fe-
dik, igy a conv(0, vert(c,_1)) n-dimenzios szimplexeket is mind n-szer fedik a
B(X,v/2) gombok, ahol X € vert(a,,_1). Tehat a 3, keresztpolitopot is n-szer
fedik a B(X,/2) gombok, ahol X € vert(s,,).

A tovabbiakban a plusz egyszeres fedést bizonyitjuk. Jeldljiik példaul
azt az o, szimplexet, melynek csticsai A;(1,0,0,...,0)", A5(0,1,0,...,0)7,
., A4,(0,0,...,0,1)T pontok, o, |-szal, a maradék, azaz az — Ay, — A, ..., —
— A, csucsok alkotta szimplexet o, -szal. Belatjuk, hogy a B(X,/2) gém-

bok, ahol X € vert(a; ) egyiittesen még egyszer lefedik az «, ; szimplex
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lapot. Az A;, ahol i = 1,2,...,n, kézépponti /2 sugarit gémb fedi o, ,
— Osszes csticsat a —A; kivételével, igy az altaluk meghatérozott of ,
1

(n—2)-dimenzios szimplexet is. Legyen B(—=, —+

1 _ .
..., =) az oy, szimplex

kozéppontja. A B pont tavolsaga az A; csicsoktol:

|A;B| :\/1—1-%.
n
3
\1+= <V2,
n

azaz ha n > 3. Tehat ebben az esetben a B pontot fedik az A; kézéppontu

Akkor lesz az |1?B>| <+/2, ha

V2 sugart gombok. Igy a conv(B,vert(a?,_,)) szimplexet az A; kbzépponti
V2 sugart gomb fedi i = 1,2,...,n esetén. Tehat az a;,_, szimplex Gsszes
ol _, lapjat és a B pontot fedik legalabb egyszer az A; kozépponti gdmbok,
igy magat az «,_; szimplexet is egyiitt fedik az A; kozépponti gémbok.
Hasonloan igazolhatd, hogy a [3, keresztpolitop Osszes tobbi a,,_1 lapja is
(n+ 1)-szer fedett és mivel a cstcsai koriil rajzolt géombok mind fedik az
origot is, igy a (3, keresztpolitopot is (n+ 1)-szer fedik a V2 sugari, csicsal

koriil rajzolt gombok.

4.5. Lemma. A hvs testet 6-szor fedik az élével megeqyezd sugari, csiucsai

kéril ragzolt gombok.

Bizonyitas: A fentiek alapjan a hvys fél-kockanak 10 hvy, és 16 a4 lapja
van. Mivel hyy = 4, a 4.4 lemma alapjan hys-et 5-szor fedik a cstcsai koriil
rajzolt v/2 sugart gémbok. Hasonloan az a4 szabalyos szimplexet is 5-szor
fedik a csticsai koriil rajzolt gombok. Mivel minden gémb fedi a hvys kozép-
pontjat is, igy hys testet is 5-szor fedik a cstcsai koriil rajzolt /2 sugari
gémbok.
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A bizonyitas lényegi részét annak igazolasa képezi, hogy egy adott
laphoz nem tartoz6 csicsok koriil rajzolt gombok egyiittesen még egyszer
fedik az adott lapot és a test kozéppontjat is, igy hvys ténylegesen 6-szor fe-
dett. Szokésos bazisban a hys csticsai: Ap(0,0,0,0,0)7, A55(1,1,0,0,0)7,
A15(1,0,1,0,007,  A1(1,0,0,1,0)7,  Ax(0,1,1,0,0)7,  A5(0,1,0,1,0)7,
A34(0,0,1,1,0)7, Ai15(1,0,0,0,1)7, A5(0,1,0,0,1)7, As5(0,0,1,0,1)7,
Ay5(0,0,0,1,1)T, A;(0,1,1,1,1)7, A5(1,0,1,1,1)T, A3(1,1,0,1,1)T, A4(1,1,1,0,1)7,
A5(1,1,1,1,0)T. Tekintsiik a hys 10 hy, lapja kozol azt, melynek csticsai:
Ao, Ara, Aig, Ava, Ass, Ass, Ass, As. Ennek kozéppontja B(1, 1,1, 2,0)7.
Errél a hvy, laprol belatjuk, hogy a tébbi csiics koriil rajzolt gombok még
egyszer fedik. Mivel hy, lapjai 3-szimplexek, hvy,-et tovabbi 16 kiilonb6z6
4-szimplexekre tudjuk szétbontani az alabbi médon. Kénnyen lathato, hogy
az AgBA1sA13A14 4-szimplex minden cstcsat, igy magat a szimplexet is fedi
az Aps kozépponti gomb. Ezt az esetet is tartalmazé altalanos leirashoz
bevezetjiik az I indexhalmazt. Legyen I = {12,13,14,23,24,34}. Tekintsiik
azt a négy AgBA;A; A szimplexet, ahol ¢,7,k € I és ¢, 7, k-nak van kozds
szamjegye, melyet [-lel jelolink. Ebben az esetben az A;; kozéppontu
V2 sugart gémb fedi ezt a szimplexet. Valoban hiszen a fenti Ai Ay Ay
csucsoknak egyik koordinataja kozos Ajis-tel | igy kolonbségiikben kettd 1
koordinata szerepel, tehat tavolsaguk v/2.

Hasonléan tekintsiik azt a négy AsBA;A;A; szimplexet, ahol 4,5,k € 1
és i, 7, k egyike se tartalmazza az | szamjegyet, ahol [ € {1,2,3,4}. Ebben az
esetben az A; kozépponti v/2 sugari gomb fedi ezt a szimplexet. Valoban
hiszen a fenti A;, A;, Ay csticsoknak ketts kozos koordinataja van A;-lel | igy

kolonbségiikben ketté 1 koordinata szerepel, tehat tavolsaguk v/2.

A fennmarad6é 8 3-szimplexet tovabbi részekre kell bontani, ezért le-

gyenek Bl(oa 29 2a 270) BQ( 0, ;7 é,O) B3(;7 5707 ;,O) B4(%7 %a %>0>O)T
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Ci(1,3,3,5.007, Ca(3,1, 1, 3,007, Cs5(3, 5.1, 5,007, Cu(3, 3, 3,1,0)7. Tekintsiik
azt a négy AgBA;A;A; szimplexet, ahol 7,5,k € I és 1, j, k egyike se tartal-
mazza az | szamjegyet, ahol [ €{1,2,3,4}. Ezen szimplexek mindegyike harom
AoBBi Ay A, és egy BB A; A Ay, szimplexre bonthato, ahol [ fent definiélt és
m,n€{i, j, k}. Jelolje p az m és n kozos szamjegyét. Ebben az esetben a fenti

AyBBj A, A, szimplexeket az A,; kdzéppontt, a BBjA;AjAy szimplexet az
A; kbzépponta /2 sugara gomb fedi.

Tekintsiik azt a négy A;BA;A;Ay szimplexet, ahol 4,5,k € I és 4,7, k-
nak van kozos szdmjegye, melyet [-lel jeloliink. Ezen szimplexek mindegyike
harom A; BC A, A, és egy BC1A;Aj Ay szimplexre bonthato, ahol [ fent de-
finialt és m,n € {i,7,k}. Jelolje p azt a szamjegyet, melyet m és n egyike
se tartalmaz és p € {1,2,3,4}. Ebben az esetben a fenti A;BC;A,,A,, szimp-
lexeket az A, kozépponti, a BCjA;A; Ay szimplexet az Aj; kézépponti V2
sugaru gomb fedi. Tehéat Gsszességében ez a hy, lap 6-szor fedett. Hasonloan

igazolhato, hogy az Osszes hvy, is 6-szor fedett.

A kovetkezSkben belatjuk, hogy az ay szabalyos szimplex lapok is 6-szor
fedettek. Tekintsiik példaul az AgAi15A25A35A45 szimplexet. Ez a cstcsai koriil

rajzolt gombok segitségével 5-szor fedett. Belatjuk, hogy a csticsaihoz nem

tartoz6 gombok is fedik még egyszer. A B(é7 %, %, %, %)T kozéppontjat az As

cstics kivételével hys Gsszes csticsa koriil rajzolt /2 sugard gémb fedi. Bzt az
oy szabalyos szimplexet 5 részszimplexre bontjuk, a lapjai és a B kozéppont
felhasznalasaval. Tekintsiik a BAj5Ag5A35A45 részszimplexet. Kozéppontja
C’(}L, i, }l, i,l)T segitségével tovabbi négy BC A;5 A5 Ays részre bontjuk, ahol
i,7,k € {1,2,3,4} paronként kiilonb6z6k. A kimarad6 szamot jeloljiik I-lel.
Ebben az esetben az A; kézépponti v/2 sugara gomb fedi a fenti részt. Tehat

a négy gomb egyiittesen fedi a BA;5As5A35 A5 részszimplexet is.

A fennmaradé négy BAgA;sAj5Ars részszimplexet egységesen kezel-
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jik, ahol 7, j,k € {1,2,3,4} paronként kiilonboz6k. A kimarad6 szamot je-
16ljiik Il-lel. Legyenek C1(0,1%,1,1,2)7, C5(3,0,1,1,2)", Cs5(3,3.0,1,3)7,
C’4(}l, i,;ll,O, %)T. A fenti BAgA;5Aj5Ays részszimplexet tovabbi négy rész-
re bontjuk Cj segitségével, igy a kovetkezd részeket kapjuk: BC1AgAjs Ays,
BC1AgAis Ays, BC1AgAisAjs, BCiA;5AjsAks, melyeket rendre az Aj, Ay,
Ay, Ay kozéppontt /2 sugart gombok fednek. Igy azt kaptuk, hogy az ay
szabalyos szimplex lapok is 6-szor fedettek.

Osszességében tehat azt kaptuk, hogy hvys fél-kockanak mind a vy, mind

az a4 lapjait 6-szor fedik a hvys csicsai koriil rajzolt v/2 sugara gombék,

melyek mind fedik a kozéppontjat is, igy magat a hys fél-kockat is.

TOomorség

zonyitas kiindulopontjat a D,, racs L-felbontasa adja. Mint koézismert az L-
felbontas szoros kapcsolatban van a DV-cella felbontéssal és igy a kvadratikus

formakkal is (részletesen lasd: pl. [29], [8]).

4.2. Definici6. Tekintsiik a 3 diszkrét ponthalmazt R"-ben. Azt a kompakt
konvex politopot, melynek csiicsai a 22 ponthalmaz pontjai L-politopnak ne-
vezziik, ha létezik olyan gomb, melynek hatara az L-politop Osszes csticsat
tartalmazza, de belsejében »-nak egyetlen pontja sincs. Az L-politopok rend-

szere R"-nek egy konvex kovezését adja, melyet 2 L-felbontasanak neveziink.

4.6. Tétel. x(n,1,q) = %, han=34,5¢ésq<n+1 vagyn=6,7,8 és <6 és

ezekben az esetekben a D,, rdcs maximadlis tomorséget szolgdltat.

Megjegyezziik, hogy ez az eredmény feliilmilja az A, racs segitségével
elért eredményiinket, de azt mégsem teszi feleslegessé két okbol sem. Egy-

részt a legtobb esetben ez egy tjabb pontrendszert szolgaltat, mely esetén a
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tomorség maximaélis, persze tavol allunk attol, hogy az Gsszes pontrendszert
megadjuk (lasd sikbeli esetet is). Masrészt viszont nagyon fontos kovetkez-
ményt fogunk bizonyitani mind az A7, mind a Dg racs esetén.

Bizonyitas: A D, racs L-felbontésa (8] alapjan két kiilonbozo fajta test-
bél all: egyrészt hvy,-b6l, masrészt (3,-bol. Ezen testek élének a hossza a racs
minimélis vektordnak hossza m. Tehat csak ezeknek a testeknek a megfelelg
fedettségét kell belatni ahhoz, hogy a D,, racs kézépponti m sugari gémbok
g-szorosan fedjék a teret.

Tekintsiik elgszor az n = 3 esetet. Ekkor hvys = a3, mely 4-szer fedett,
valamint a 4.4 lemma alapjan s is 4-szer fedett, igy E? is, ahol a fed6 gémbaok
koézéppontjai D racspontjai.

Az n =4 esetben hy, = [y, igy szintén a 4.4 lemma alapjan (4 5-szor
fedett, igy E* is.

Az n =5 esetén hys a 4.5 lemma alapjan, mig (35 a 4.4 lemma alapjan
6-szor fedett, igy E? is.

Tekintsiik az n = 6,7,8 eseteket. Nyilvanvaloan 3, ezekben az esetekben
legalabb 6-szor fedett. A h~y, 6-szoros fedettségét indukcioval bizonyitjuk. Az
n =15 esetén a 4.5 lemma alapjan teljesiil az allitas. Mivel hy, (n—1)-lapjai
hyn—1 és a,_1, az indukcios feltevés alapjan, valamint, hogy «, szimplex
(n+1)-szer fedett, 6-szor fedettek, igy ha van olyan belsé pontja hy,-nek,
melyet a csticsai koriil rajzolt gombdk mind fednek, akkor Ay, is 6-szor fedett.
Ilyen pont sajnos csak 8-dimenzioig létezik, mégpedig a ,, kocka kézéppontja.

Tehat allitasunkat igazoltuk.

4.7. Tétel. x(7,1,q) =3, ha ¢ <10 és x(8,1,¢q) = %, ha ¢ <12 és ezekben az

esetekben az Er, ill. Eg rdcs maximalis tomaorséget szolgdltat.

Bizonyitas: A 4.2 lemma bizonyitasa soran lattuk, hogy csak n <7 eset-

ben szolgaltatta a maximalis tomorséget az A, racs. Az n > 7 esetben az A,
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racs P™ alapparallelepipedonjanak a kozéppontjat egyik cstcs koriil rajzolt
egység sugari gomb se fedte. Az n =7 esetben az A7 racs P” parallelepipe-
donjanak a K (3,1, 3, 3,3, 1, 1)7 kézéppontja pont egységnyi tavolsigra van
a P pontoktol, ahol P € Hy vagy P€ H, és P€P7. Ezen P pontok szama 70.
Ha tekintjiik az AT = A;U(K + A7) racsot, mely megengedett bovitése az Ay
racsnak, akkor ennek a minimdlis vektorai egyrészt A; minimumai: a fenti
a; bazisvektorok, ahol 1 =1,2,...,7 és ezek ellentettjei, az a; —a; vektorok,
ahol i, j€{1,2,...,7} és paronként kiilonb6zdk, valamint a fenti 70 kiilonbozs
}7.1_)( vektor. T6ébb minimalis vektor nem is lehet, hiszen a bazisvektorok és
ellentettjeik szama 14, a fenti a; —a; vektorok szama 42, igy Osszesen 126
minimalis vektor van, mely 7 dimenziés racs esetén a lehets legtobb és csak
az E; racs esetén all fenn [8]. Igy E; & AT = A; U (K + A;), tehat az B
kozépponti gombok legalabb kétszer olyan stirtin fedik a teret, mint az Az
kézéppontiuak, azaz sikeriilt legalabb 10-szeres fedettséget bizonyitani az E7

racs segitségével.

A masik eset bizonyitdsa egyszeriibb, hiszen kozismert [8], hogy Dy = F,
igy az Eg kozéppontu gombok legalabb kétszer olyan stiriin fedik a teret, mint

a Dg kozéppontiak, azaz legalabb 12-szer. Q.e.d.

A nevezetes racsok koziil 8-dimenzidig az Eg racsrol nem szoltunk. Az
1. fejezetben lattuk, hogy az Fj racs is elGallithato, mint egy masik racs 3-
indext megengedett bovitése. Sajnos ezzel a konstrukcioval sem sikeriilt a
Dy segitségével elért eredményt tiulszarnyalni. Megjegyezziik még, hogy az
eddigi racsok esetén azt nem bizonyitottuk, hogy t6bbszoros fedettség nem
lehetséges, igy lehetséges, hogy a vizsgalt racsok mas (p, ¢)-pontrendszerre
is a maximaélis tomorséget adjak. A kovetkezd tételben szerepls racsok ese-
tén csak 2-szeres fedettséget bizonyitunk. Nyilvanvaloan latszik, hogy a leg-

tobb esetben t6bbszoros fedettség is fennall és 8-dimenzioig a legtébb esetben
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tobbszoros fedettséget is igazoltunk, de magasabb dimenziokban ez tovabbi
kutatast igényel.
A kovetkezkben J.H. CONWAY-N.J.A. SLOANE [8] alapjan bevezetjiik

a laminalt racs fogalmat és ismertetjiik néhany tulajdonsagat.

4.3. Definicié. Legyen a A racs egy pont. Az n > 1 esetben tekintsiik
az Osszes olyan racsot, melynek minimuma 2 és melynek van legalabb egy
A, 1 részracsa. Ezek koziil a A, lamindlt rdcs egy olyan racs, melynek a

determinansa minimalis.

Megjegyezziik, hogy az eddigiekben is beszéltiink a racs rétegeirdl, de a
fenti definici6 alapjan a laminalt racs egy specialis racs, mely amellett hogy az
Osszes tobbi racshoz hasonléan rétegekbdl is felépithets, tovabbi feltételeket
is kielégit. Az egyes rétegeket AS)_I—Veljeléljiik. Ekkor A, =-- -UA,(l__ll)UAq(lo_)IU
UAS_)1 -+-. A szomszédos rétegek tavolsaga legyen d,_;. Jelolje h,_; a AS)_l
racspontoktol a hipersikjaban lehetd legnagyobb tavolsagra 1évé pont tavolsé-
gat, azaz a DV-cella legtavolabbi cstiicsanak és a kozéppontjanak a tavolsagat.
Ekkor n <48 dimenzibig d2_, +h2_, =4 teljesiil [8]. Ez azt jelenti, hogy geo-
metriailag a laminalt racsok n <48 dimenzidig ugy épiilnek fel az eggyel ala-
csonyabb dimenzios ASL racsokbol, mint rétegekbdl, hogy a Afffll ) réteg egy
racspontjanak a meréleges vetiilete a AS),l racs racspontjaitol lehetd legtavo-
labb 1év6 pontba esik. Altalanosan ez nincs bizonyitva, de elég erds a sejtés,
hogy ez minden dimenzioban teljesiil (lasd: [8]). A tovabbiakban tekintsiik
az n <48 dimenzios A,, laminalt racsokat. Vegyiik a Aﬁf),l DV-cella felbonté-
sat. Mivel racsrol van sz6 A DV-cellak egybevigoak, igy elegend§ csak egyet
vizsgalni. Jeloljiik a P ponthoz tartozé DV-cellat DV~ (P)-vel. Vetitsiik ezt
a cellat a Afff}) rétegbe. A vetiiletet jelslje DV ' (P). A DV" }(P) cellik,
ahol a P € AS)_l a Afffll) racs altal generalt (n— 1)-dimenzios hipersiknak is

egy cella felbontasat adjak. A P kdzépponti ketts egység sugaria gombok tel-



4.2. ALACSONY DIMENZIOS ESETEK 48-DIMENZIOIG 85

jesen fedik a DV '(P)’ cellat, hiszen a P ponttél a DV~ '(P) legtavolabbi
csticsa h,_; tavolsagra van és a két réteg tavolsaga d,_, igy a DV *(P)’
cella legtavolabbi csticsa ketts egység tavolsagra van. Tehat a P kozépponti
gémbok fedik a DV"1(P) és a DV"(P)’ altal meghatarozott egyenes hasé-
bot. Mivel ez minden P pontra teljesiil, igy a Aff),l racs pontjai koriil rajzolt
2 egység sugari gombok legalabb egyszer fedik a AS)_I, ill. Afffll) racsok altal
meghatarozott hipersikokkal kézrezart savot. Hasonloan a Afjfll ) récs pontjai
koriil rajzolt 2 egység sugart gombdk is legalabb egyszer fedik ezt a savot. Te-
hat legalabb 2-szer fedett minden sév, igy az n-dimenzios tér is. Nyilvanvalo,

hogy az egység sugari gémbok elhelyezést alkotnak, igy teljesiil a kdvetkezd
tétel:

4.8. Tétel. k(n,1,2) = %, ha n < 48 és ezekben az esetekben a A, lamindlt

racs maximdlis tomorséget szolgdltat.

A kovetkez6 tételben Gsszefoglaljuk a magasabb dimenzidkban nem feltét-
leniil racsszert esetben elért eddigi eredményeinket. A maximalis tomorséget

persze mint fentebb lattuk mindig racs esetén realizaltuk.

4.9. Tétel. k(n,1,2) =1, han < 48;

k(n,1,3) = %, ha2<n<8;

k(n,14) =1, ha3<n<8;

k(n,1,5) =1, ha4<n<8;

k(n,1,6) = %, ha5<n<8§;

k(n,1,7) = k(n,1,8) = £(n,1,9) = k(n,1,10) = 3, han="71,8 és
K(8,1,11) = K(8,1,12) = 1.
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4.3. Pontrendszerek sikban

A kovetkez6kben néhany sikbeli eredményt ismertetiink tobb okbol is. Egy-
részt mert kiinduldépontjai voltak a magasabb dimenzios eseteknek. Masrészt,
hogy lassuk sikban racsszerd esetben sem egyszerid a maximalis tOmorség
meghatarozasa, valamint azon racsok ill., altaldnos pontrendszerek megadé-
sa, mely esetén a tomorség maximalis. Ehhez kapcsolodoan néhany fogalmat
vezetiink be.

Egy A racs Minkowski szerint redukalt, ha a és b bazisvektorai eleget

tesznek a kovetkezs egyenlGtlenségeknek:

|a| <[b| < [b—al, (AOB)Z <

NS

Bevezetve az v = %, a=(AOB)Z, y=cos « jeloléseket, a kivetkezs fentiekkel

ekvivalens egyenl&tlenségeket kapjuk:

0<z<1,0<y<

o8

Barmely racs esetén megvélaszthatok a bazisvektorok tgy, hogy a fenti felté-
teleknek eleget tegyenek. Igy minden Minkowski redukélt racshoz hozzaren-
delhetiink egy (x,y) rendezett szampért és minden (x,y) # (0,0) rendezett
szampéarnak (hasonlosag erejéig) megfeleltethetiink egy Minkowski redukalt
racsot. Igy a Minkowski redukalt racsok és az O PQ haromszog O-t6l kiilonbo-
76 pontjai kozott hasonlosag erejéig egy-egy értelmi megfeleltetés létesithetd,

ahol 0(0,0), P(1,0), Q(1,3).

A nem kollinearis O, X, Y racspontok altal meghatarozott haromszoget
Aj-vel, a A; koré irt zart korlemezt k;(A;)-vel, hatarat k-vel, sugarat elhelye-
zés esetén r;-vel, fedés esetén R;-vel jeloljiik. Az XY, atmérdji zart korlemezt

k;(X;Y;)-vel, hatarat k;-vel, sugarat r;-vel ill.,; R;-vel jeloljik. Az r; sugari

koroknek egy réacsszert p-szeres elhelyezését L(A,r;)-vel jeloljiik.
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B A+B

y=coso Q(l,%)
+Hxy)
o A 0 P(10) X
4.2. abra.
Y,
X

v K(XY,)

4.3. abra.

Tekintsiik a A; racsharomszog koré irt k;(4A;) kort, ill. az X;Y; szakasz
folé irt k;(X,Y;) kort, mely p-szeres elhelyezést alkot. Ez a kiovetkezd tulaj-
donséagokkal rendelkezik:

pl A; nem tompaszogi
p2 ki(A;), ill. k;(X;Y;) zart korlemez legalabb p+ 1 racspontot tartalmaz

p3 a A,; koré, ill. X,Y; folé rajzolt nyilt korlemez legfeljebb p—2, ill. p—1

racspontot tartalmaz

H.TEMESVARI A., HORVATH J., N.N. YAKOVLEV bizonyitottak |57|-ben,
hogy ha adott racs esetén k; minimalis sugara a p1, p2, p3 tulajdonségokkal

rendelkez6 racskorok kozott, akkor L(A,r;) p-szeres korelhelyezés és r > r;
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esetén L(A,r) nem alkot p-szeres elhelyezést. Az ilyen tulajdonsagu kort i?-

p

vel, sugarat r7-vel jeloljiik. Tehat ebben az esetben r, =supr =r?.

gy az OPQ haromszognek létezik olyan felosztasa HY tartoményokra,
melyre a kovetkezok teljesiilnek: 1. A teljes H? tartomanyhoz megadhato
egy fenti tulajdonsagokkal biro k¥ kor, ill. ezt meghatarozo racsharomszog
vagy racsszakasz. 2. Barmely két tartomanynak nincs kozos bels§ pontja és
barmely O-t6l kiilénb6z6 pont legalabb egy tartoméanyhoz tartozik. 3. A tar-
tomanyok és a hatargorbéik szama is véges. 4. A hatargérbékre ry=r" teljesiil.

Hasonloan ha a A; racsharomszog koré irt k;(A;) kor g-szoros fedést alkot,

akkor a kovetkez6 tulajdonsagok teljesiilnek:

ql A; nem tompaszogi

a2 k;(A;) zart korlemez legalabb ¢+ 2 racspontot tartalmaz

q3 a A; koré rajzolt nyilt korlemez legfeljebb ¢ — 1 racspontot tartalmaz

H.TEMESVARI A. [55]-ben igazolta, hogy ha adott racs esetén k; maximalis
sugaru a ql, q2, q3 tulajdonsagokkal rendelkezd racskorok kozott, akkor
L(A, R;) q-szoros korfedés és R< R; esetén L(A, R) nem alkot g-szoros fedést.
Az ilyen tulajdonsagu kort kl-vel, sugarat Rj-vel jeloljiik. Tehat ebben az
esetben R, =inf R = R].

Igy az OPQ haromszognek létezik olyan felosztasa HY tartomanyokra,
melyre a kovetkezSk teljesiilnek: 1. A teljes H! tartomanyhoz megadhato
egy fenti tulajdonsagokkal biro k! kor, ill. ezt meghatéarozo racsharomszog.
2. Barmely két tartomanynak nincs kozos belsé pontja és barmely O-tol kii-
16nb6z6 pont legalabb egy tartoményhoz tartozik. 3. A tartomanyok és a
hatargorbéik szama is véges. 4. A hatargorbékre R} = R teljesiil.

Tehat ha tekintjiik a H} N H] = H;; halmazt és az igy adodo felosztést,

p

2 s 2 . T, » . ,
akkor az - meghatarozasahoz meg kell adni az 47 hanyados maximumat a
q J
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H;; tartoményon és ezen maximumok koziil kell kivalasztani a legnagyobbat.
Mivel ;—% korsugarak hényadosa csak x és y fliggvénye, igy feladatunk véges
tartomanyon kétvaltozos fliggvények maximuménak a meghatarozasa. Ha,
mint a késébbiekben latni fogjuk, a racsokra bizonyos racstranszformaciokat
hajtunk végre a maximum a hatargorbék mentén adodik, igy csak egyvaltozos
fiiggvények maximumat kell vizsgalnunk.

Ezt a modszert kovetve, ill. felhasznélva [61], [62]-ben szerepls kY és ki le-
hetséges racskorokre vonatkozo tételeket [58]-ban meghatéaroztuk (p, ¢) pont-
rendszerek tomorségét a kovetkezd esetekben: p =5 és ¢ = 1,2,3,4 értékekre
H.TEMESVARI A., p=1234 és ¢ =5 értékekre VEGH A. Ezt az alabbi
tételben foglaljuk 6ssze, ahol k(p,q) jeloli a maximéalis tomorséget és zaro-
jelben megadtuk azt a racsot ((x,y) jellemzsivel), mely esetén a maximalis

tomorség fellép:
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megoldésa az y € [O, %} intervallumon.

A kovetkezkben az altalanos modszer adta lehetGségeket kihasznalva, az
(1,q) és (3,q), ahol ¢ € Z*, pontrendszerek esetén lesziikitjiik azoknak a ré-

csoknak a halmazat, melyek esetén a tomorség maximalis lehet. Bevezetjiik
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a szintegyenes fogalméat. O-szintegyenesnek nevezziik az a bazisvektor ira-
nytd O ponton atmend racsegyenest. j-szintegyenesnek nevezziik a jb vektor

végpontjan athalado a-val parhuzamos racsegyenest.

4.11. Lemma. Legyen t, olyan rdcstranszformdcio, mely az O-szintegyenest
fizen hagyja, B-t pedig az O-szintegyenes irdnydba, arra merdlegesen mozgat-
ja. Ha eqy tetszdleges A; heqyesszogi rdacshdaromszog koré irt kér sugara R;,

akkor a t1 transzformdcid alkalmazdsa sordn |a| dllandd és R; csokken.

Bizonyitas: Ha a A; haromszognek van ketts olyan cstcsa, mely azonos
szintegyenesen van, akkor a haromszoget el lehet tigy tolni, hogy egyik csticsa
O-ba essen masik pedig az O-szintegyenesre. Mivel A; = OXY hegyesszogii,
igy a t; alkalmazasa sordn Y a A; haromszog belsejébe keriil, igy R; csokken

és |a| allandé marad. Ha A; racsharomszog cstcsai kiilonboz6 szintegyene-

W% ’

4.4. abra.

@)

seken vannak, akkor A;-t szintén el lehet ugy tolni, hogy egyik csicsa O-ba
essen és az O-szintegyenes messe az O-val szemkozti oldalt. Tiikrozziik az O-
szintegyenest a k(A;) kor kozéppontjara, igy az o egyenest kapjuk. Az X ésY
pontok nem esnek bele az O-szintegyenes és a o egyenes altal kozrezéart savba

és ennek a savnak a kiilonb6zé oldalain fekszenek, kiillonben A; nem lenne
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hegyesszogi. Ha a t; transzformaciot alkalmazzuk Y az O-szintegyenesre me-
r6legesen, X az 0 egyenesre merGlegesen a racskor belsejébe keriilnek, igy R;

csokken, mikozben |a| allando marad. Igy bizonyitottuk a lemmat.

4.12. Tétel. ([58]) Tekintsiik azt a (p,q) pontrdcsot, aholp=1 és q € Z™.
A pontracsok tomérségeinek szuprémuma csak olyan rdacsokra dllhat fenn,

melyre |a| = |b|, azaz x =1 teljestil.

Bizonyitas: Tekintsiik az O PQ) haromszog racsszerii egyszeres extrema-
lis elhelyezéshez tartozo felosztasat. Konnyen lathato, hogy a teljes OPQ
haromszogben a k(O, A) kor minimalis sugaria. Valamint tekintsiik az OPQ
haromszog racsszert g-szoros extremalis fedéshez tartozo felosztasat. A fen-
ti altalanos modszer alapjan a (p,q) pontracs tomorségének szuprémuma
megegyezik a racsszerd extremélis p-szeres elhelyezéshez, valamint g-szoros
fedéshez tartozo egyesitett felosztasban szereplé H;; tartomanyokon az 1’%—] al-
tal meghatarozott kétvaltozos fiiggvények abszolit maximumaval. Tekintsiik
esetiinkben a p=1, ¢ € Z*-ra az egyesitett felosztast. Barmely H;; tartoma-
nyon alkalmazva a 4.11 lemmaban adott ¢; transzforméciot, r; nem véltozik,
hiszen az |a| allando, R; viszont a lemma alapjan csokken, tehat ;—] né. Igy
két eset lehet. Vagy mésik tartomannyal k6zds hatarra értiink és ekkor jra
az 1j rdcsharomszogre alkalmazzuk a t; transzformaciot és igy tovabb novel-
jik a ;—] értékét. Vagy az OPQ haromszog hatarara értiink. Lathato, hogy
a t; transzformécié alkalmazéasa soran a bézisvektorok altal bezart o szog
csokken, igy y értéke ng, valamint mivel |b| csokken, igy x is né. Tehat az
OP hatarra nem érhettiink. Mivel az OQ hataron |b| = |b — a|, igy itt is
alkalmazhato a t; transzforméacio, mig |a| = |b| = |[b —al-t el nem érjiik. Te-
hat Osszességében a QP hatarra vezet a t; transzformacio alkalmazésa, ahol
la| = |b|, azaz x = 1. Mivel a t¢; transzformaciot alkalmazva % értéke mo-

noton nétt, igy a tomorség maximalis értéke csak = = 1 esetén adodhat. Igy
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bizonyitottuk az allitast.

Q(Ly) Q(1.3)
H) /
0 P(1,0) X o P(1,0) X
Extremalis (1, ¢) pontracsok Extremalis (3, ¢) pontracsok

4.5. abra.

—
A tovabbiakban az OA+ OB vektor végpontjat jelolje C.

4.13. Lemma. Legyen to olyan rdcstranszformdacio, mely az f=0C" eqyenest
fixen hagyja, B rdcspontot pedig az [ eqyenes irdnydba, arra merdlegesen
mozgatja. Ha eqy tetszdleges A; hegyesszogi rdacshdromszog koré irt kér sugara

R;, akkor a ty transzformdcio alkalmazdsa sordn |OC| dllandd és R; csokken.

Bizonyitas: A A; haromszoget el lehet ugy tolni, hogy egyik cstcsa
O-ba essen. Ha ekOzben egy masik cstcs az f egyenesre keriil, akkor a to
transzforméaciot alkalmazva a harmadik csiics a A; haromszog belsejébe esik,
hiszen a haromszég hegyesszogii és igy R; csokken, mikézben |OC| allando
marad.

Ha A;=0OXY racsharomszog X és Y csicsa sem esik az f egyenesre, akkor
A;-t szintén el lehet Ggy tolni, hogy egyik csiicsa O-ba essen és az f egyenes
messe az O-val szemkozti oldalt. A 4.11 lemmahoz hasonléan tiikrézziik az
f egyenest a k(A;) kor kdzéppontjara, igy az f egyenest kapjuk. Az X és Y
pontok nem esnek bele az f az f egyenesek altal kozrezart savba és ennek a
savnak a kiilonbozd oldalain fekszenek, kiilonben A; nem lenne hegyesszogii.

Ha a t, transzforméaciot alkalmazzuk, Y az f egyenesre merdlegesen, X az
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f egyenesre merslegesen a racskor kozéppontjahoz kozelebb keriilnek, igy R;

csokken, mikézben |OC| allandé marad. Igy bizonyitottuk a lemmat.

4.14. Lemma. A t, transzformdcio alkalmazdsa sordn y nd, mikozben x vagy

csokken vagy x = 1.

Bizonyitas: Tekintsiik elGszor azt az esetet, ha x = 1. Ekkor |a|] = |b|.
Tehéat az OBC haromszog egyenlGszari, mely a ¢, transzforméci6 alkalmazé-
sa soran szintén egyenlGszara marad, igy x nem valtozik, viszont a csokken,
azaz y = cos « nd.

Ha z # 1, akkor |a| < |b|. Jeldlje M az OBC héaromszég B-bdl induld
magassaganak a talppontjat. Legyenek |BM|=m, |CM|=k, |OM|=I. Ekkor

a_ \/m2+k2 \/m2+l2—12+k‘2_\/1 —[2 4+ k2
b m2+12 N m2+12°

xr =

Az atalakitas utan lathato, hogy ha m csokken, akkor k és [ alland6 volta

miatt x is csokken.

4.15. Tétel. ([58]) Tekintsik azt a (p,q) pontrdcsot, ahol p=3 és qe€ Z™.

A pontracsok tomérségeinek szuprémuma csak olyan rdacsokra dllhat fenn,

melyre y =5, ahol v € [\/;,1} vagy y = 89”22;1, ahol x € [\/g, \/;]

Bizonyitas: A Tekintsiik az OP(Q haromszog racsszerii 3-szoros extre-

malis elhelyezéshez tartozo felosztéasat. [61], ill. [62]-ben bizonyitottuk, hogy

a felosztas a kovetkezd két tartomanybol all:

1 1] 8221 1 :c
Hf={<x,y>|xe \/;\@ Wen =g ]vagyxe[\@,ll,ye[o,ﬁ}}

1 1] 822 —1 z 1 3:
i \[\[ z \[ 0,2]
5 {(%y)lwe o\ 7y€_ 5 ,2] VagyxEIO, 5| Y€ 0,2

A H} tartoményon a k; = k(O,C) kor, a H3 tartoményon a k(O,3A) kor

minimalis sugart, ahol C' fent definialt, 3A pedig a 304 végpontja. Az OPQ



94 4. FEJEZET. (P,Q) PONTRENDSZEREK VIZSGALATA

héromszog racsszerii g-szoros extremalis fedéséhez tartozd tartomanyok le-
gyenek Hl-k. A fenti altalanos modszer alapjan a (p,q) pontrics tomorsé-
gének szuprémuma megegyezik a racsszerd extremaélis p-szeres elhelyezéshez,

valamint g-szoros fedéshez tartozo egyesitett felosztasban szereplé Hyj, ill.

T

Hs; tartomanyokon az - dltal meghatarozott kétvaltozos fliggvények abszo-
J

It maximuméval.

Egyrészt barmely H;; tartoméanyon alkalmazva a 4.13 lemmaban adott
ty transzformaciot, r; nem valtozik, hiszen az |OC| &llando, R; viszont a
lemma alapjan csokken, tehat }2—3 né. Hasonléan a 4.12 tételhez, ha a H,;
tartoméany hataradhoz ériink a szomszédos tartoméany pontjainak megfelels
racsra alkalmazzuk a t, transzformaciot, igy végiil a H? tartomény hatérara

ériink. A 4.14 lemmébol kovetkezik, hogy a ¢y transzforméacié alkalmazasa

sordn y nG, mikozben x csokken vagy x = 1. Tehat vagy az y = 8””22;1, ahol

T € [\/g, \/;] vagy az y =5, ahol x € [\/;,1] hatargorbe pontjaihoz értiink.

Maésrészt minden Hy; tartoméanyon a t; transzformaciot alkalmazva a 4.12
tételhez hasonl6an a 4.11 lemma alapjan kénnyen lathato, hogy ;—ij a H
tartomanyon a y = 8“”22—;1, ahol z € [\/g, \/ﬂ hatargérbe pontjaiban lehet

maximalis, hiszen a transzforméacié alkalmazasa soran r; allando, R; né, y

ngG, x nd, igy bizonyitottuk az allitasunkat.

A fenti két tételben (1,q) és (3,¢) pontracsok esetén lesziikitettiik azon
racsok halmazat, melyek esetén a tomorség maximalis lehet. A [37]-beli ered-
mény alapjan (1,¢) pontracsra vonatkozo eredmény tovabb altalanosan nem
javithato, hiszen (1,2) pontracs esetén a tomorség mindig maximalis, ha x =
= 1. Nem réacsszerti esetben tovabbi pontrendszerek (Pl. a (3,3,3,4,4), ill. a
(3,3,4,3,4) mozaik ezek bizonyos affin képei, stb.) esetén is maximalis lesz a
tomorség. Tehat még sikbeli esetben is az osszes (1,2), ill. az (1, q) pontrend-

szerek megadasa még inkabb nehéz feladat. A magasabb dimenzios esetekrél
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nem is beszélve. Ezekben az esetekben az sszes olyan pontrendszer megada-
sa, mely esetén a tomorség maximélis szinte lehetetlennek tiinik. A dolgo-
zatban csak a specialis racsokhoz kapcsolodoan vizsgaltuk ezt a témakort. A
sikbeli eset rovid vizsgalatat a nehézségek bemutatésa végett fiiztiik hozza.

A fentiekhez szorosan kapcsolodik még, de a dolgozat tobbi részétdl tavol
esik, hogy a nagyon egyszerd 4.1 lemma hiperbolikus és szférikus geomet-
ridban is teljesiil és pl. a gombon a (3,4,3,4) mozaik, ill. hiperbolikus sikon
a megfelel (3,3,3,4,3,4) ill. nagyon sok méas mozaik maximaélis tomorséget
szolgaltat (1,2) és (1,3) pontrendszer esetén is. Tehat ezen lemma adta lehe-

tGségek tovabbi kutatast igényelnek.



Irodalomjegyzék

[1] A.D. Aleksandrov, On filling of space by polytopes, Vestnik Le-
ningradskogo Univ., Ser. math, phys. and chem. 9 (1954) 33-43. (in

Russian)

[2] E.P. Baranovskii, S.S. Ryshkov, Derivation of perfect lattices from ad-
missible centerings, Russian Math. Survey 40,4 (1985), 155-156.

[3] E.S. Barnes, The complete enumeration of extreme senary forms, Phi-

los. Trans. Roy. Soc. London Ser. A 249 (1957), 461-506.

[4] C. Batut, J. Martinet, A Catalogue of Perfect Lattices,

http://www.math.u-bordeaux.fr/ martinet

[5] K. Boroezky, Closest packing and loosest covering of the space with
balls, Studia Sci. Math. Hungar. 21, 78-89.

[6] J.W.S. Cassels, An introduction to the geometry of numbers, Die
Grundlehren der math. Wissenschaften, Bd. 99, Springer-Verlag, Ber-
lin, 1959.

[7] J.H.Conway, assisted by R.Y.C. Fung, The Sensual (Quadratic) form
Math. Assoc. Amer., The Carus Math. Monographs 26, 1997.

96



IRODALOMJEGYZEK 97

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

J.H.Conway-N.J.Sloane, Sphere Packings, Lattices and Groups,
Springer-Verlag, 1988.

J.H.Conway-N.J.Sloane, Low-dimensional lattices III. Perfect forms,

Proc. R. Soc. Lond. A 418 (1988), 43-80.

J.H.Conway-N.J.Sloane, Low-dimensional lattices VI. Voronoi reducti-
on of three-dimensional lattices., Proc. R. Soc. Lond. A 436 (1992),
55-68.

H.S.M.Coxeter, Regular polytopes, Dover Publications, Inc., New York,
3rd ed.,1973

H. Davenport, G.L. Watson, The minimal points of a positive definite

quadratic form, Mathematika 1 (1954), 14-17.

B.N. Delone, The geometry of positive quadratic forms, Uspehi Mat.
Nauk, 3, 16-62.

B.N. Delone, Sur la partition reguliere de I'espace a 4-dimensions, /zv.

Akad. Nauk SSSR Otdel. Fiz.-Mat. Nauk 7 (1929) 79-110, 147-164.

G.L. Dirichlet, Uber die Reduktion der positiven Quadratischen For-
men mit drei unbestimmten ganzen Zahlen, J. Reine und Angew. Math.

Vol. 40, (1850), 209-227.

P. Engel, Investigations of parallelohedra in R¢, in: Voronoi’s impact on
Modern Science, P. Engel and H. Syta (eds), Institute of Mathematics,
vol.2,Kyiv 1998, 22-60.

P. Engel, The contraction types of parallelohedra in E°, Acta Cryst.
Sect. A 56 (2000) 491-496.



98 IRODALOMJEGYZEK

[18] P.Engel, V. Grishukhin, There are exactly 222 L-types of primitive 5-
dimensional parallelotopes, Furopean Journal of Combinatorics, meg-

jelenés alatt

[19] R.M Erdhal, Zonotopes, dicings and Voronoi’s conjecture on parallelo-

hedra, European Journal of Combinatorics 20 (1999) 527-549.

[20] E.S. Fedorov, Elements of the study of figures, Zap. Miner. Obsc. 21
(1885) 1-279.

[21] L. Fejes Toth, Regular Figures, Pergamon, Oxford, 1964

[22] L. Fejes Toth, Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum,
2. Auflage 1972, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York

[23| L. Fejes Toth, Close packing and loose covering with balls, Publ. Math.
Debrecen 23,323-326.

[24] R. V. Galiulin, G. P. Litvinskaia, Yu. G.Zagal ‘skaia, V. S. Kovalenko,
On matrix description of crystal classes in Bravais frame, in: Problems
of crystal sciences, dedicated to N. V. Belov, Ed. B. K. Vainstein,
Edition of Moscow University, 1971, 284-288.

[25] R. V. Galiulin, S. S. Ryshkov, On some basic concepts of geometric
crystallography, in: Problems of crystal sciences, dedicated to N. V.
Belov, Ed. B. K. Vainstein, Edition of Moscow University, 1971, 290-
298.

|26] C.F. Gauss, Untersuchungen iiber die Eigenschaften der positiven ter-
ndren quadratischen Formen von Ludwig August Seeber, J. Reine.

Angew. Math. 20 (1840), 312-320.



IRODALOMJEGYZEK 99

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

V. Grishukhin, Parallelotopes of non-zero width, Sb. Math., 2004, 195
(5), 669-686.

M. Deza, V. Grishukhin, Once more about the 52 four-dimensional

parallelotope, arXiv:math.MG /0307171 v1 11 Jul 2003.

P.M.Gruber-C.G.Lekkerkerker, Geometry of numbers, North-Holland
Amsterdam-New York-Oxford-Tokyo 1987.

A.G.Horvath, On the coordinates of minimum vectors in n-lattices,

Studia Sci. Math. Hungarica 29 (1994), 169-175.

A.G.Horvath, Lower bounds of the maximal coordinates of minimum

vectors, 4'" International Congress of Geometry, Congress Proceeding

Thessaloniki (1996), 179-186.

A.G.Horvath, On the Dirichlet-Voronoi cells of the unimodular lattices
Geometriae Dedicata 63, (1996), 183-191.

A.G.Horvath, On Dirichlet-Voronoi cell Part I. Classical problems Pe-
riodica Poly. Math. Ser. Mech. Eng. Vol. 39, No.1. (1995), 25-42.

A.G.Horvath, On Dirichlet-Voronoi cell Part II. Diagrams Periodica
Poly. Math. Ser. Mech. Eng. Vol. 41, No.2. (1997), 95-117.

A.G.Horvath, On the boundary of an extremal body, Beitrige zur Al-
gebra und Geometrie Vol. 40, No. 2. (1999), 331-342.

A.G.Horvath, On the connection between the projection and the ex-

tension of a parallelotope (submitted)

J. Horvath, Uber die Enge der gitterformigen k-fachen Packungen, Die
Lockerheit der gitterformigen k-fachen iiberdekungen und die k-Enge



100

38

[39]

[40]

[41]

42]

43]

|44]

[45]

[46]

47]

48]

IRODALOMJEGYZEK

der gitterformigen Punktmengen, Beitrige zur Alg. und Geom. 16,

139-172.

J. Horvath, (p, ¢)-Punktsysteme in der Minkowskischen Ebene, Beit-
rage zur Alg. und Geom. 23, 43-61.

S. Janzen, Voronoi-Zellen von Gittern erster Art, Diplomarbeit, Uni-

versitdat Dortmund, 2000

D.O. Jaquet-Chiffelle, Enumération compléte des classes de formes par-

faites en dimension 7, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 43 (1993), 21-55.

A. Korkine, G. Zolotareff, Sur les formes quadratiques positives, Math.
Ann. 6 (1873), 366-390.

A. Korkine, G. Zolotareff, Sur les formes quadratiques positives, Math.
Ann. 11 (1877), 242-292.

J.L.Lagrange, Recherches d’ arithmetique, Nouv. Mém. Acad. Berlin
(1773), 265-312.

Z. Major, On centering of lattices, Annales Univ. Sci. Math. 28(1985),
165-172. (in Russian)

J. Martinet, Perfect lattices in Fuclidean spaces, Grundlehren 327,
Springer-Verlag, Heidelberg, 2003.

P. McMullen, Space tiling zonotopes, Mathematica 22, (1975), 202-211.

P. McMullen, Convex bodies which tile space by translation, Mathe-
matica 27, (1980), 113-121.

H. Minkowski, Diskontinuitétsbereich fiir arithmetische Aquivalenz, J.

Reine Angew. Math. 129(1905), 220-274.



IRODALOMJEGYZEK 101

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

W. Plesken, M. Pohst, Constructing integral lattices with prescribed
minimum [. Math. of Comput. 45 no. 1(1985) 209-221.

S.S. Ryshkov, On the problem of determining perfect quadratic forms of
several variables, (in Russian) Trudy Mat. Inst. Steklov 142(1976) 215-
239, 270-271, English translation: Proc. of the Steklov Inst. of Math.
1979(3), 223-259.

S.S.Ryskov, The polyhedron p(m) and some extremal problems in the
geometry of numbers, Dokl. Akad. Nauk. UdSSR 194, 514-517; FEnglish
translation: In Sowviet Math Dokl. 11, 1240-1244.

S.S Ryshkov, E.P. Baranowskii, C-types of n-dimensional lattices and
5-dimensional primitive parallelohedra (with application to the theory
of coverings) Trudy Math. Institute Steklova 137 (1976) (in Russian),
translated in Proc. Steklov Inst. Math. No. 4 (1978)

M.I. Shtogrin, Regular Dirichlet-Voronoi partitions for the second tric-
linic group, Proc. Stekl. Inst. Math. 123 (1973) 1-127.

K.C. Stacey, The enumeration of perfect quadratic forms in seven va-
riables, D. Phil. Dissertation, Oxford, 1973. (1d. J. London Math. Soc.
(2) 10 (1975), 97-104.)

A H. Temesvari, Eine Methode zur Bestimmung der diinnsten gitter-
formigen k-fachen Kreisiiberdeckungen, Studia Sci. Math. Hung., 23
(1988), 23-35.

A H. Temesvari, Das Maximum der (p, ¢)-Dicke von Gittern fiir p, ¢ <4
in der Ebene, Beitrige zur Alg. und Geom. 28 125-138.



102

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

62]

[63]

[64]

[65]

6]

IRODALOMJEGYZEK

A H. Temesvari, J. Horvath, N.N. Yakovlev, A method for finding the
densest lattice k-fold packing of circles, Mat. Zametki, 41/5 (1987),
625-636. (orosz), Angol ford.: Mat. Notes 41(1987), 349-355.

A H. Temesvari, A. Végh, Uber die dicke von (p, ¢)-punktsystemen in
der euklidischen ebene, Annales Univ. Sci. Budapest 43 (2000), 79-100.

A H.Temesvari-A. Végh, Die dichteste gitterformige 10-fache Kreispac-
kung, BDTF- Tud. Kozl. XI., Term. Tud. 6 (1998), 3-18.

F.Vallentin, Sphere coverings, lattices and tilings (in low dimensions),

Thesis (Dissertation, Technishe Universitat Munchen), 2003.

Végh A., Tobbszoros racsszeri korelrendezések, Szakdolgozat, ELTE,
1998.

A. Végh, Adott szdmu racspontot tartalmazé racskorok és alkalmazé-

saik, BDTF- Tud. Kézl. XII., Term. Tud. (2000), 3-21.

A. Végh, Investigation of the (1,¢) point systems, Periodica Math.
Hung. Vol. 45 (1-2), (2002), 161-166.

A. Végh, The maximum of the smallest maximal coordinate of the
minimum vectors in 6-lattices equals 1, Beit. zur Alg. und Geom. Vol.

46(2005), No.1, 151-167.

A. Végh, On the orthogonal projections of Dirichlet-Voronoi cells of
lattices, Studia Scient. Math. Hung. (kozlésre leadva)

B.A. Venkov, On a class of Euclidean polytopes, Vestnik Leningradsko-
go Univ. 9,(1954), 11-31. (in Russian)



IRODALOMJEGYZEK 103

[67] B.A. Venkov, On projecting of parallelohedra, Mat. Sbornik 49,(1959),
207-224. (in Russian)

|68] G.F. Voronoi, Nouvelles applications des parametres continus a la the-
orie des formes quadratiques, J. Reine und Angew. Math. Vol. 134,
(1908), 198-287.

|69] G.F. Voronoi, Nouvelles applications des parametres continus a la the-
orie des formes quadratiques II., J. Reine und Angew. Math. Vol. 136,
(1909), 67-181.

[70] N.V. Zaharova, Centerings of eight-dimensional lattices that preserve
a frame of successive minima, Geometry of positive quadratic forms,
Trudy Mat. Inst. Steklov 152(1980),97-123, 237(in Russian) Correc-
tion: N.V. Novikova, Three admissible centerings of eight-dimensional

lattices, Deposited in VINITI, No. 4842-81 Dep., 1981, I. 8 (in Russian)

[71] O.K.Zhitomirskii, Verschirfung eines Satzes von Voronoi, Zhurnal Le-

ningradskogo Math. Obschtchestva 2 (1929) 131-151.

[72] N.N.Yakovlev, Uber die enge gitterformige 3-fache Packung und die loc-
kere gitterformige 3-fache Uberdeckungen in der Ebene, Vestn. Mosk.
Univ. Ser. 1. Mat-Meh. No 2., 33-37.



A. fuggelék

7-dimenzi6s tokéletes formak
(Gram matrixail

(211 1110] (41 2 2
1211110 1 42 2
1121111 2 2 4 1
gl:=11112111 g8 =12 2 1 4
1111211 2 211
1111121 2 2 2 2
0011112 2 2 2 2
(311111 2] (20111
1311112 1211
1131112 1121
g2:=11113 112 g4=1111 2
1111312 1111
1111130 1111
(222220 4| 22 22

104

N N e == NN

—_

N = N

[~ N R N N VN )

—_

NN ==

N VN NS NG NG R )

L N S V(S )




gd

g6 :

g7:

N =

W W W N N N O N NN

— = O NN

N N N

W W W NN N

[NOREE N\

N = O

= =N

W W W N DY NN N NN

— R NN

N O =

N NN

W W W O NN N

— N N

W N Y W W w w N —= = NN NN

NN =N

= o N W W W W e = NN NN

N = NN OO = =

= = NN N NN

S W W W w w

NN =

= N N =

4 1

14

1

g8&=| 2 0

10

2 0

0 2
(10 3 3
310 3
3 3 10
99:= 3 3 3
3 3 3
3 3 3
8 8 8
41

1 4

2 1
gl10:=| 2 2
0 2

2 0

2 2

N O O O e

- = DN

N NN

N O = R O O N

N R N R . T \C R )

w w w w

10

oo

=N N O

N~

N O e = O O

NN DN

105

S e O O O O N
= O NN NN NN NN O

g W W W w
c ©o o 0 o o

10
8 16

= NCRE \CRE N \CRE VR \V)




106 A. FUGGELEK. 7-DIMENZIOS TOKELETES FORMAK GRAM MATRIXAI

(6 1 333 2 2 [ 6 -1 0 -3 2 1 2]
1 6 222 -1 —1 -1 6 -3 0 1 2 2
3 2 622 -1 —1 0 -3 6 3 0 11
gll:={3 2 26 0 3 1 gl4=1 -3 0 3 6 1 01
3 2 206 1 3 2 1 0 1 6 —11
2 -1 -1 31 6 3 1 2 1 0 -1 61
(2 -1 -1 13 3 6 2 2 1 1 1 16
(622222 5] [ 8 —4 0 1 1 0 -4]
26 2222 5 —4 8 =4 0 1 1 0
226 222 5 0 -4 8 —4 0 1 1
gl12:=12 2 2 6 2 2 5 gls5=| 1 0 -4 8 —4 0 1
22226 2 5 1 1 0 -4 8 —4 0
222226 5 0O 1 1 0 —4 8 —4
55555 5 10 | -4 0 1 1 0 -4 8
(8 1331 4 4] (6112334
1 81 33 44 1611234
3181344 1161124
gl3:= 13 3 1 8 1 4 4 gl6:=12 11 6 1 1 4
1 331844 3211614
4 4 4 4 4 8 3 332116 4
| 4 4 4 443 8] |44 4 4 4 4 8|
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6 3 -1 -1 22 1) (412222 2]
3 6 —1 —1 223 1422222

-1 -1 6 31 32 22411 2 2
g23:=| -1 -1 3 6 3 1 2 g26:= |2 2 1 4 1 2 2
2 2 1 360 3 2211 4 2 2

2 2 3 106 3 2222 2 4 2
1 3 2 2336 (2222 2 2 4|
(6 3 131 1 1) (412222 3]
3 6 —213 3 -1 1422223

1 -2 631 -1 3 22412 2 3
924:=13 1 3 6 2 0 927:= 2 2 1 4 2 2 3
1 3 126 1 2222 41 3

1 3 -110 -3 22221 4 3

1 -1 301 -3 6| 13333336
(6211324 (4112221 5
26 13124 141222 5
1160014 214122 5
g25:=11 3 0 6 3 3 0 g28: =12 2 1 41 2 5
3103630 222141 5
2213360 122214 5

| 444000 8 (55555 5 14
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B. fuggelék

Részletes szamolasok

vV V.V V V V V V

\

vV V.V V V V

with(linalg):

gl:

invgl:=inverse(gl):
invigl:=(addcol(addrow(invgl,6,7,1),6,7,1)):
inv2gl:=(addcol(addrow(invigl,5,7,1),5,7,1)):
inv3gl:=(addcol(addrow(inv2g1,3,1,1),3,1,1)):
inv4gl:=(addcol (addrow(inv3g1,3,2,1),3,2,1)):
evalf (sqrt(2*3/2));

1.732050808
tgl:=inverse(inv4gl):
g2:
invg2:=inverse(g2):
invig2:=(addcol(addrow(invg2,5,6,1),5,6,1)):
inv2g2:=(addcol (addrow(inv1g2,5,7,1),5,7,1)):
inv3g2:=(addcol (addrow(inv2g2,4,7,1) ,4,7,1)):
evalf (sqrt(3x1));

1.732050808
tg2:=inverse(inv3g2):

g3:
invg3:=inverse(g3):
evalf (sqrt (4*2/3));

1.632993162
g4:
invg4:=inverse(g4) :

evalf (sqrt (2x7/4));

1.870828694
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gh:

invgb:=inverse(gbh) :

inv1gh:=(addcol (addrow(invg5,4,6,1),4,6,1)):
evalf (sqrt (4*3/4));

1.732050808

tgb:=inverse(invigh):

g6:

invg6:=inverse(gb) :
invig6:=(addcol(addrow(invg6,4,6,1),4,6,1)):
inv2g6:=(addcol (addrow(invig6,4,7,1),4,7,1)):
evalf (sqrt(6*7/16));

1.620185175

tg6:=inverse(inv2g6) :

gr:

invg7:=inverse(g7):
invig7:=(addcol(addrow(invg7,6,7,1),6,7,1)):
evalf (sqrt (4%133/180));

1.719172928

tg7:=inverse(invig7):

g8:

invg8:=inverse(g8):

inv1g8:=(addcol (addrow(invg8,2,1,-1),2,1,-1)):
inv2g8:=(addcol (addrow(inv1g8,5,7,1),5,7,1)):
evalf (sqrt(4*11/12));

1.914854215
tg8:=inverse(inv2g8) :

g9:

invg9:=inverse(g9):
invig9:=(addcol(addrow(invg9,6,7,1),6,7,1)):
inv2g9:=(addcol (addrow(inv1g9,4,7,1),4,7,1)):
inv3g9:=(addcol (addrow(inv2g9,5,7,1),5,7,1)):
evalf (sqrt (10*387/1456)) ;

1.630327278
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B. FUGGELEK. RESZLETES SZAMOLASOK

tg9:=inverse(inv3g9) :
gl0:

invgl0:=inverse(gl0):
evalf (sqrt (4%13/21));

1.573591585

gll:

invgll:=inverse(gll):
invigll:=(addcol(addrow(invgl1,3,4,1),3,4,1)):
inv2gl1:=(addcol (addrow(invigl1,3,5,1),3,5,1)):
evalf (sqrt (6%x163/280)) ;

1.868918711
tgll:=inverse(inv2gll):

gl2:

invgl2:=inverse(gl2):
invigl2:=(addcol(addrow(invgl2,6,7,1),6,7,1)):
inv2g12:=(addcol(addrow(invigl2,5,7,1),5,7,1)):
evalf (sqrt(6%3/5));

1.897366596
tgl2:=inverse(inv2gl2):

gl3:

invgl3:=inverse(gl3):

inv1g13:=(addcol (addrow(invgl3,5,6,1),5,6,1)):
inv2g13:=(addcol(addrow(invig13,5,7,1),5,7,1)):
evalf (sqrt (8+%973/2480));

1.771640392
tgl3:=inverse(inv2gl3):
gld:
invgl4:=inverse(gl4):
invigl4:=(addcol (addrow(invgl4,6,1,1),6,1,1)):

inv2gl4:=(addcol(addrow(invigl4,6,2,1),6,2,1)):
evalf (sqrt (6%1507/2584)) ;

1.870621823
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tgld:=inverse(inv2gl4):
glh:

invgl5:=inverse(gl5):
evalf (sqrt (8%139/394));

1.679980661

gl6:

invgl6:=inverse(gl6):
invigl6:=(addcol(addrow(invgl6,4,7,1),4,7,1)):
evalf (sqrt (6x43/72));

1.892969449
tgl6:=inverse(invigl6) :
gl7:
invgl7:=inverse(gl7):
inv1gl7:=(addcol (addrow(invgl7,1,7,1),1,7,1)):
evalf (sqrt (6*347/658)) ;

1.778801208
tgl7:=inverse(invigl?7):
gl8:

invgl8:=inverse(gl8):
evalf (sqrt (8%222/493)) ;

1.898007924

gl9:

invgl9:=inverse(gl9):
inv1gl19:=(addcol(addrow(invgl9,6,7,1),6,7,1)):
inv2g19:=(addcol (addrow(inv1gl9,5,7,1),5,7,1)):
evalf (sqrt (6*27/56)) ;

1.700840129
tgl9:=inverse(inv2g19):

g20:
invg20:=inverse(g20) :
evalf (sqrt (6*83/146));

1.846878151
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g21:
invg21:=inverse(g21):
evalf (sqrt(6*51/112));

1.652919494

g22:
invg22:=inverse(g22):
evalf (sqrt (4%x94/105));

1.892340451

g23:
invg23:=inverse(g23):
evalf (sqrt (6%x79/140));

1.840031056

g24:

invg24:=inverse(g24):
inv1g24:=(addcol(addrow(invg24,5,2,1),5,2,1)):
evalf (sqrt (6%5699/10808)) ;

vV V. V V

1.778698282

g2b:

invg25:=inverse(g25) :
inv1g25:=(addcol(addrow(invg25,1,7,1),1,7,1)):
evalf (sqrt (6*399/688)) ;

vV V. V V

1.865382311

g26:
invg26:=inverse(g26) :
evalf (sqrt (4*2/3));

1.632993162

g27:
invg27:=inverse(g27):
evalf (sqrt (4%13/24));

1.471960145



115

g28:
invg28:=inverse(g28) :
evalf (sqrt(4%2/3));

1.632993162

g29:
invg29:=inverse(g29):
evalf (sqrt(4%11/19));

1.521771820

g30:
invg30:=inverse(g30) :
evalf (sqrt (4%57/98));

1.525296893

g31:
invg31:=inverse(g31):
evalf (sqrt (4x37/60));

1.570562532

g32:
invg32:=inverse(g32):
evalf (sqrt (4*x11/21));

1.447493729

g33:
invg33:=inverse(g33):
evalf(sqrt (2x7/8));

1.322875656



