Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak

El6adé: Kéi Tamas
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@ Néhany alapfogalom

© Folytonos idejii Markov lancok
© Béta-eloszlas
@ Martingalok

@ Pontfolyamatok, sorbanélldsi modellek
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Néhany alapfogalom

@ Néhany alapfogalom

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogal



Néhany alapfogalom

Valészinliségi valtozé altal generdlt o-algebra

o (Q, F,P) valésziniliségi mezd
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Néhany alapfogalom

Valészinliségi valtozé altal generdlt o-algebra

o (Q, F,P) valésziniliségi mezd

e (R, Fg) val6s szamok halmaza a Borel o-algebraval

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Néhany alapfogalom

Valészinliségi valtozé altal generdlt o-algebra

o (Q, F,P) valésziniliségi mezd
e (R, Fg) val6s szamok halmaza a Borel o-algebraval

e X :Q — R fliggvény valdszinliségi valtozé ha mérhetd
(minden A € Fp-re {w : X(w) € A} € F)
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Néhany alapfogalom

Valészinliségi valtozé altal generdlt o-algebra

o (Q, F,P) valésziniliségi mezd

e (R, Fg) val6s szamok halmaza a Borel o-algebraval

e X :Q — R fliggvény valdszinliségi valtozé ha mérhetd
(minden A € Fp-re {w : X(w) € A} € F)

e X dltal generdlt o(X): a legszlikebb o-algebra Q-n amelyre
mérheté X ({w : X(w) € A}, A € Fp halmazokbdl 4ll6
o-algebra)
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Néhany alapfogalom

o-algebrara vett feltételes varhatd érték

o (Q, F,P) valésziniiségi mez6, X valdsziniiségi véltozd amelyre
E(|X|) < o0, G C F o-algebra
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Néhany alapfogalom

o-algebrara vett feltételes varhatd érték

o (Q, F,P) valésziniiségi mez6, X valdsziniiségi véltozd amelyre
E(|X|) < o0, G C F o-algebra
o E(X|G) egy valésziniiségi véltozé (2, F,P)-n a kdvetkezd
tulajdonsagokkal
Q@ E(X|G) mérheté (Q,G)-re
Q fAXdIP’ fA (X|G)dP minden A € G-re
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Néhany alapfogalom

o-algebrara vett feltételes varhatd érték

o (Q, F,P) valésziniiségi mez6, X valdsziniiségi véltozd amelyre
E(|X|) < o0, G C F o-algebra
o E(X|G) egy valésziniiségi véltozé (2, F,P)-n a kdvetkezd
tulajdonsagokkal
Q@ E(X|G) mérheté (Q,G)-re
Q fAXdIP’ fA (X|G)dP minden A € G-re
@ Radon-Nikodym-Tétel miatt létezik és P majdnem mindeniitt
egyértelmii
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Néhany alapfogalom

Ha G atomos, akkor ®

G / G4
7

E(X|G) G4-en konstansanfG‘*—4
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Néhany alapfogalom

o-algebrara vett feltételes varhatd érték

e Ha G ={0,Q} akkor E(X|G) = E(X).
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Néhany alapfogalom

o-algebrara vett feltételes varhatd érték

e Ha G ={0,Q} akkor E(X|G) = E(X).
o P(B|G) = E(15]9)
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Néhany alapfogalom

o-algebrara vett feltételes varhatd érték

e Ha G ={0,Q} akkor E(X|G) = E(X).
o P(B|G) = E(15]9)
o E(X|Y) = E(X|o(Y))
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Néhany alapfogalom

o-algebrara vett feltételes varhatd érték

e Ha G = {0,Q} akkor E(X|G) = E(X).

o P(BIG) = E(15]0)

o E(X|Y) = E(X|o(Y))

o Ha G1 C Gy akkor E(E(X|G2)|G1) = E(X|G1)
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Néhany alapfogalom

o-algebrara vett feltételes varhatd érték

Ha G = {0, Q} akkor E(X|G) = E(X).
P(B|9) = E(18]9)

E(X|Y) = E(X|o(Y))

Ha G1 C Go akkor E(E(X|G2)|G1) = E(X|G1)
E(E(X[G1)|G2) =7
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Néhany alapfogalom

o-algebrara vett feltételes varhatd érték

Ha G = {0, Q} akkor E(X|G) = E(X).
P(B|G) = E(15]9)

E(X[Y) = E(X|o(Y))

Ha G1 C G» akkor E(E(X]G2)|G1) = E(X|G1)
E(E(X]G1)|G2) =7

E(E(X]G)) =7
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Folytonos idejii Markov ldncok

© Folytonos idejii Markov lancok
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicid I.

o {X(t),t €[0,00)} véges vagy megszamlalhatd V-beli értékii
sztochasztikus folyamat idében homogén folytonos
Markov-ldnc ha minden j € V-re és s < t-re:

O P(X(t) =jlo(X(u):u<s))=P(X(t) =j|X(s)) (a jovb és a
mdlt a jelenre nézve feltételesen fliggetlen)
Q P(X(t) =j|X(s)) = P(X(t —s)=j|X(0)) (homogenitss)

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicid I.

o Feltessziik, hogy X(0) =x €V

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicid I.

o Feltessziik, hogy X(0) =x €V
o Legyen T, x elhagydsanak ideje
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicid I.

o Feltessziik, hogy X(0) =x €V
o Legyen T, x elhagydsanak ideje
o P(Tyx>s+1t|Ty >5)
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicid I.

o Feltessziik, hogy X(0) =x €V

o Legyen T, x elhagydsanak ideje

o P(Tyx>s+1t|Ty >5)

e =P(X(r)=xharel0,s+t]|X(r)=xhare]|0,s])
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicid I.

o Feltessziik, hogy X(0) =x €V

o Legyen T, x elhagydsanak ideje

o P(Tyx>s+1t|Ty >5)

e =P(X(r)=xharel0,s+t]|X(r)=xhare]|0,s])
o =P(X(r)=xharels,s+t]|X(r) =xhare]0,s])
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicid I.

Feltessziik, hogy X(0) =x € V

Legyen T, x elhagydsanak ideje

P(Tx > s+ t|Tx > 5s)
=P(X(r)=xharel0,s+t]|]X(r) =xhare]|0,s])
=P(X(r)=xharels,s+t]|X(r) =x hare]0,s])
=P(X(r) =x harels,s+t]|X(s) = x)

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicid I.

o Feltessziik, hogy X(0) =x €V

Legyen T, x elhagydsanak ideje

P(Tx > s+ t|Tx > s)
=P(X(r)=xharel0,s+t]|]X(r) =xhare]|0,s])
=P(X(r)=xharels,s+t]|X(r) =x hare]0,s])
=P(X(r) =x harels,s+t]|X(s) = x)
=P(X(r) = x har e 0,t]|X(0) = x) =P(Tx > t).
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicid I.

Feltessziik, hogy X(0) =x € V

Legyen T, x elhagydsanak ideje

P(Tx > s+ t|Tx > 5s)
=P(X(r)=xharel0,s+t]|]X(r) =xhare]|0,s])
=P(X(r)=xharels,s+t]|X(r) =x hare]0,s])
=P(X(r) =x harels,s+t]|X(s) = x)

=P(X(r) = x har e 0,t]|X(0) = x) =P(Tx > t).

lgy T, orokifja vagyis exponencidlis eloszlasti
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicid I.

Feltessziik, hogy X(0) =x € V
Legyen T, x elhagydsanak ideje
P(Tx > s+ t|Tx > 5s)

=P(X(r) =x hare0,s+t]|X(r) =x
=P(X(r)=xharels,s+t]|X(r) =x hare]0,s])
=P(X(r) =x harels,s+t]|X(s) = x)

=P(X(r) = x har e 0,t]|X(0) = x) =P(Tx > t).

lgy T, orokifja vagyis exponencidlis eloszlasti

ha r € [0,s])

Jeldlje a paraméterét a(x)
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicid I.

Feltessziik, hogy X(0) =x € V

Legyen T, x elhagydsanak ideje

P(Tx > s+ t|Tx > 5s)
=P(X(r)=xharel0,s+t]|]X(r) =xhare]|0,s])
=P(X(r)=xharels,s+t]|X(r) =x hare]0,s])
=P(X(r) =x harels,s+t]|X(s) = x)

=P(X(r) = x har e 0,t]|X(0) = x) =P(Tx > t).

lgy T, orokifja vagyis exponencidlis eloszlasti

Jeldlje a paraméterét a(x)
o P(T, > dt) = e *(X9t =1 _ o(x)dt + o(dt) ha dt — 0

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicié Il.

3

-

a(ar,y)

.’,CZ

Q
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicié Il.

Oé(x,y)

.’,CZ

Q
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicié Il.

3

-

a(ar,y)

.’,CZ

Q
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicié Il.

3

-

a(z,y)

\ ,y;””
332\‘/04
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicié Il.

3

-

a(ar,y)

.’,CZ

Q
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov lancok - Definicié Il1.

Adott egy G = (V, &) graf. Egy X;; t € [0, 00) folyamat folytonos
idejii Markov lanc, ha Vt-re X; € V, és egy a(x, y) ratafiiggvénnyel

P(Xitdr = x| Xt = x) = 1 — ax)dt + o(dt)
P(Xtidt = y| Xt = x) = a(x, y)dt + o(dt)
a(x) = alx,y).

y#X
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov [dncok

Az el6zbekbdl, ha

px(t) = P(Xe = x), p(t) = (p1(t), p2(2), -, (1)),

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov [dncok

Az el6zbekbdl, ha

px(t) = P(Xe = x), p(t) = (p1(t), p2(2), -, (1)),

kapjuk

pi(t) = —a(x)px(t) + Y aly, X)py (1),
y#x
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov [dncok

Az el6zbekbdl, ha

px(t) = P(Xe = x), p(t) = (p1(t), p2(2), -, (1)),

kapjuk
px(t) = —a(x)px(t) + Y aly, x)py (1),
y#x
azaz
b(t) = p(t)A, (1)
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Folytonos idejii Markov ldncok

Folytonos idejii Markov [dncok

Az el6zbekbdl, ha

px(t) = P(Xe = x), p(t) = (p1(t), p2(2), -, (1)),

kapjuk
px(t) = —a(x)px(t) + Y aly, x)py (1),
y#x
azaz
b(t) = p(t)A, (1)

ahol A, = a(x,y), ha x # y, és —a(x), ha x = y.

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Folytonos idejii Markov ldncok

Matrixexponencialis fliggvény

Sok esetben az (1) egyenlet megoldasa:

p(t) = B(O)etA.
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Folytonos idejii Markov ldncok

Matrixexponencialis fliggvény

Sok esetben az (1) egyenlet megoldasa:

p(t) = B(O)etA.

De mit is jelent egy méatrix exponencidlis fiiggvénye?
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Folytonos idejii Markov ldncok

Matrixexponencialis fliggvény

Sok esetben az (1) egyenlet megoldasa:

p(t) = B(O)etA.

De mit is jelent egy méatrix exponencidlis fiiggvénye?

etA—i(fl)n.

n=0
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Folytonos idejii Markov ldncok

Matrixexponencialis fliggvény

Sok esetben az (1) egyenlet megoldasa:
p(t) = B(O)etA.
De mit is jelent egy méatrix exponencidlis fiiggvénye?

etA—i(fl)n.

n=0

Példaul legyen

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Folytonos idejii Markov ldncok

Matrixexponencialis fliggvény - példa

Ekkor A= QDQ~1, ahol

(11 (0 0 .

1/3
~1/3

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Folytonos idejii Markov ldncok

Matrixexponencialis fliggvény - példa

Ekkor A= QDQ~1, ahol

(1 1 (0 0 1 (2/3 1/3
Q—<1 _2>’D—<o _3>’Q —<1/3 —1/3>'
Tehat

oA — iQ(tD)"Q_l

n!
n=0

1 0 _
- Q(O e3t>Ql

= (Zs e ) (55 o8
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Béta-eloszlas

© Béta-eloszlas

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogal



Béta-eloszlas

béta-eloszlas |

¢ legyen 7 db [0, 1]-en egyenletes eloszldsi fiiggetlen véletlen szam
koziil a 5. legnagyobb:
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Béta-eloszlas

béta-eloszlas |

¢ legyen 7 db [0, 1]-en egyenletes eloszldsi fiiggetlen véletlen szam
koziil a 5. legnagyobb:

| |
[ |
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Béta-eloszlas

béta-eloszlas |

¢ legyen 7 db [0, 1]-en egyenletes eloszldsi fiiggetlen véletlen szam
koziil a 5. legnagyobb:

| |
[ |
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Béta-eloszlas

béta-eloszlas |

¢ legyen 7 db [0, 1]-en egyenletes eloszldsi fiiggetlen véletlen szam
koziil a 5. legnagyobb:

| o] |
[ 11 |
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Béta-eloszlas

béta-eloszlas |

¢ legyen 7 db [0, 1]-en egyenletes eloszldsi fiiggetlen véletlen szam
koziil a 5. legnagyobb:

| o] |
[ 11 |

P(§ € [x,x+ dx]) = 2T—L!“X2dx(1 — x — dx)* + o(dx),
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Béta-eloszlas

béta-eloszlas |

¢ legyen 7 db [0, 1]-en egyenletes eloszldsi fiiggetlen véletlen szam
koziil a 5. legnagyobb:

| o] |
[ 11 |

P(§ € [x,x+ dx]) = 2T—L!“X2dx(1 — x — dx)* + o(dx),

igy & slirlisége az x € [0, 1] helyen:

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Béta-eloszlas

béta-eloszlas |l

Altaldban f(a, b) eloszlas siiriisége a [0, 1] intervallumon:

r(a + b) a—1

f(x) = Wx (1—x)b-1

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Béta-eloszlas

béta-eloszlas |l

Altaldban f(a, b) eloszlas siiriisége a [0, 1] intervallumon:

B MNa+b) ,_
)= rar)™

Itt a, b pozitiv, nem feltétleniil egész szamok, és

Ma) = /OO t*le tdt
0
Nn)=(n—-1)L,neN

(1—x)b-1

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

@ Martingalok

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogal



Martingdlok

Diszkrét idejii Martingal

o (Q,F,P) valészinliségi mezd

Kéi Tamas Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Diszkrét idejii Martingal

o (Q,F,P) valészinliségi mezd

o Filtracié: (Fn),> o-algebrdk egy ndvekvd kollekcidja
(Fi € Fit1)

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Diszkrét idejii Martingal

o (Q,F,P) valészinliségi mezd

o Filtracié: (Fn),> o-algebrdk egy ndvekvd kollekcidja

(Fi € Fit1)
@ Heurisztikusan F,, az n idoperiddusig elérhet6 informaciét
modellezi

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Diszkrét idejii Martingal

(Q, F,P) valészinliségi mezd

Filtracié: (Fp),~q o-algebrak egy névekvé kollekcidja

(Fi € Fiy1)

Heurisztikusan F,, az n id6periddusig elérhet6 informacioét
modellezi

(Xn) >0 valosziniiségi valtozé sorozat Martingdl az (Fp),~
filtaciora ha

@ (X,),>o adaptilt (F,),, filtdciéra

@ Minden n-re E(| X,|) < 0o

© Minden k < n-re E(X,|Fx) = Xk majdnem biztosan

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Diszkrét idejii Martingal

o (Q,F,P) valészinliségi mezd

o Filtracié: (Fn),> o-algebrdk egy ndvekvd kollekcidja

(Fi € Fit1)
@ Heurisztikusan F,, az n idoperiddusig elérhet6 informaciét
modellezi

o (Xp),>o valdsziniiségi valtozé sorozat Martingdl az (Fp),~q
filtaciora ha
@ (X,),>o adaptilt (F,),, filtdciéra
@ Minden n-re E(| X,|) < 0o
© Minden k < n-re E(X,|Fx) = Xk majdnem biztosan

e Gyakran az F, = o(Xo, ..., X,) természetes filtraciét vessziik

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

A tét duplazédik

1. Példa: Ermedobis jatékban addig dupldzom a tétet, mig elGszor
nem nyerek, utdna kiszallok.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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A tét duplazédik

1. Példa: Ermedobis jatékban addig dupldzom a tétet, mig elGszor
nem nyerek, utdna kiszallok.

A nyereményem: My = 0,

ha M 1= —(1+2+4+...+2k72) = —2k=1 1 1, akkor

P(My =1) = P(M, = -2k +1) =1/2.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

A tét duplazédik

1. Példa: Ermedobis jatékban addig dupldzom a tétet, mig elGszor
nem nyerek, utdna kiszallok.

A nyereményem: My = 0,

ha M 1= —(1+2+4+...+2k72) = —2k=1 1 1, akkor

P(My =1) = P(M, = -2k +1) =1/2.

Ha pedig Mx_1 =1, akkor My = 1.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

A tét duplazédik

1. Példa: Ermedobis jatékban addig dupldzom a tétet, mig elGszor
nem nyerek, utdna kiszallok.

A nyereményem: My = 0,

ha M 1= —(1+2+4+...+2k72) = —2k=1 1 1, akkor

P(My =1) = P(M, = -2k +1) =1/2.

Ha pedig Mx_1 =1, akkor My = 1.
Tehdt E(My|M, ..., Mk_1) = My_1.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Opcionadlis megillasi tétel

o T: Q — NU{oo} megillasi id6 ha minden n-re
{w: T(w) < n}eF,

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Opcionadlis megillasi tétel

o T: Q — NU{oo} megillasi id6 ha minden n-re
{w: T(w) < n}eF,

@ Az n-ig elérhet6 informaciébdl meg tudjuk mondani, hogy T
bekovetkezett-e mar vagy sem

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Opcionadlis megillasi tétel

o T: Q — NU{oo} megilldsi id6 ha minden n-re
{w: T(w) < n}eF,
@ Az n-ig elérhet6 informaciébdl meg tudjuk mondani, hogy T
bekovetkezett-e mar vagy sem
o Tétel: Legyen (Xy),~o martingdl T pedig megillasi id6 az
(Fn) > filtarciéra nézve. Ekkor ha felsorolt harom
tulajdonsag valamelyike teljesiil akkor E(X7) = E(Xo).
@ Létezik K € RT (igy, hogy T < K majdnem biztosan
@ Létezik K € RT dgy, hogy [X,a7| < K és T < 0o majdnem
biztosan
@ Létezik K € RT (gy, hogy minden

n € N — raE(|Xpt1 — Xa||Xn) < K majdnem biztosan a
{T > n} eseményen és E(T) < oo

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Pdlya féle urnamodell

2. Példa: Egy urndban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyd van.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Pdlya féle urnamodell

2. Példa: Egy urndban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyd van.
Egy lépésben kiveszek egy golydt, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Pdlya féle urnamodell

2. Példa: Egy urndban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyd van.
Egy lépésben kiveszek egy golydt, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet Iatni, hogy a piros golydk ardnya martingal.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Pdlya féle urnamodell

2. Példa: Egy urndban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyd van.
Egy lépésben kiveszek egy golydt, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet Iatni, hogy a piros golydk ardnya martingal.

Kérdés: Sok |épés utan vajon konvergens-e a piros golydk ardnya?
Ha igen, mihez tart? Fiigg a limesz a véletlentdl?

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Pdlya féle urnamodell

2. Példa: Egy urndban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyd van.
Egy lépésben kiveszek egy golydt, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet Iatni, hogy a piros golydk ardnya martingal.

Kérdés: Sok |épés utan vajon konvergens-e a piros golydk ardnya?
Ha igen, mihez tart? Fiigg a limesz a véletlentdl?

A viélaszt (egyel6ére) nem tudjuk, ezért szimulalunk!

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Pdlya féle urnamodell

2. Példa: Egy urndban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyd van.
Egy lépésben kiveszek egy golydt, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet Iatni, hogy a piros golydk ardnya martingal.

Kérdés: Sok |épés utan vajon konvergens-e a piros golydk ardnya?
Ha igen, mihez tart? Fiigg a limesz a véletlentdl?

A viélaszt (egyel6ére) nem tudjuk, ezért szimulalunk!

@00®00000

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Pdlya féle urnamodell

2. Példa: Egy urndban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyd van.
Egy lépésben kiveszek egy golydt, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet Iatni, hogy a piros golydk ardnya martingal.

Kérdés: Sok |épés utan vajon konvergens-e a piros golydk ardnya?
Ha igen, mihez tart? Fiigg a limesz a véletlentdl?

A viélaszt (egyel6ére) nem tudjuk, ezért szimulalunk!

@)
@0000 OO

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Pdlya féle urnamodell

2. Példa: Egy urndban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyd van.
Egy lépésben kiveszek egy golydt, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet Iatni, hogy a piros golydk ardnya martingal.

Kérdés: Sok |épés utan vajon konvergens-e a piros golydk ardnya?
Ha igen, mihez tart? Fiigg a limesz a véletlentdl?

A viélaszt (egyel6ére) nem tudjuk, ezért szimulalunk!

o0
@0000 OO

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Pdlya féle urnamodell

2. Példa: Egy urndban kezdetben 3 piros és 5 zdld golyd van.
Egy lépésben kiveszek egy golydt, majd azt visszateszem egy
masik, ugyanolyan szinii golyéval egyiitt.

Be lehet Iatni, hogy a piros golydk ardnya martingal.

Kérdés: Sok |épés utan vajon konvergens-e a piros golydk ardnya?
Ha igen, mihez tart? Fiigg a limesz a véletlentdl?

A viélaszt (egyel6ére) nem tudjuk, ezért szimulalunk!

@0®O000000

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Szimulacié

2 Palya féle uma
pirosak  20ldek  pirosak ardny kihizott golyd szine

35

3 6 Ardnyok sorozata
4 8 10

5 6 04545 20ld

5 7 06 0

67 04l 1

77 0l

18 04 03

88 03

9 8 0,529 20ld 00

59 o gl 0 ] o % 8
510 04

6 10 10 0,5000 0ld
7 u 10 1 04762 0ld

abra: 1 szimulacié, 70 [épés

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogal



Martingdlok

Szimulacié

00377

0 T

dbra: 10000 szimulacié, 70 1épés

El6adé: Kéi Tamas Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Szimulacié

00377

0 T

dbra: 10000 szimulacié, 70 1épés

A tényleges limesz a 3(3,5) eloszlas!

El6adé: Kéi Tamas Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Brown mozgds

3. Példa: Brown mozgas
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abra: Véletlen bolyongas, 100 Iépés

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter

Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Brown mozgds

3. Példa: Brown mozgas

1 1
\ ﬂ 20 400 0 a0 1000

W\

-

ol \ M W"\ lil| A
'P‘.,

abra: Véletlen bolyongas, 1000 lépés

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Brown mozgds

3. Példa: Brown mozgas

S0 ﬂ,w

ﬂ. 2000 4000 G000 a0 10000

LN
) "!ﬁw' \W\, MM\W

abra: Véletlen bolyongas, 10000 Iépés

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Brown mozgas ||

A limeszben kapott folyamat a Brown mozgas.

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Brown mozgas ||

A limeszben kapott folyamat a Brown mozgas.
Definicié: X; Brown mozgas, ha
e Xp=0
@ minden 51 < t1 < s <t <...t, esetén
Xy, — Xsyy - - Xy, — X, fuggetlenek
@ minden s < t esetén X; — Xs NN(O,02 =t— s)

@ t — X; majdnem biztosan folytonos.

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter

Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

IT(A)—integréI

@ F;:: t idopontig a BM altal generalt szigma algebra

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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IT(A)—integréI

@ F;:: t idopontig a BM altal generalt szigma algebra
o Legyenek 0 =ty < t; < --- < t, = T idok és &, &1,
.oy €n—1 valdszinliségi véltozdék adottak ugy, hogy

&€ Fry és E(E2) < o0, i €{1,2,...,n—1}.

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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IT(A)—integréI

@ F;:: t idopontig a BM altal generalt szigma algebra
o Legyenek 0 =ty < t; < --- < t, = T idok és &, &1,
.» €p—1 valdsziniliségi véltozdk adottak dgy, hogy

&€ Fry és E(E2) < o0, i €{1,2,...,n—1}.
@ Tovabb3a legyen

G(t) =& - ]10 + Zfl ) t,,t,+1] )

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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IT(A)—integréI

@ F;:: t idopontig a BM altal generalt szigma algebra
o Legyenek 0 =ty < t; < --- < t, = T idok és &, &1,
.» €p—1 valdsziniliségi véltozdk adottak dgy, hogy

&€ Fry és E(E2) < o0, i €{1,2,...,n—1}.
@ Tovabb3a legyen

o(t) = &o - Lo(t) + Zf: Lty 1,9 (1)
o A fenti egyszerli adaptalt folyamat ITO—integrélja

.
/0 £)dW; = Zg, [W(tis1) - W(t)

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

IT(A)—integréI

@ F;:: t idopontig a BM altal generalt szigma algebra
o Legyenek 0 =ty < t; < --- < t, = T idok és &, &1,
.» €p—1 valdsziniliségi véltozdk adottak dgy, hogy

&€ Fry és E(E2) < o0, i €{1,2,...,n—1}.
@ Tovabb3a legyen

o(t) = &o - Lo(t) + Zf: Lty 1,9 (1)
o A fenti egyszerli adaptalt folyamat ITO—integrélja

.
/0 £)dW; = Zg, [W(tis1) - W(t)

o Ezt lehet kiterjeszteni limesszel

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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ITO-folyamat (témoren, feltételek nélkiil)

e X(t) —|—fo ds+f0 )dWs

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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ITO-folyamat (témoren, feltételek nélkiil)

o X(t) 0) + [y v(s)ds + [y o(s)dWs
@ Roviden: dX( ) = v(t)dt + o(t)dW,;

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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ITO-folyamat (témoren, feltételek nélkiil)

e X(t) —l—fo ds+f0 s)dWs
@ Roviden: dX( ) = v(t)dt + o(t)dW;
o Integral ITC)—fonamat szerint:

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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ITO-folyamat (témoren, feltételek nélkiil)

e X(t) —l—fo ds+f0 s)dWs
@ Roviden: dX( ) = v(t)dt + o(t)dW;
o Integral ITC)—fonamat szerint:

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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ITO-folyamat (témoren, feltételek nélkiil)

e X(t) —i—fo ds+f0 s)dWs
Réviden: dX( ) = v(t)dt + o(t)dW;
Integral ITC)—fonamat szerint:

Z(t) = /0 H(s)dX(s)

= H(s)zx(s)ds%—/0 H(s)o(s)dWs

0

Réviden: dZ(t) = H(t)dX(t)
Avagy dZ(t) = H(t)v(t)dt + H(t)o(t)dW;

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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ITO-folyamat (témoren, feltételek nélkiil)

X(t) —i—fo ds+f0 s)dWs
Réviden: dX( ) = v(t)dt + o(t)dW;
Integral ITC)—fonamat szerint:

Z(t) = /Ot H(s)dX(s)
:/ H(s)u(s)ds+/ H(s)o(s)dWs
0 0

Réviden: dZ(t) = H(t)dX(t)

Avagy dZ(t) = H(t)v(t)dt + H(t)o(t)dW;

o ITO formula:

df(X(t)) = f'(X(t))dX(t) + %f”(X(t)) -o?(t)dt

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Kamatos kamat perturbdlva

e Kamatos kamat x/(t) = r- x(t), vagy atirva dx(t) = r- x(t)dt

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Kamatos kamat perturbdlva

e Kamatos kamat x/(t) = r- x(t), vagy atirva dx(t) = r- x(t)dt

@ Véletlen zajnak idedlis lenne a Brown mozgas deriviltja
&(t) = dzgt). De sajnos nem létezik.

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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Kamatos kamat perturbdlva

e Kamatos kamat x/(t) = r- x(t), vagy atirva dx(t) = r- x(t)dt
@ Véletlen zajnak idealis lenne a Brown mozgas derivdltja
— dB(1) : o
§(t) = =5~ De sajnos nem létezik.

o Ha létezne: dX(t) = (r + o§(t)) - X(t)dt-t irhatnank

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Kamatos kamat perturbdlva

e Kamatos kamat x/(t) = r- x(t), vagy atirva dx(t) = r- x(t)dt
@ Véletlen zajnak idedlis lenne a Brown mozgas deriviltja
&(t) = dzgt). De sajnos nem létezik.
o Ha létezne: dX(t) = (r + o§(t)) - X(t)dt-t irhatnank
o Ezt értelemezhetjitk dX(t) = r- X(t)dt + o - X(t)dW(t)
sztochasztikus differencidlegyenletként

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Kamatos kamat perturbdlva

e Kamatos kamat x/(t) = r- x(t), vagy atirva dx(t) = r- x(t)dt
@ Véletlen zajnak idedlis lenne a Brown mozgas deriviltja
&(t) = dzgt). De sajnos nem létezik.
o Ha létezne: dX(t) = (r + o§(t)) - X(t)dt-t irhatnank
o Ezt értelemezhetjitk dX(t) = r- X(t)dt + o - X(t)dW(t)
sztochasztikus differencidlegyenletként

o Ami igazabdl integralegyenlet:
X(t) = X(0) + [y r- X(s)ds + [y o - X(s)dWs

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Kamatos kamat perturbdlva

e Kamatos kamat x/(t) = r- x(t), vagy atirva dx(t) = r- x(t)dt
@ Véletlen zajnak idedlis lenne a Brown mozgas deriviltja
&(t) = dzgt). De sajnos nem létezik.
o Ha létezne: dX(t) = (r + o§(t)) - X(t)dt-t irhatnank
o Ezt értelemezhetjitk dX(t) = r- X(t)dt + o - X(t)dW(t)
sztochasztikus differencidlegyenletként

o Ami igazabdl integralegyenlet:
X(t) = X(0) + [y r- X(s)ds + [y o - X(s)dWs

o Megoldss: ITO formula In(X(t))-re

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Kamatos kamat perturbdlva

e Kamatos kamat x/(t) = r- x(t), vagy atirva dx(t) = r- x(t)dt
@ Véletlen zajnak idedlis lenne a Brown mozgas deriviltja

&(t) = dzgt). De sajnos nem létezik.

o Ha létezne: dX(t) = (r + o§(t)) - X(t)dt-t irhatnank

o Ezt értelemezhetjitk dX(t) = r- X(t)dt + o - X(t)dW(t)
sztochasztikus differencidlegyenletként

o Ami igazabdl integralegyenlet:
X(t) = X(0) + [y r- X(s)ds + [y o - X(s)dWs

o Megoldss: ITO formula In(X(t))-re

@ Geometriai Brown mozgas

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Orstein-Uhlenbeck folyamat I.

SDE definicié:
dXt = 9(/,L - Xt)dt + O'th,

ahol W; Brown mozgas. Ekkor X; Orstein-Uhlenbeck folyamat.

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Orstein-Uhlenbeck folyamat I.

SDE definicié:
dXt = 9(/,L - Xt)dt + O'th,

ahol W; Brown mozgas. Ekkor X; Orstein-Uhlenbeck folyamat.
Ekkor

d(X:e”) = X.0e%dt + ePtdX,
" udt + ot dW,.

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Orstein-Uhlenbeck folyamat I.

SDE definicié:
dXt = 9(/,L — Xt)dt + O'th,

ahol W; Brown mozgas. Ekkor X; Orstein-Uhlenbeck folyamat.
Ekkor

d(X:e”) = X.0e%dt + ePtdX,
" udt + ot dW,.

Végiil t szerint integralva

t
Xi = Xoe %" + p(1 — e7%) +/ oe’ S dw,
0

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Orstein-Uhlenbeck folyamat |I.

Az Orstein-Uhlenbeck folyamat tovabbi tulajdonsagai:

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Orstein-Uhlenbeck folyamat |I.

Az Orstein-Uhlenbeck folyamat tovabbi tulajdonsagai:
Nem martingal, de Gauss, Markov folyamat. Van staciondrius
eloszldsa: N (i, 02 /(26))

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Orstein-Uhlenbeck folyamat |I.

Az Orstein-Uhlenbeck folyamat tovabbi tulajdonsagai:

Nem martingal, de Gauss, Markov folyamat. Van staciondrius
eloszldsa: N (i, 02 /(26))

Urna modell: Legyen egy urndban n golyé. A golydk zoldek vagy
pirosak lehetnek. Egy Iépésben kivesziink egy véletlen golyét, és azt
ellenkezé sziniire cseréljiik. Legyen Y a piros golyk szama k |épés

utan. Ekkor
n__n
2
(%) = (Xt)o<t<1
0<t<1

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Martingdlok

Orstein-Uhlenbeck folyamat III.

Ornstein - Uhlenbeck

Saag dX; = 6(u — X)dt+odW,
MWW“/W
= e

abra: Orstein-Uhlenbeck folyamat realizicidi (forrasy Wikipedia)

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

@ Pontfolyamatok, sorbanélldsi modellek

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalm



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To, ... iid Exp(\) valésziniiségi valtozdk.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To, ... iid Exp(\) valésziniiségi valtozdk.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To, ... iid Exp(\) valésziniiségi valtozdk.

Ty

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To, ... iid Exp(\) valésziniiségi valtozdk.

—

Ty T1+ T,

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To, ... iid Exp(\) valésziniiségi valtozdk.

—~ NN

Ty Ti+Ty Ti+Ta+ T3

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To, ... iid Exp(\) valésziniiségi valtozdk.

—~ NN

6 Ty Ti+Ty Ti+Ta+ T3

A félegyenesen kapott pontok: homogén 1 dimenziés Poisson
folyamat

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

Poisson folyamat

Legyenek Ty, To, ... iid Exp(\) valésziniiségi valtozdk.

| | |
[ I |

0

A félegyenesen kapott pontok: homogén 1 dimenziés Poisson

folyamat
Egy / intervallumba es6 pontok szama: POI(A|/]) eloszlasu.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

Tobbdimenzids Poisson folyamat

Az el6z6 észrevétel alapjan tobb dimenzidban is definidlhatjuk:
Poisson folyamat: Olyan véletlen térbeli pontok, hogy minden

halmazba Poisson eloszlasi pont esik, és diszjunkt halmazokra ezek
fliggetlenek.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter

Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

Tobbdimenzids Poisson folyamat

Az el6z6 észrevétel alapjan tobb dimenzidban is definidlhatjuk:
Poisson folyamat: Olyan véletlen térbeli pontok, hogy minden

halmazba Poisson eloszlasi pont esik, és diszjunkt halmazokra ezek
fliggetlenek.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter

Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

Tobbdimenzids Poisson folyamat

”w_

Az el6z6 észrevétel alapjan tobb dimenzidban is definidlhatjuk:
Poisson folyamat: Olyan véletlen térbeli pontok, hogy minden

halmazba Poisson eloszlasi pont esik, és diszjunkt halmazokra ezek
fliggetlenek.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter

Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

M/M/1 sorbanalldsi modell |

Egy lizletbe a vasarlék A paraméterii Poisson folyamat szerint
érkeznek.

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

M/M/1 sorbanalldsi modell |

Egy lizletbe a vasarlék A paraméterii Poisson folyamat szerint

érkeznek.
Az egyetlen eladé p paraméterii exponencidlis eloszlasi id6 alatt

szolgdl ki egy vevét.

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

M/M/1 sorbanalldsi modell |

Egy lizletbe a vasarlék A paraméterii Poisson folyamat szerint

érkeznek.
Az egyetlen eladé p paraméterii exponencidlis eloszlasi id6 alatt

szolgdl ki egy vevét.

érkezés |

kiszolgdlds |

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

M/M/1 sorbanalldsi modell |

Egy lizletbe a vasarlék A paraméterii Poisson folyamat szerint
érkeznek.

Az egyetlen eladé p paraméterii exponencidlis eloszlasi id6 alatt
szolgdl ki egy vevét.

érkezés |

kiszolgdlds |

U (G S

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

M/M/1 sorbanalldsi modell |

Egy lizletbe a vasarlék A paraméterii Poisson folyamat szerint
érkeznek.

Az egyetlen eladé p paraméterii exponencidlis eloszlasi id6 alatt
szolgdl ki egy vevét.

érkezés |

kiszolgdlds |

P I
U I S

=

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

M/M/1 sorbanalldsi modell |

Egy lizletbe a vasarlék A paraméterii Poisson folyamat szerint
érkeznek.

Az egyetlen eladé p paraméterii exponencidlis eloszlasi id6 alatt
szolgdl ki egy vevét.

érkezés |

kiszolgdlds |

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

M/M/1 sorbanalldsi modell |

Egy lizletbe a vasarlék A paraméterii Poisson folyamat szerint
érkeznek.

Az egyetlen eladé p paraméterii exponencidlis eloszlasi id6 alatt
szolgdl ki egy vevét.

érkezés |

kiszolgdlds |

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

M/M/1 sorbanalldsi modell |

Egy lizletbe a vasarlék A paraméterii Poisson folyamat szerint
érkeznek.

Az egyetlen eladé p paraméterii exponencidlis eloszlasi id6 alatt
szolgdl ki egy vevét.

érkezés |

kiszolgdlds |

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

M/M/1 sorbanalldsi modell |

Egy lizletbe a vasarlék A paraméterii Poisson folyamat szerint
érkeznek.

Az egyetlen eladé p paraméterii exponencidlis eloszlasi id6 alatt
szolgdl ki egy vevét.

érkezés |

kiszolgdlds |

Eléadé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

M/M/1 sorbanallasi modell II

Beldthatd, hogy ha A > u, akkor "til sok vevo érkezik”, a
varakozdk szama tart a végtelenhez.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

M/M/1 sorbanallasi modell II

Beldthatd, hogy ha A > u, akkor "til sok vevo érkezik”, a
varakozdk szama tart a végtelenhez.

Ha A < p, akkor a sorhossz nem tart a végtelenhez, és sok ido
mulva kb. geometriai eloszlasu.

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

M/M/1 sorbanallasi modell II

Beldthatd, hogy ha A > u, akkor "til sok vevo érkezik”, a
varakozdk szama tart a végtelenhez.

Ha A < p, akkor a sorhossz nem tart a végtelenhez, és sok ido
mulva kb. geometriai eloszlasu.

Altalanositasi lehet8ségek: nem csak egy kiszolgalé (konnyi), nem
Poisson folyamat az érkezési id6 (nehéz).

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak



Pontfolyamatok, sorbanalldsi modellek

K6szonom a figyelmet!

[
[
[
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[
[

Fima C Klebaner: Introduction to Stochastic Calculus with
Applications, Imperial College Press

http://www.math.wisc.edu/anderson/ (régi valdsziniileg mar
nem elérhetd lecture notes keriilt felhaszndlasra)

Toéth Baélint kézzel irt Sztochasztikus differencidlegyenletek
targyhoz késziilt jegyzete

Wikipédia kiilonb6z6 fejezetei
Excel kép forrasa Vetier Andrds honlapja

Clip Art kép forrdsa http://openclipart.com/

El6adé: Kéi Tamds Eredeti slide-okat készitette: Nandori Péter Sztochasztikus folyamatok alapfogalmak
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