MATEMATIKA FELADATOK AZ OTODIK SZEMESZTERBEN
Differencidlegyenletek és numerikus modszereitk BMETE 93AX11

Matematika Intézet Gépészkari fejlesztdmérnok szakirany 2012. szeptember 17.

1.) Vizsgéilja az 2= t — 22 egyenletet! a.) Vazolja az iramezét kézzel és szamitogéppel egyarant! b.)
Legyen tg > 0, xo € R tetszdleges. Mutassa meg, hogy az 2=t — 22, z(tg) = o kezdetiérték feladatnak
létezik egyetlen lokalis megoldasa, és az folytathato a [tg,00) intervallumra! c¢.) Mutassa meg, hogy
to = 0, z¢p = 0 esetén a megoldas szogortian monoton névekvs a (0, 0o) intervallumon! d.) Alkalmazza az
explicit Euler modszert a tg = 0, zg = 0 értékeknek megfelels kezdetiérték feladat megoldasara kiilonbozs
rogzitett h lépéskozzel kiillonbozs intervallumokon! Mutassa ki, hogy barmilyen kicsinynek is valasztja a
h > 0 lépéskozt, az x(0) = 0 kezdetiérték—probléma numerikus megoldasaval (egyre nagyobb ¢ > 0 id6
esetén) mindig baj lesz! Mi ennek az oka?

2.) Vizsgalja az p= p? — 2p — 1, p(t1) = g kezdetiérték feladat megoldasat a [0,;] intervallumon a
7g > 07 érték fiiggvényében! Szamitsa ki a pontos megoldast, és vazolja a megoldasgorbéket kézzel, majd
szamitogéppel! Szamitdgéppel kisérletezzen kiillonbozd g és t1 értékekkel! Mit lehet sejteni a megoldas-
gorbék viselkedésérsl, ha t1 — co? Igazolja a sejtését a pontos megoldés alapjan!

3.) Vizsgalja az = y + o f(r),Yy= —x + yf(r) egyenletrendszert, ahol r = (2% + y2)1/2, és (elst eset)
f(r) = —r? illetve (masodik eset) f(r) = (2 —r)(r —1)* (és 7 > 0)! Vazolja a fazisportrét kézzel és
szamitogéppel egyarant! Hasznéalja az explicit Euler modszert és az implicit Euler modszert egyarant!
Ertelmezze a kapott geometriai kiilonbozsségeket!

4.) Vizsgélja az = y + hxf(r), Y= —x + hyf(r) egyenletrendszert a h paraméter h = 0, 1 és —1
értékeire, ahol r = (22 + y2)1/2, f(r) = —r? (és r > 0)! Vazolja a fazisportrét kézzel és szamitogéppel
egyarant! Hasznalja az explicit Euler modszert és az implicit Euler modszert egyarant! Ertelmezze a
kapott geometriai kiilonbozdségeket!

5.) Vizsgélja az t= —xy, Y= 2> —y—1+u(y—1y>) egyenletrendszert, elszor a p = 1 paraméterértéknél,
majd a u € (0,2) paraméter fliggvényében! Hatarozza meg az egyensulyi helyzetek stabilitdsat li-
nearizalassal! Vazolja a fazisportrét kézzel és szamitogéppel egyarant!

6.) A sajatértékek (valos részei) elGjelének fiiggvényében adja meg az v= Ax sikbeli egyenlet (tehat
amikor A valds, 2 x 2 méretdi matrix, x pedig kételemii oszlopvektor) zp = 0 egyenstlyi helyzetének
Osszes lehetséges tipusat. Véazolja a fazisportrét kézzel és szamitogéppel egyarant! Hasznélja az explicit
Euler modszert és az implicit Euler modszert egyarant! Megmarad—e az egyensilyi helyzet tipusa, ha
a h lépéskozt noveli? Mi a helyzet az X = = + h(f(x) + f(X))/2 méasodrendd diszkretizacios modszer
esetében?

7.) Vizsgalja az (els§ eset) 2= z(6 — 3x — y), Y= y(4 — 4z — y) valamint a (mésodik eset)
= 2(6 — 3z — 3y), Y= y(12 — 8x — 4y) és a (harmadik eset) = z(6 — 2z — y), ¥= y(12 — 3z — 3y)
egyenletrendszert! Hatérozza meg az egyensilyi helyzetek stabilitasat linearizalassal! Vézolja a fazis-
portrét kézzel és szamitogéppel egyarant! Interpretalja a feladatot, mint két névényevs faj egyiittélésére
vonatkozo téplalék—korlatos biologiai modellt! (A feladatban mindveégig feltessziik, hogy =,y > 0.)

8.) Vizsgélja az (els6 eset) 2= x(4 — 2z — 2y), Y= y(—4 + 4z) valamint a (masodik eset) z= z(2 —
y), Y= y(2z — 2) egyenletrendszert! Hatarozza meg az egyensiilyi helyzetek stabilitasat linearizalassal!
Vazolja a fazisportrét kézzel és szamitogéppel egyarant! Interpretalja a feladatot, mint egy ragadozo és
egy novényevs faj egyiittélésére vonatkozo biologiai modellt! (A feladatban mindvégig feltessziik, hogy
x,y >0.)

9.) Vizsgalja az (els6 eset)  +sin(x) = 0 valamint a (mésodik eset) * + x /10 4 sin(x) = 0 egyen-
letet! Hatéarozza meg az egyensulyi helyzetek stabilitasat linearizalassal!l Vazolja a fazisportrét kézzel
és szamitogéppel egyarant! Vizsgalja az © + = /10 + sin(z) = cos(t) egyenletet is, ez utobbit mar csak
szamitogéppel!



10.) Vizsgalja az 2= 2x(y — x), Y= y(3y — 4x) egyenletrendszert! Megallapithato-e az egyensilyi
helyzet stabilitasi tulajdonsaga linearizalassal? Vézolja a fazisportrét kézzel és szamitogéppel egyarant!
Szamitsa ki az alabbi kezdeti feltételekhez tartozo megoldéasokat: a.) (x0,0); b.) (0,y0); c.) (zo,2x0).
Allapitsa meg, hogy az (x, ) sik mely tartomanyain lesz ¢ — x(t) szigorian monoton! Ezen tartoméanyokra
vonatkozoan irja fel az un. "palyagorbék egyenletét”, és oldja meg! Vonja le a kovetkeztetést az egyensulyi
helyzet stabilitasarol!

11.) Vizsgilja az o= 22 — 5oy +y?, Y= 2% — 22y — 2y? egyenletrendszer stabilitdsi tulajdonsagait!
Megéllapithato-e az egyensilyi helyzet stabilitédsi tulajdonsaga linearizalassal? Vézolja a fazisportrét
kézzel és szamitogéppel egyarant! Szamitsa ki az (2(0),y(0)) = (a, a) kezdeti feltételhez tartozé megoldast!
Vonja le a kovetkeztetést az egyensulyi helyzet stabilitdsarél! Adjon meg minél bévebb olyan tartoményt,
hogy az onnan indulé trajektoridk ¢ — oo esetén az origbhoz tartsanak!

12.) Vizsgélja az ¥ +h(y) ¥ +g(y) = 0 un. Liénard egyenlet stabilitasi tulajdonsagait, ahol h,g €
CY(R), h(y) > 0, yg(y) > 0, ¥V y # O-ra és G(y) := [Jg(s)ds — oo, ha |y| — ool Irja at elssrendi
egyenletrendszerré és probalkozzonaz x — V() := G(x1) + 1/2x3 Lyapunov fiiggvénnyel! Mutassa meg,
hogy az eredmények alkalmazhatok az ¥ + ¥ +y3 = 0 rendszerre! Szamitogép segitségével vazolja az
utobbi egyenlet trajektoriait néhany kezddpont mellett!

13.) Vizsgalja az x= f(z) egyenlet stabilitasi tulajdonsagait linearizalassal is, és Lyapunov tétel segit-
ségével is, ha z € R? ¢és f1(z1,19) = =271 — 23 + 12, fo(w1,22) = 71 — T2. Prébalkozzon a V(z) = Hi@)w
fliggvénnyel! Szamitogép segitségével vazolja a V fliggvény szintvonalait, valamint a fenti egyenletrendszer
néhany trajektoriajat!

14.) Vizsgalja az
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vall Abrazolja a V fliggvény V() = c¢ tipust szintvonalait, és numerikusan szamitsa ki és abrazolja a
fenti egyenletrendszer néhany kezdeti feltétel melletti trajektoriajat!

egyenlet stabilitasi tulajdonsagait a Lyapunov tétel segitségével a V (x) = 23+ fliggvény felhasznalasé-

15.) Vizsgalja az md = —mg + bv?, v(0) = 0 “szabadesés kozegellenallassal a levegében” feladatot!
Mennyi id6 alatt zuhan a test a foldre h magassagbol? Mi torténik a b — 07 esetben? Ha ez megvan,
térjen at az mi + bz |x| + kx = 0 feladat szamitogépes vizsgalataral

16.) Vizsgalja az y'(t) = A(y(t) — g(t)) + ¢'(t), y(0) = yo, (t > 0) kezdetiértek feladatot! Szamitsa ki a
potos megoldast! Rajzolja fel g(t) = t mellett az egzakt megoldast kiilonb6z6 negativ A paraméterek és
kiilonbozs yo értékek mellett a [0,10] intervallumon! Ugyanezen értékek esetén szémitsa ki a megoldas
kozelitését explicit Euler modszerrel, kiilonbozd lépéskozokkel! Milyen 1épéskozzel kaphatd az egzakt
megoldas viselkedését tiikkrozé kozelitést? Magyarazza meg a tapasztalatot!

17.) Vizsgilja az & —a(1—22) & +x = 0 tin. Vander Pol-féle differencislegyenletet! Az a = 1 paraméter
mellett vazolja a trajektoridk menetét kézzel és szamitogéppel egyarant! Szamitogéppel rajzolja fel az
z(0) = 1 és = (0) = 1 kezdetiértékhez tartoz6 megoldasgorbéket a [0,40] intervallumon és o = 1 és
a = 10 esetén! Hasonlitsa ssze a MATLAB ode23, de45, valamint az ode23s és ode4bs munkaigényét a
fenti kezdetiértékek és az o paraméter a = 1, 10, 100, 1000 értékei mellett!

18.) Egykari, rugalmas csatlakozastu robotkar mozgasat leiré differencialegyenlet:

Jp &1 +K(q1 — q2) + Mglsin(q1) = 0,
Jrds —K(p1 —q2) = u.

Tegyiik fel, hogy ¢1 = g4, ¢1= 0 a beallitandé munkapont. Vezesse be a

21 =q1 —qd, 22 =491, 23=Qq2 —Pd, 24 =92, V=U—1Uq



1j koordinatakat, és irja fel azt a 2= f(z,v) elsérendii differencidlegyenlet-rendszert, amely a kiindulasi
egyenletrendszerrel ekvivalens! a.) Hogyan kell megvalasztani a py és ug értékeket, hogy a z2(t) =0, v(t) =
0, az 4j egyenlet egyensulyi megoldasa legyen? b.) Hatarozza meg a dy, da, ds, d4, paraméterek
értekét a p fiiggvényében tgy, hogy pi(\) := A — dy\® — d3A? — do) — di = (2 + p)? teljesiiljon! Az

Aﬁ—i’l, b= %, c= %, d= i jelolések mellett alkalmazza a

1

vl [d121 + dazo + d3(—a(sin(z1 + qq) — singg) — b(z1 — 23))

v = k(2)

—ds((acos(z1 + qa) + b)z2 — bzg) — Ly (p(2))]

visszacsatolast, ahol p(z) = 2z és
L;(go(z)) = azs sin(z1 + qq) + (acos(z1 + qq) + D) [a(sin(z1 + qq) — singg) + b(z1 — 23)] + be(z1 — 23).

Irjon szamitogépes programot, amely kiilonbozé p paraméterek mellett kiszamitja a visszacsatolt zart
rendszer kozelité megoldéasat az aldbbi adatok esetén:

M = 1kg l=1m; K =30; Jg =0,1kgm?; J; =0,4kgm?; g3 =1,2
z1(0) = 0,1; 22(0) = 23(0) = 24(0) =0 (=1 és u=10)
21(0) = 2; 2(0) =0,9; 23(0) =0,3; z(0) =0,1 (u=10).

19.) Tekintse a 19.) feladatot azzal a kiilonbséggel, hogy a szamitogépes szimulacioban a v visszacsatolas
helyett un. mintavételezett vezérlést hasznalunk: a [0, 7] intervallumon: tekintjiik a ¢; = it felosztéast és
az i-dik intervallumon v(t) = k(2(t;)), t € [iT, (i+1)7) (i =0,1,..., N) - konstans - vezérlést alkalmazzuk.
A szimulacional hasznalja az el6z6 feladatban megadott adatokat, de csak g = 10-re szamolja, és vegye
7=0,01; 7=0,045; 7 = 0,05 értékeket T = 2 mellett!

20.) Allitsa el6 az z(k + 1) = Ax(k) , (k = 0,1,2,...) sikbeli differenciaegyenlet (tehat amikor A
valos, 2 x 2 méreti matrix, x pedig kételem oszlopvektor) altalanos megoldasat az matrix sajatértékei és
sajatvektorai segitségével! Komplex sajatértékek esetén adja meg a valos altalanos megoldast is! Vizsgalja
a fenti egyenlet xo = 0 egyenstlyi helyzetének stabilitdsat! Milyen kapcsolat lehetséges az Y= By , (B
valos, 2 x 2 méretd méatrix) és a fenti egyenlet kozott? Adott B matrixhoz adjon meg eljarast az A
meghatarozasara, amivel az y(kh) = x(k), (k = 0,1,2,...) teljesiil. A kapott eredményeket szamitogép
segitségével illusztraljal
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A hallgatok maximum két f6s csoportokban dolgozzanak. Minden feladat 20 pontot ér minden, a kidol-
gozasban résztvevs hallgatonak. A csoportokat tgy célszerd kialakitani, hogy a szamitégéphez valo hoz-
zaférés megnyugtatéan biztositva legyen. Valamennyi feladat matematikai és szamitéstechnikai részbdl
all, s mindegyikiikk vagy a mechanikai/biologiai modellalkotés, vagy pedig a szamitogépes hiba-analizis
szempontjabol jol interpretalhatd és érdekes tulajdonsédgokkal rendelkezik. A feladatok kiosztésa a har-
madik héten torténik. Olvassak el az Osszes feladatot, gondoljak at is Sket, amennyire az id6bdl telik,
és alakitsak is ki a csoportokat! Azt kérem, hogy a harmadik hétre alakuljon ki ez a beosztas! Beadasi
hatéaridé: 2014. november 12.

Habar a feladatok (legalabbis a "minimalis” megoldas szintjén) nem nehezek, nem elvaras, hogy azokat
teljesen egyediil oldjak meg. Kivanom tehét (s amennyire méltanyos, menet kozben segitem is) a félévkozi
feladatok sikeres megoldasat — jo kedvet és j6 munkét is hozza!

Gyurkovics Eva



