Optimalitas és stabilitas kapcsolata.

Linedris-kvadratikus feladatok
(folytonos idejii eset)

11. el6adas

2012. 11. 19.

11. eléadas LQ feladatok - végtelen intervallum



Stabilitas és optimalitas
A rendszer:

x = f(x,u), x(0) = xo, (1)

ahol f : R" x R™ — R" folytonosan differencialhaté, és £(0,0) = 0.

A megengedett iranyitdsok A(0,c0) halmaza:

A(0,00) = A{u(.): u(.) mérhetd és u(t) e U, 0 <t, és
Vxo-ra &(t) = x(t; 0, x0, u(.)) — 0, hat — oo}

J(xo, u(- /fo

ahol fp : R” x R™ — R folytonosan differencialhaté, fo(x, u) >0
V(x, u)-ra, és £(0,0) = 0.

A célfiiggvény:



Stabilitas és optimalitas 2. lap

Legyen a V : R” — R fiiggvény folytonosan differencialhatd,
V(0) = 0. Jelolést:

/

V(x,u) = V.(x)f(x, u).

X

Tétel
Tegylik fel, hogy

V(x,u) + fo(x,u) >0, Yuel, xeR", (2)
és a (£*(.), u*(.)) megengedett folyamatra
V(€ (1), u™ (1) + H(£7(1), (1)) = 0 (3)

majdnem minden t > 0-ra. Ekkor

V(o) = J0o.u"() = | min I, u(.)

az optimalis kéltség, és u*(.) optimalis vezérlés.
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Stabilitas és optimalitas 3. lap

Bizonyitas. a.) Legyen v € A(0, 00) tetszbleges, &, (.) a megfelelé
trajektéria. Ekkor

%V(ﬁv(t)) = V(& (2), v(t) = —fo(&u(2), v(1))-

Az egyenl6tlenséget integralva, majd rendezve azt kapjuk, hogy

V(xo) < V(E(T +/fo(§v (£))dt.

Mivel v € A(0,00) = _lim &(T)=0 = _lim V(&(T))=0.

Masrészt .
Jim [ B(6(8), (e))de = J(x0, V().
0

ezért V(x0) < J(xo, v(.)) minden v € A(0,00) és xg € R" esetén.



Stabilitas és optimalitas 4. lap

b.) Alkalmazzuk ugyanezt a technikat (£*(.), u™(.))-ra! Ekkor

T

V() = VE(T) + [ 6" (1), ' (0)et

0

amibdl V(xp) = J(xo, u™(.)) egyenl8séghez jutunk, ha itt is
figyelembe vessziik, hogy u* € A(0,00) miatt £(T) — 0, ha
T — o0.

c.) Ebbdl kovetkezik, hogy
V(x0) = J(x0, u™(.)) < J(x0,v(.)) Vv e A(0,0)-re,

ami megfelel a tételbeli allitasnak. [
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Stabilitas és optimalitas 5. lap

Kovetkezmény

Tegylik fel, hogy k : R" — U olyan, hogy

V(x, k(x)) + fox, k(x)) = min { V(x,u) + f(x,u)} =0 (4)
uel
és a (£*(.), u*(.)) folyamat, amit a k(.) visszacsatolas definidl,
megengedett (vagyis u*(.) € A(0,00)).

Ekkor V(xo) az optimalis célfiiggvényérték, és u*(.) az optimalis
irdnyitas.

Vegyiik észre, hogy (4) a kovetkezd alaki:

Vi(x)f (x, k(x)) + fo(x, k(x)) = min { Vi(x)(x, u) + fo(x, u) } = 0.

uel

Ez a stacionarius Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet (SHJB) ..
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Stabilitas és optimalitas 6. lap

Tegyiik fel, hogy
Q k:R" — U lokalisan Lipschitz folytonos, és kielégiti a (SHJB)
egyenletet egy V' folytonosan differencialhaté fliggvénnyel és
(0, k(0)) =0;
Q@ V(x) >0, hax#0, fo(x,u) >0, hax # 0 (barmely u-ra), és
V' radialisan nem korlatos.
Ekkor Vxg € R"-re az

x = f(x,k(x)), x(0) =xo (5)

kezdetiérték feladatnak létezik egyetlen £*(.) megolddsa a [0, o)
intervallumon, u*(t) = k(£*(t)) az optimalis vezérlés, V/(xo) az
optimdlis célfiiggvény érték, és x(t) =0 (5) globalisan
aszimptotikusan stabilis megolddsa V' Ljapunov fiiggvénnyel.
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Stabilitas és optimalitas 7. lap

Bizonyitas. k lokalis Lipschitz folytonossagabdl kévetkezik, hogy
létezik lokalis megoldas, és az egyértelmii. Masrészt

%V(X(t)) = V(x(t), k(x(t))) = —fo(x(t), k(x(t))) <0,

ha x(t) # 0, amibé&l kdvetkezik, hogy V kielégiti a Ljapunov II.
tétel feltételeit. Eszerint

@ a megoldas folytathaté [0, c0)-ig,
@ x(t) = 0 aszimptotikusan stabilis,
e {*(t)—0, ha t — oo.

EbbSl mar kovetkezik, hogy u*(.) megengedett. Igy az
optimalitasra vonatkozé allitas kovetkezik a fentiekbdl. [J
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Linearis-kvadratikus feladatok

A rendszer:

% (t) = Ax (t) + Bu(t), x (0) = xq (6)

A megengedett iranyitisok A (0,00) halmaza:

A(0,00) = {u(.): u(.) mérhetd és u(t) e R™, 0<t, és
Vxo-ra &(t) = x(t;0,x0,u(.)) — 0, ha t — oo}

A célfiiggvény:

Joou) = [{E@T @ +u@ Ru(}de (@)
0
ahol £ (t) = x (t;0, xp, u) az (6) u(.) melletti megoldasa.

Feltétel: Q és R szimmetrikus, Q pozitiv szemidefinit,
R pozitiv definit matrix.
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Feltételek

Emlékezteto: Az
X = Ax

differencidlegyenlet rendszer x(t) =0 (és ezzel egyiitt barmely
mas) megoldasa aszimptotikusan stabilis, < ha az A matrix
minden \;(A) sajatértékére

Re(\i(A)) < 0.

Az ilyen A matrix elnevezése: stabilis (vagy Hurwitz) matrix.

Feltétel (A)

Az (A, B) pér stabilizalhatd, vagyis létezik olyan D € R™*" matrix,
hogy az (A + BD) matrix stabilis.
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Feltételek

A linedris algebrabdl ismert tény:

Ha @ szimmetrikus és pozitiv szemidefinit matrix, akkor
megadhat6 egy olyan C € RP*" matrix, hogy

R=C"cC,

ahol p = rang Q.

Feltétel (B)

Az (A, C) par teljesen megfigyelhetd, ha C € RP*" olyan matrix,
amelyre @Q = C'C, és rang Q = rang C = p.
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A folytonos idejl feladat megoldasa 11. lap

Tétel

Tegyiik fel, hogy az (6), (7) feladatban szerepl6 matrixokra a
megfogalmazasban szereplé kikétéseken tilmenden az (A) és (B)
Feltétel is teljestil.

Ekkor az
ATP+PA+Q—PBRIBTP=0 (8)

(folytonos idejii) algebrai Riccati-egyenletnek létezik egyetlen
pozitiv definit szimmetrikus P megoldasa.

Az (6), (7) feladatnak van sima megoldasa,

V (x) = xTPx 9)

a Bellman fiiggvény, tovabba
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A folytonos idejl feladat megoldasa 12. lap

Tétel (folytatas)

k(x)=—-R*B"Px (10)

fliggvénnyel meghatarozott, xp-bdl indulé visszacsatolt vezérlés az
egyértelmiien meghatarozott optimalis vezérlés.

Az eredményiil kapott

x(t) = (A— BK) x(t) (11)
visszacsatolt rendszer a K := R~YBT P maétrixszal aszimptotikusan
stabilis. )
Ujdonsag:

Az algebrai Riccati egyenlet pozitiv definit megoldasanak /étezése,
unicitdsa, tovabba a hozza tartozé K stabilizalé tulajdonsaga.
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Lemmak

Lemma
Tegyiik fel, hogy a szimmetrikus és pozitiv szemidefinit Q = CT C
métrixra teljesil a (B) Feltétel.

Ekkor az
ATP+PA=-Q (12)

ugynevezett algebrai Ljapunov egyenlet P szimmetrikus megoldasa
akkor és csak akkor pozitiv definit, ha az A stabilis matrix.

Ha A stabilis matrix, akkor (12) P megoldasa egyértelmii barmely
szimmetrikus @ matrix esetén.
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Lemmak 14. lap

Lemma

Legyenek az A, B, C, R matrixok a korabbiakkal megegyez6
Jelentésiiek, mikézben az R > 0, az (A, C) par teljesen
megfigyelhetd, és tegylik fel, hogy a K, P,S matrixok kielégitik az
alabbi feltételeket:
@ P € R"™" szimmetrikus, S € R"™" szimmetrikus és pozitiv
szemidefinit matrixok, valamint K € R™*" matrix;

Q fennall az
(A—=BK) P+ P(A—BK)=—(KTRK+ CTC+5S) (13)

egyenlet.

Ekkor az (A — BK) matrix akkor és csak akkor stabilis matrix, ha

P pozitiv definit és ez esetben P (13) egyenletnek egyértelmii
megoldasa.
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Lemmak 15. lap

Tegyiik fel, hogy az (A, C) par teljesen megfigyelhetd.

Ekkor az (8) algebrai Riccati-egyenlet barmely P megoldasa
invertalhato.

Lemma

Tegyiik fel, hogy az (A, C) pér teljesen megfigyelhets, P (8)
algebrai Riccati-egyenlet szimmetrikus megoldasa, és legyen

K=R1BTP.
Ekkor az A — BK akkor és csak akkor stabilis matrix, ha P pozitiv
definit. )

Alap: Az algebrai Riccati egyenlet ekvivalens a kdvetkezovel:
K=R1BTP,
(A—BK)TP+ P(A—BK)=—-Q — KTRK.
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Kleinmann-féle iteracios algoritmus 16. lap

Kleinmann-féle iteraciés algoritmus

0. Iépés. Valasszuk meg a K1 matrixot ugy, hogy A — BKj stabilis
matrix legyen. (Az (A, B) par stabilizdlhaté = ez lehetséges.)

i. lépés. Ha ismeriink egy K; matrixot, amelyre A — BK; stabilis
matrix, akkor keressiik meg azt a P; szimmetrikus matrixot,
amelyre

(A—BK;))"P; + P,(A— BK;) = —Q — K" RK;, (14)
és definialjuk a Kj;1 matrixot a
Kiy1 = R71BTP; (15)

egyenléséggel.
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A Kleinmann-iteracié eredménye

Ha az eljaras minden |épése végrehajthatd, akkor az iteraciod
eredményeként a {Kj}72, és {P;}72; matrixsorozatot kapjuk.

Lemma

Tegyiik fel, hogy teljesiil az (A) és a (B) Feltétel.

Ekkor a Kleinmann iteracié jol definialt: a (14) egyenletrendszernek
minden lépésben Iétezik egyetlen szimmetrikus megolddsa, ami
pozitiv definit, és (15) egyenléséggel definialt K1 olyan, hogy az
(A — BKi1) stabilis matrix.

Lemma

Tegyiik fel, hogy teljesiil az (A) és a (B) Feltétel.

Ekkor a tetszéleges olyan Ky esetén, ami eleget tesz a 0. lépés
kévetelményeinek, a {K;} és {P;} sorozatok konvergensek,
mégpedig Ki — K, P; — P, ha i — oo, ahol P pozitiv definit,
szimmetrikus, és eleget tesz (8) egyenletnek, az (A — BK) pedig
stabilis matrix.
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