
Vizsgakérdések – Algebra 1 – 2019/20 őszi félév (1.00 változat)

Algebrai stuktúrák (D) Algebrai struktúra általános de-
finíciója. (D) Félcsoport, csoport, Abel-csoport, gyűrű, test,
ferdetest, integrítási tartomány. Példák.(D) Test additív és
multiplikatív csoportja. (D) Test karakterisztikája.(B) Test
karakterisztikája vagy nulla vagy prím. (D) Prímtestek.
(B) Nulla karakterisztikájú test primtestje Q, 𝑝 karakterisz-
tikájútest prímtestja 𝐺𝐹 (𝑝). Csoportaxiómák. Vele ekviva-
lanes axiómarendszerek. (B) Csoportban 1 db egységelem
van és minden elemnek 1 db inverze.(B) Csoportban telje-
sül az egyszerűsítési szablály.(B) Csoportban egyértelműen
megoldható egyenletek. (B) Csoportbeli szorzás tulajdonsá-
gai.

Konkrét csoportok (D) Diéder, kvaternió csoportok,
𝐺𝐿(𝑛, 𝑘), 𝑆𝐿(𝑛, 𝑘), 𝑛-edfokú szimmetrikus csoport 𝑆𝑛.(D)
Permutáció, mint leképezés, ezek szorzata, kétsoros és cikli-
kus írásmódja. (B) Minden permutáció egyértelműen bont-
ható diszjunkt ciklusok szorzatára (a diszjunkt ciklusok fel-
cserélhetők). (B) Szabályos 𝑛-szög szimmetria-csoportja
𝐷2𝑛. 𝑛-edik egységgyökök és 𝑝-hatvány egységgyökök cso-
portja.

Csoportok tulajdonságai (D) Csoport rendje, véges
és végtelen csoport. Példák. (D) Elem rendje.(B) 𝑎𝑁 =
1 ↔ 𝑜(𝑎)|𝑁 . (B) 𝑜(𝑎𝑘) = 𝑛/(𝑛, 𝑘). (B) Ha 𝑜(𝑎) = 𝑛 akkor
𝑜(𝑎) = 𝑜(𝑎−1). (B) Permutáció rendje a diszjunkt ciklus-
hosszak lkkt-e. (D) Részcsoport. (D) Részcsoport generá-
torrendszere. Ciklikus csoport. (B) Ciklikus csoport rendje,
az őt generáló elem rendje. (D) csoporthomomorfizmus,
csoportizomorfizmus, izomorf csoportok. (B) Minden 𝑛-
edrenű ciklikus csoport izomorf egymással, minden végtelen
ciklikus csoport izomorf Z-vel. (B) Elem homomorf képének
rendje osztója az elem rendjének, izomorfizmus megőrzi a
rendet.(B) Ha (𝑜(𝑎), 𝑘) = 1, akkor ⟨𝑎⟩ = ⟨𝑎𝑘⟩. (B) Cikli-
kus csoport minden részcsoportja és minden faktorcsoportja
ciklikus.(B) 𝑛-edrendű ciklikus csoportban 𝑛 minden 𝑑 osz-
tójára pontosan egy 𝑑-edrendű részcsoport van.

Komplexusok, mellékosztályok (D) Komplexusok,
komplexusszorzat, inverz. (B) |𝐴𝐵| ≤ |𝐴||𝐵|, 𝐴 ⊆
𝐵 → 𝐴−1 ⊆ 𝐵−1, 𝐴(𝐵𝐶) = (𝐴𝐵)𝐶.(B) Részcso-
port jellemzése komplexusszorzattal. (B) Részcsoportok-
ra: |𝐴𝐵| = |𝐴||𝐵|/|𝐴 ∩ 𝐵|. (D) Részcsoport mellékosztá-
lyai. (B) Két jobboldali (baloldali) mellékosztály vagy disz-
junkt vagy egybeesik. Ezek uniója a csoport. (B) Lagrange-
tétel.Példa: megfordítás nem igaz. (B) Mellékosztályok
elemszáma egyenlő. (D) Részcsoport indexe. (D) Teljes
jobboldali (baloldali) reprezentáns rendszer. (D) Részcso-
port indexe. (B)A különböző bal-és jobboldali mellékosz-
tályok száma megegyezik. Lagrange-tétel következményei:
(B) elem rendje osztója a véges csoport rendjének, Euler-
Fermat-tétel, kis Fermat-tétel. (B) Prímrendű csoport cik-
likus és csak 2 részcsoportja van. (B) Ennek megfordítása.
(B) Mellésztosztályok egyenlőségére feltétel.

Csoporthomomorfizmusok, normálosztók,
izomorfimus-tételek (D) Homomorfizmus magja, képe.
(D) Normálosztó fogalma. (B) Ekvivalensei. (B) Homo-
morfizmus magja normálosztó, képe részcsoport. Injektív,
szürjektív, bijektív homomorfizmus jellemzése, maggal kép-
pel. (D) Csoportendomorfizmus, csoportautomorfizmus,
az 𝐴𝑢𝑡(𝐺) csoport. (B) Egy 𝑥 ∈ 𝐺 elemmel való konju-
gálás automorfimus. (D) Belső automorfizmus. (B) Kon-

jugáltság ekvivalencia-reláció. (D) Konjugáltosztály. (B)
Osztályegyenlet. (B) Minden véges 𝑝-hatványrendű csoport
centruma nemtrivi. (B) Abel csoport minden konjugáltosz-
tálya egyelemű. (B) Két permutáció konjugáltságáról szóló
tétel. (B) Normálosztó és részcsoport generátuma a szor-
zatuk. (B) Kétindexű részcsoport normálosztó. Példa rész-
csoportra, ami nem normálosztó. (D) Faktorcsoport. (B)
Minden normálosztó alkalmas homomorfizmus magja.(B)
Homomorfizmus-tétel. (B)𝐺𝑙(𝑛,C)/𝑆𝑙(𝑛,C) ≃ C*. (B)
Noether-féle izmorfizmus-tételek I-II. (B) Létezik bijekció
egy normálosztót tartalmazó részcsoportok és a faktorcso-
port részcsoportjai között. Normálosztók normálosztóknak
felelnek meg.

Szubnormálláncok (B) Normálosztóság nem tranzitív.
(D) Szubnormálosztó, szubnormállánc, normállánc, kompo-
zíciólánc, a lánc faktorai. (D) Izomorfia két szubnormállác
között, szubnormállánc faktorai. (B) Kompozíciólánc nem
feltételnül egyértelmű. (D) Egyszerű csoport. (B) Szub-
normállác kompozíciólánc ↔ ha faktorai egyszerűek. (B)
Jordan-Hölder tétel. (T) Véges egyszerű csoportok osztá-
lyozása. (D) Karakterisztikus részcsoport. (B) Normálosztó
karakterisztikus részcsoportja normálosztó.

(D) Feloldható csoport fogalma. (B) Véges csoport felold-
ható ↔ ha van szubnormállánca, ahol minden faktor prím-
rendű. (T) Feit-Thompson tétel. (T) Burnside 𝑝𝑎𝑞𝑏-tétel.
(B) Egyszerű feloldható csoport prímrendű ciklikus. (B)
Minden 𝑝-hatványredű csoport feloldható. (D) Kommutá-
tor, kommutátorrészcsoport, kommutátorlánc. (B) Kom-
mutátor részcsoport karakterisztikus, kommutátrolánc sze-
mei normálosztók. Kommutátor részcsoport az a legkisebb
normálosztó, amley szerinti faktor Abel. (B) 𝐺 pontosan
akkor feloldható, ha kommutátorlánca véges lépésben eléri
1-et. (B) Feloldható csoport részcsoportja és faktorcsoport-
ja is feloldható. (D) Centrum, centralizátor, normalizátor.
(B) Konjugáltosztály elemszáma a centralizátor indexe.
(B) Egy részcsoport konjugáltjainak száma, a normalizá-
tor indexe. 𝑁𝐺(𝐻) az a legnagyobb részcsoport, amiben
𝐻 normálosztó. (B) 𝑝-hatványrendű csoportnak cenruma
nemtrivi. (D) nilpotens csoport. (B) 𝑝-hatványredű csoport
nilpotens. (B) Minden nilpotens csoport feloldható. Példa:
nem minden feloldható csoport nilpotens. (B) 𝐺/𝑍(𝐺) nem
lehet ciklikus, csak ha 𝐺 Abel. (B) 𝑝2 rednű csoport Abel.

Direkt szorzat (D) Csoportok 2-és többtényezős külső
és belső direkt szorzata. Szemidirekt szorzat. (B) Szemi-
direkt szorzat jellemzése. (B) Külső és belső direkt szorzat
izomorf. (B) "Diszjunkt" normálosztók centralizálják egy-
mást. (B) Direkt szorzat elemének rendje. (B) Véges Abel-
csoportok alaptétele.(B) Primér felbontási tétel. (B) Véges
Abel-féle 𝑝-csoport maximális rendű ciklikus rśzcsoportjá-
hoz van direkt kiegészítő. (D)Ω𝑘(𝐺), 𝐺𝑝𝑘 . (B) Egyértelmű-
ség bizonyítása.

Permutációcsoportok, csoporthatások (D) 𝑛-edfokú
permutációcsoport.(D) 𝑆𝑛, 𝐴𝑛. (D) Permutáció inverziói.
Páros és páratlan permutációk. (B) Szorzat paritása.(D)
Permutáció reprezentáció(csoporthatás). (D) Előjel rep-
rezentáció. (B) Képe 𝐶2, magja 𝐴𝑛. (B) |𝑆𝑛 : 𝐴𝑛| = 2.
(D) transzpozíció. (B) Minden permutáció transzpozíciók
szorzata. (B) minden transzpozíció páratlan permutáció.
(B) Páros hosszú ciklus páratlan, páratlan hosszú ciklus



páros permutáció. (B) 𝑆𝑛-et generálják a transzpozíciók,
ha 𝑛 ≥ 2. (B) 𝐴𝑛-etgenerálják a 3-as ciklusok, ha 𝑛 ≥ 3.
(D) Egy permutáció fixpontjai halmaza. (B) 𝐴𝑛 egyszerű
csoport, ha 𝑛 ≥ 5. (B) Cauchy-tétel. Példa: nem prím osz-
tóra, nem feltétlen van olyan rendű elem a csoportban. (B)
Cayley-tétel. (B) Tranzitív permutációcsoport (csoportha-
tás). (B) (Ált. Cayley) Ha |𝐺 : 𝐻| = 𝑛, akkor 𝐺-nek van
𝑛-edfokú tranzitív permutáció reprezentációja 𝐻 jobbol-
dali mellékosztályain, melynek magja ∩𝑥−1𝐻𝑥. (D) Egy
permutációcsoportban vagy csoprthatásnál a jegyhalmaz, a
jegystabilizátor, orbit fogalma. (B) Orbit hossza= jegysta-
bilizátor indexe. Speciális esetei akkor, ha 𝐺 hat 𝐺-n (vagy
𝐺 részcsoportjain) konjugálással. (D) Többjegystabilizátor.
Példa: kocka szimmetria-csoportjának rendje.

Sylow-tételkör (D) 𝑝-csoport. (B) Véges csoport ponto-
san akkor 𝑝-csoport, ha rendje 𝑝-hatvány. (D) 𝑝-Sylow rész-
csoport fogalma. (B) Sylow-tételek:létezés, számuk, konju-
gáltság, minden 𝑝-részcsoport bennevan egy 𝑝-Sylowban.
(B) 𝑝-hatványrendű elem nem normalizálhat 𝑝-Sylowot. (B)
egy véges csoportban pontosan akkor van 1 db 𝑝-Sylow, ha
az normálosztó. (B) Ha mindegyik Sylow normálosztó, ak-
kor 𝐺 Sylowjainak direkt szorzata. Véges nilpotens cso-
portok további tulajdonságai: (B) minden valódi rész-
csoport normalizátora bővebb a részcsoportnál. (B) minden
maximális részcsoport normálosztó. Sylow-csoportok alkal-
mazása: kis rendű csoportok struktúrája. (B) 𝑝𝑞-adrendű
csoportok struktúrája.

Szabad csoportok, definiáló relációk (D) 𝑋 halmaz
által generált szabad csoport. (B) Szabad csoport generáto-
rain adott minden lekeépezés egy csoportba kiterjed a sza-
bad csoport homomorfizmusává.(Univerzális tulajdonság)
(B) Minden 𝑛 elem által generált csoport egy 𝑛 elem ál-
tal generált szabad csoport faktorcsoportjával izomorf. (D)
Csoport megadása generátorokkal és definiáló relációkkal.
(B) Dyck tétele. (B) Todd-Coxeter módszer egy részcsoport
indexének kiszámítására.

Gyűrűk (D) Axiómák. Számolás gyűrűkben. (D) Kom-
mutatív gyűrű.(D) Részgyűrű, ideál, egyoldali ideál. Egy-
ségelemes gyűrű. (D) Egyszerű gyűrű. (B) Mátrixalgebra
egyszerű, de vannak benne egyoldali ideálok. (D) Ferdetest,
test. Példa: Kvaterniótest. (B) Ferdetestnek nincs nemtrivi
egyoldali ideálja.(B) Fordítva: ha egy gyűrűben nincs nem-
trivi egyoldali ideál, akkor az vagy prímelemű zérógyűrű
vagy ferdetest. (B) Egységelemes kommutatív gyűrű ponto-
san akkor egyszerű, ha test. Példa: (B) R[𝑥]/(𝑥2 + 1) ≃ C.
Nullosztók. Integritási tartomány. Példák. (B) Ha 𝑅 nul-
losztómentes, akkor 𝑅[𝑥] is az. (B)Wedderburn-tétel: min-
den véges ferdetest kommutatív. (B) Ferdetestben nincs
nemtrivi nullosztó. (D) Egy halmaz által generált rész-
gyűrű. (D) Egy halmaz által generált ideál. (D) Gyűrű-
homomorfizmus, gyűrűizomorfizmus, izomorf gyűrűk. (D)
Gyűrűhomomorfizmus magja, képe. (B) Gyűrűhomomorfiz-
mus magja ideál, képe részgyűrű.(T) Homomorfizmustétel,
izomorfizmus-tételek gyűrűkre. (T) Bijekció az ideált tar-
talmazó részgyűrűk és a faktorgyűrű részgyűrűi között, ahol
ideáloknak ideálok felelnek meg. (B) Ideál szerinti faktor-
gyűrű. (B) Minden ideál alkalmas homomorfizmus magja.
(T)(Dorroh-féle bővítés) Minden gyűrű ideálként beágyaz-
ható egységelemes gyűrűbe. (D) Integritási tartomány há-
nyadosteste.(T) Minden integritási tartománynak van há-
nyadosteste és ez izomorfia erejéig egyértelmű. Példa: Z és

𝑘[𝑥] hányadosteste.

Noether-gyűrűk, főideálgyűrűk, Euklideszi gyűrűk
(D) Bal-(jobb) Noether-gyűrű. (B) 𝑅 bal(jobb) Noether
↔ 𝑅 minden bal(jobb) ideálja végesen generált. (D) Kom-
mutatív Noether-gyűrű. (B) 𝑅 kommutatív gyűrű Noether
↔ 𝑅 minden ideálja végesen generált. (T)(Hilbert bázis
tétele) Ha 𝑅 Noether-gyűrű, akkor 𝑅[𝑥] is az. (D) Főidel-
tartomány. (B) Minden főideáltartomány Noether. (B)
Z, 𝑘[𝑥] főideáltartomány, ha 𝑘 test. (B) Z, 𝑘[𝑥] ideáljai és
faktorai. Példa:𝑘[𝑥, 𝑦] nem főideáltartomány. (D) Euklideszi
gyűrű. (B) Minden euklideszi gyűrű főideáltartomány. (D)
Egyértelmű faktorizációs gyűrű.(UFD) (D) Oszthatóság,
egység, asszociáltság,irreducibilis és prímelem integritási
tartományban.(B) asszociáltság jellemzése oszthatósággal.
(B)Oszthatóság, egység, asszociáltság, irreducibilitás jel-
lemzése főideálokkal. (B) Integritási tartományban minden
primelem irreducibilis. (B) Főideáltartományban minden
irreducibilis elem prímelem. (és minden prím irred.) (B)
Minden főideáltartomány UFD. (spec: minden euklideszi
gyűrű UFD). (T) 𝑅 UFD → 𝑅[𝑥] UFD. Köv: 𝑘[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛]
UFD. (D) Algebrai egész. (T) Q(

√
𝑡) algebrai egészei eukli-

deszi gyűrű ↔ 𝑡 = −1, −2, −3, −7, −11. (D) Gauss-egśzek
gyűrűje. (B) Ez egy euklikdeszi gyűrű. (D) Maximális ide-
ál. (B) Minden egységlemes gyűrűben van maximális ideál.
(T) Zorn-lemma. (D) prímideál. (B) 𝑀 maximális ideál
egy kommutatív egységelemes 𝑅 gyűrűben ↔ 𝑅/𝑀 test.
(B) 𝑃 prímideál egy kommutatív egységelemes 𝑅 gyűrűben
↔ 𝑅/𝑃 nullosztómentes. (B) Z, 𝑘[𝑥] maximális ideáljai és
prímideáljai.(B) Minden maximális ideál prímideál, de for-
dítva nem igaz. (B) 𝑘[𝑥]/(𝑝(𝑥)) test ↔ 𝑝(𝑥) irreducibilis.
(B) Ha 𝐿 = 𝑘[𝑥]/(𝑝(𝑥)) test, akkor 𝑘 ⊆ 𝐿. (B) 𝐿 bázisa
és dimenziója. (B) 𝐿-ben 𝑥 + (𝑝(𝑥)) gyöke 𝑝(𝑥)-nek. (B)
𝐿 = 𝐺𝐹 (2)[𝑥]/(𝑥2 + 𝑥 + 1) 4 elemű test, bázisa, számolás
benne. 𝑝-karakterisztikájú testben (𝑎 + 𝑏)𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝.

Testbővítések (D) Testbővítés, résztest, prímtest.
(B)Lehetséges prímtestek. (D) Testbővítés foka. (B) Fo-
kokra vontakoó szorzástétel. (B) Ha 𝐾 ⊆ 𝐿 véges testek és
|𝐿 : 𝐾| = 𝑛, akkor |𝐿| = |𝐾|𝑛. (B) Véges test elemszáma
mindig prímhatvány. (B) Véges test additív csoportja ele-
mi Abel 𝑝-csoport. (B) Véges test multiplikatív csoportja
ciklikus. (D) 𝑘 test felett algebrai és transzcendens elemek,
példák. (T) 𝑒 transzcendens. (D) Egy 𝑘 felett algebrai elem
𝑘 feletti minimálpolinomja. (B) Egy 𝛼 algebrai elem mini-
málpolinomja osztója minden olyan polinomnak, amlynek
𝛼 gyöke. (B) A minimálpolinom egyértelműsége. (B) 𝑘 fe-
lett algebrai elem minimálapolinomja 𝑘[𝑥]-ben irreducibilis.
(B) Egy 𝑘 felett algebrai 𝛼 elemet tartlamazó legszűkebb
𝑘-t tartalmazó 𝑘(𝛼) test 𝑘[𝑥]/(𝑝(𝑥))-szel izomorf, ahol 𝑝(𝑥)
az elem minimálpolinomja, e test 𝑘 feletti foka 𝑑𝑒𝑔(𝑝(𝑥)).
(B) Ha 𝛼, 𝛽 egy 𝑝(𝑥) ∈ 𝑘[𝑥] polinom két gyöke egy bővebb
testben és 𝑝(𝑥) irreducibilis, akkor 𝑘(𝛼) ≃ 𝑘(𝛽) és 𝑝(𝑥) ezen
elemek minimálpolinomjaihoz asszociált. (B) Ha 𝛼 mini-
málpolinomja 𝑘 felett 𝑛-edfokú, akkor |𝐾(𝛼) : 𝐾| = 𝑛 és
minden 𝑘(𝛼) beli elem egyértleműen írható fel mint 𝛼 leg-
feljebb 𝑛 − 1-edfokú 𝑘-beli együtthatós polinomja. (B) Ha
𝛼 transzcendens 𝑘 felett, akkor 𝑘(𝛼) ≃ 𝑘(𝑥), ahol 𝑘(𝑥) 𝑘[𝑥]
racionális függvénytestje. (D) Testek 𝐾 feletti izomorfiz-
musa. (B) 𝛼 algebrai 𝑘 felett ↔ |𝐾(𝛼) : 𝐾| < ∞. (B) 𝑘
felett algebrai elemek testet alkotnak. (D) Algebrai test-
bővítés. (B) Minden véges fokú bővítés algebrai. (T) Van-
nak végtelenfokú algebrai bővítések. (D) Algebrailag zárt



test. (D) Algebrai számok teste. (T) A C-nek algebrailag
zárt részteste. (D) Egy test algebrai lezártja. (T) Minden
testnek van algebrai lezártja ez izomorfia erejéig egyér-
telmű. Példák. (D) Polinom felbontási testje.(B) Mindeni
𝑘[𝑥]-beli polinomnak van felbontási teste és ez 𝑘-feletti izo-
morfia erejéig egyértelmű. (D) Normális bővítés. (T) Egy
véges fokú bővítés pontosan akkor normális, ha egy poli-
nom felbontási teste. (D) Galois-bővítés.(D) Testbővítés
Galois-csoportja. (T) Galois-elmélet főtétele. (T) Kapcsolat
a Galois-csoport rendje és a bővítés foka között. (D) Poli-
nom Galois-csoportja. (T) Gyökképlet létezésének szükséges
és elégsége feltétele.

Véges testek (B) Véges test elemszáma prímhatvány és
minden 𝑝𝑛 prímhatványhoz létezik ekkora véges test, és ez
izomorfia erejéig egyértelmű.(B) Ez éppen 𝑥𝑝𝑛 − 𝑥 poli-
nom felbontási testje 𝐺𝐹 (𝑝) felett. (T) 𝐺𝐹 (𝑝𝑛) minden
𝑘|𝑛-re tartalmaz egyetlen 𝐺𝐹 (𝑝𝑘)-val izomorf résztestet.
(D) Frobenius-automorfizmus. (B) 𝐴𝑢𝑡(𝐺𝐹 (𝑝𝑛)) ≃ 𝐶𝑛.
(B)(Wedderburn) Minden véges ferdetest kommutatív.

Algebrák, modulusok (D) Ideálok összege, szorzata,
hatványa, nilpotens elem, nilpotens ideál. (D) Idempotens
elem, ortogonális idempotensek, primitív idempotensek. (T)
Kapcsolat balideálok direkt összegŕe való felbontśsal. (D)
Centrális idempotens, centrálisan primitív idempotensek.
(T) Kapcsolat ideálok direkt összegére való felbontással.
(D) Féligegyszerű gyűrű. (T) Wedderburn-Artin struktú-
ratétel. (D) Modulusok (bal-és jobboldali). Részmodulus,
faktormodulus, direkt összeg és szorzat modulusi, kompo-
zíció lánc. Modulus-homomorfizmus, egyszrű (irreducibi-
lis) modulus. Homomorfizmus-tétel, izomorfizmus-tételek,
Jordan-Hölder-tétel modulusokra. Minden Abel-csoport
Z-modulus. (D) Teljesen reducibilis modulus. (B) Teljes
reducibilitás ekvivalensei. (T) Véges dimenziós, féligegysze-
rű algebra felett minden végesen generált modulus teljesen
reducibilis. (D) Csoportalgebra, (T) Maschke-tétel.

Kategóriák, funktorok (D) Kategoria, objektumok,
morfizmusok, kovarians, kontravarians funktorok. Pél-
dák: csoportok, gyűrűk, modulusok kategóriája, Hom-
funkotorok.


