Vizsgakérdések — Algebra 1 — 2019/20 &szi félév

Algebrai stuktarak (D) Algebrai struktira dltaldnos de-
finicidja. (D) Félcsoport, csoport, Abel-csoport, gytird, test,
ferdetest, integritdsi tartomény. Példék.(D) Test additiv és
multiplikativ csoportja. (D) Test karakterisztikdja.(B) Test
karakterisztikdja vagy nulla vagy prim. (D) Primtestek.

(B) Nulla karakterisztikaju test primtestje Q, p karakterisz-
tikdjutest primtestja GF(p). Csoportaxiémak. Vele ekviva-
lanes axiémarendszerek. (B) Csoportban 1 db egységelem
van és minden elemnek 1 db inverze.(B) Csoportban telje-
siil az egyszerlsitési szablaly.(B) Csoportban egyértelmiien
megoldhaté egyenletek. (B) Csoportbeli szorzas tulajdonsé-
gal.

Konkrét csoportok (D) Diéder, kvaternié csoportok,
GL(n,k), SL(n, k), n-edfokd szimmetrikus csoport S,.(D)
Permutacié, mint leképezés, ezek szorzata, kétsoros és cikli-
kus frdsmédja. (B) Minden permutécié egyértelmiien bont-
haté diszjunkt ciklusok szorzatéra (a diszjunkt ciklusok fel-
cserélhet6k). (B) Szabalyos n-szog szimmetria-csoportja
Ds,,. n-edik egységgyokok és p-hatvany egységgyokok cso-
portja.

Csoportok tulajdonsagai (D) Csoport rendje, véges
és végtelen csoport. Példék. (D) Elem rendje.(B) a®
1 < o(a)|N. (B) o(a*) = n/(n,k). (B) Ha o(a) = n akkor
o(a) = o(a™!). (B) Permutécié rendje a diszjunkt ciklus-
hosszak lkkt-e. (D) Részcsoport. (D) Részcsoport genera-
torrendszere. Ciklikus csoport. (B) Ciklikus csoport rendje,
az 6t generdld elem rendje. (D) csoporthomomorfizmus,
csoportizomorfizmus, izomorf csoportok. (B) Minden n-
edrenti ciklikus csoport izomorf egymassal, minden végtelen
ciklikus csoport izomorf Z-vel. (B) Elem homomorf képének
rendje osztéja az elem rendjének, izomorfizmus megérzi a
rendet.(B) Ha (o(a), k) = 1, akkor {a) = (a*). (B) Cikli-
kus csoport minden részcsoportja és minden faktorcsoportja
ciklikus.(B) n-edrendii ciklikus csoportban n minden d osz-
tojara pontosan egy d-edrendil részcsoport van.

Komplexusok, mellékosztalyok (D) Komplexusok,
komplexusszorzat, inverz. (B) |[AB| < |A||B], A C
B — A7l C B! A(BC) = (AB)C.(B) Részcso-
port jellemzése komplexusszorzattal. (B) Részcsoportok-
ra: |AB| = |A||B|/|A N B|. (D) Részcsoport mellékoszté-
lyai. (B) Két jobboldali (baloldali) mellékosztaly vagy disz-
junkt vagy egybeesik. Ezek uniéja a csoport. (B) Lagrange-
tétel.Példa: megforditds nem igaz. (B) Mellékosztalyok
elemszdma egyenls. (D) Részcsoport indexe. (D) Teljes
jobboldali (baloldali) reprezentdns rendszer. (D) Részcso-
port indexe. (B)A kiilonb6zé bal-és jobboldali mellékosz-
talyok szama megegyezik. Lagrange-tétel kovetkezményei:
(B) elem rendje osztéja a véges csoport rendjének, Euler-
Fermat-tétel, kis Fermat-tétel. (B) Primrend{i csoport cik-
likus és csak 2 részcsoportja van. (B) Ennek megforditésa.
(B) Mellésztosztélyok egyenléségére feltétel.

Csoporthomomorfizmusok, normalosztdk,
izomorfimus-tételek (D) Homomorfizmus magja, képe.
(D) Normaéloszté fogalma. (B) Ekvivalensei. (B) Homo-
morfizmus magja normaloszté, képe részcsoport. Injektiv,
szirjektiv, bijektiv homomorfizmus jellemzése, maggal kép-
pel. (D) Csoportendomorfizmus, csoportautomorfizmus,
az Aut(G) csoport. (B) Egy € G elemmel valé konju-
galds automorfimus. (D) Belsd automorfizmus. (B) Kon-
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jugdltsdg ekvivalencia-relacié. (D) Konjugéltosztaly. (B)
Osztalyegyenlet. (B) Minden véges p-hatvanyrendii csoport
centruma nemtrivi. (B) Abel csoport minden konjugéltosz-
talya egyelemii. (B) Két permutdcié konjugdltsiagardl szolo
tétel. (B) Normdloszt6 és részcsoport generdtuma a szor-
zatuk. (B) Kétindex{i részcsoport normélosztd. Példa rész-
csoportra, ami nem normadloszt6. (D) Faktorcsoport. (B)
Minden normaéloszté alkalmas homomorfizmus magja.(B)
Homomorfizmus-tétel. (B)Gl(n,C)/Si(n,C) ~ C*. (B)
Noether-féle izmorfizmus-tételek I-II. (B) Létezik bijekcié
egy normalosztét tartalmazd részcsoportok és a faktorcso-
port részcsoportjai kozott. Normaloszték norméalosztéknak
felelnek meg.

Szubnormallancok (B) Normaélosztsidg nem tranzitiv.
(D) Szubnormalosztd, szubnormdlldnc, norméalldnc, kompo-
ziciélanc, a ldnc faktorai. (D) Izomorfia két szubnormallac
kozott, szubnormallanc faktorai. (B) Kompozicidldanc nem
feltételniil egyértelmii. (D) Egyszerii csoport. (B) Szub-
normélldc kompozicidlanc <> ha faktorai egyszeriiek. (B)
Jordan-Holder tétel. (T) Véges egyszer(i csoportok oszté-
lyozésa. (D) Karakterisztikus részcsoport. (B) Normélosztd
karakterisztikus részcsoportja normaloszto.

(D) Feloldhaté6 csoport fogalma. (B) Véges csoport felold-
haté <> ha van szubnormaéllanca, ahol minden faktor prim-
rendfi. (T) Feit-Thompson tétel. (T) Burnside p®q’-tétel.
(B) Egyszerti feloldhaté csoport primrendi ciklikus. (B)
Minden p-hatvanyredi csoport feloldhaté. (D) Kommuta-
tor, kommutdtorrészcsoport, kommutatorlanc. (B) Kom-
mutator részcsoport karakterisztikus, kommutatrolanc sze-
mei normélosztok. Kommutator részcsoport az a legkisebb
normélosztd, amley szerinti faktor Abel. (B) G pontosan
akkor feloldhato, ha kommutéatorldnca véges 1épésben eléri
1-et. (B) Feloldhaté csoport részesoportja és faktorcsoport-
ja is feloldhaté. (D) Centrum, centralizdtor, normalizator.
(B) Konjugaltosztdly elemszama a centralizator indexe.

(B) Egy részcsoport konjugéltjainak szama, a normaliza-
tor indexe. Ng(H) az a legnagyobb részcsoport, amiben

H normaloszt6. (B) p-hatvanyrendi csoportnak cenruma
nemtrivi. (D) nilpotens csoport. (B) p-hatvanyredii csoport
nilpotens. (B) Minden nilpotens csoport feloldhaté. Példa:
nem minden feloldhaté csoport nilpotens. (B) G/Z(G) nem
lehet ciklikus, csak ha G Abel. (B) p? rednfi csoport Abel.

Direkt szorzat (D) Csoportok 2-és tobbtényezds kiilsé
és bels direkt szorzata. Szemidirekt szorzat. (B) Szemi-
direkt szorzat jellemzése. (B) Kiils6 és belsd direkt szorzat
izomorf. (B) "Diszjunkt" normadlosztdk centralizdljak egy-
mést. (B) Direkt szorzat elemének rendje. (B) Véges Abel-
csoportok alaptétele.(B) Primér felbontési tétel. (B) Véges
Abel-féle p-csoport maximalis rendi ciklikus rézcsoportja-
hoz van direkt kiegészité. (D)Q(G), Gt (B) Egyértelmi-
ség bizonyitdsa.

Permutéaciécsoportok, csoporthatasok (D) n-edfoki
permutéaciécsoport.(D) Sy, A,. (D) Permutécié inverzioi.
Péros és paratlan permutaciok. (B) Szorzat paritasa.(D)
Permutéci6 reprezentacié(csoporthatéas). (D) El6jel rep-
rezentacié. (B) Képe Co, magja A,. (B) |S,, : A,| = 2.
(D) transzpozicié. (B) Minden permutdcié transzpozicidk
szorzata. (B) minden transzpozici6é paratlan permutécié.
(B) Péros hosszu ciklus paratlan, paratlan hossza ciklus



paros permutécié. (B) S,-et generdljak a transzpozicidk,
han > 2. (B) A,-etgenerdljék a 3-as ciklusok, ha n > 3.
(D) Egy permutécié fixpontjai halmaza. (B) A,, egyszer(i
csoport, ha n > 5. (B) Cauchy-tétel. Példa: nem prim osz-
téra, nem feltétlen van olyan rendii elem a csoportban. (B)
Cayley-tétel. (B) Tranzitiv permutécidécsoport (csoportha-
tas). (B) (Alt. Cayley) Ha |G : H| = n, akkor G-nek van
n-edfokd tranzitiv permutécié reprezentaciéja H jobbol-
dali mellékosztélyain, melynek magja Nz~ Hz. (D) Egy
permutaciécsoportban vagy csoprthatasnal a jegyhalmaz, a
jegystabilizdtor, orbit fogalma. (B) Orbit hossza= jegysta-
bilizator indexe. Specidlis esetei akkor, ha G hat G-n (vagy
G részcesoportjain) konjugédldssal. (D) Tobbjegystabilizétor.
Példa: kocka szimmetria-csoportjanak rendje.

Sylow-tételkor (D) p-csoport. (B) Véges csoport ponto-
san akkor p-csoport, ha rendje p-hatvdny. (D) p-Sylow rész-
csoport fogalma. (B) Sylow-tételek:1étezés, szamuk, konju-
géltsdg, minden p-részcsoport bennevan egy p-Sylowban.
(B) p-hatvanyrend{ elem nem normalizalhat p-Sylowot. (B)
egy véges csoportban pontosan akkor van 1 db p-Sylow, ha
az norméloszt6. (B) Ha mindegyik Sylow normaéloszté, ak-
kor G Sylowjainak direkt szorzata. Véges nilpotens cso-
portok tovabbi tulajdonsigai: (B) minden valédi rész-
csoport normalizdtora bévebb a részcsoportnal. (B) minden
maximalis részcsoport normaloszté. Sylow-csoportok alkal-
mazdsa: kis rendii csoportok struktirdja. (B) pg-adrendii
csoportok strukturaja.

Szabad csoportok, definidlé reldcidk (D) X halmaz
altal generalt szabad csoport. (B) Szabad csoport generdto-
rain adott minden lekeépezés egy csoportba kiterjed a sza-
bad csoport homomorfizmusavé. (Univerzalis tulajdonsig)
(B) Minden n elem altal generdlt csoport egy n elem 4l-
tal generalt szabad csoport faktorcsoportjaval izomorf. (D)
Csoport megadasa generatorokkal és definialé relaciokkal.
(B) Dyck tétele. (B) Todd-Coxeter mddszer egy részcsoport
indexének kiszamitdsara.

Gyitiriik (D) Axiémak. Szdmolds gytirtikben. (D) Kom-
mutativ gylir{i.(D) Részgylirii, idedl, egyoldali idedl. Egy-
ségelemes gyf(ir(i. (D) Egyszerti gylirti. (B) Métrixalgebra
egyszeril, de vannak benne egyoldali idedlok. (D) Ferdetest,
test. Példa: Kvaternidtest. (B) Ferdetestnek nincs nemtrivi
egyoldali idedlja.(B) Forditva: ha egy gytir(iben nincs nem-
trivi egyoldali ideal, akkor az vagy primelemi zérogytru
vagy ferdetest. (B) Egységelemes kommutativ gy{irii ponto-
san akkor egyszerfi, ha test. Példa: (B) R[z]/(x? + 1) ~ C.
Nulloszték. Integritasi tartomany. Példak. (B) Ha R nul-
losztémentes, akkor R[x] is az. (B)Wedderburn-tétel: min-
den véges ferdetest kommutativ. (B) Ferdetestben nincs
nemtrivi nulloszté. (D) Egy halmaz altal generalt rész-
gylirii. (D) Egy halmaz altal generalt idedl. (D) Gyfrt-
homomorfizmus, gytiriizomorfizmus, izomorf gytiriik. (D)
Gyfirthomomorfizmus magja, képe. (B) Gyfirithomomorfiz-
mus magja ideél, képe részgylirti.(T) Homomorfizmustétel,
izomorfizmus-tételek gytriikre. (T) Bijekcié az idedlt tar-
talmazé részgytrik és a faktorgylri részgytirti kozott, ahol
idedloknak idedlok felelnek meg. (B) Idedl szerinti faktor-
gylirii. (B) Minden idedl alkalmas homomorfizmus magja.
(T)(Dorroh-féle bévités) Minden gylirii idedlként bedgyaz-
haté egységelemes gyfiriibe. (D) Integritdsi tartomdny hé-
nyadosteste.(T) Minden integritdsi tartomanynak van ha-
nyadosteste és ez izomorfia erejéig egyértelmii. Példa: Z és

k[z] hanyadosteste.

Noether-gytiriik, féidealgyiiriik, Euklideszi gytiriik
(D) Bal-(jobb) Noether-gytirii. (B) R bal(jobb) Noether
+ R minden bal(jobb) ideédlja végesen generalt. (D) Kom-
mutativ Noether-gyfiri. (B) R kommutativ gytirti Noether
> R minden idedlja végesen generalt. (T)(Hilbert bézis
tétele) Ha R Noether-gyfirti, akkor R[x] is az. (D) Féidel-
tartomdany. (B) Minden f6idealtartoméany Noether. (B)

Z, k[z] f8idedltartomdny, ha k test. (B) Z, k[x] idedljai és
faktorai. Példa:k[z,y] nem féidedltartomdny. (D) Euklideszi
gylirli. (B) Minden euklideszi gyfir(i f6idedltartomény. (D)
Egyértelmi faktorizécios gytirii.(UFD) (D) Oszthatdség,
egység, asszocidltsag,irreducibilis és primelem integritasi
tartomanyban.(B) asszocidltsig jellemzése oszthatosiggal.
(B)Oszthatdség, egység, asszocidltsag, irreducibilitds jel-
lemzése f6idedlokkal. (B) Integritdsi tartomdnyban minden
primelem irreducibilis. (B) Féidedltartomanyban minden
irreducibilis elem primelem. (és minden prim irred.) (B)
Minden féidedltartomdny UFD. (spec: minden euklideszi
gyliri UFD). (T) R UFD — R[x] UFD. Kov: k[z1,...,z,]
UFD. (D) Algebrai egész. (T) Q(v/t) algebrai egészei eukli-
deszi gytirti «<» t = —1,—-2,-3,—-7,—11. (D) Gauss-egszek
gyliriije. (B) Ez egy euklikdeszi gytiri. (D) Maximaélis ide-
al. (B) Minden egységlemes gytir(iben van maximélis ide4l.
(T) Zorn-lemma. (D) primidedl. (B) M maximalis ideél
egy kommutativ egységelemes R gyliriiben «+» R/M test.
(B) P primideal egy kommutativ egységelemes R gyliriiben
< R/P nullosztéomentes. (B) Z, k[x] maximalis idedljai és
primidealjai.(B) Minden maximélis idedl primidedl, de for-
ditva nem igaz. (B) k[z]/(p(x)) test > p(z) irreducibilis.
(B) Ha L = k[z]/(p(x)) test, akkor k C L. (B) L bazisa
és dimenzidja. (B) L-ben x + (p(z)) gydke p(z)-nek. (B)

L = GF(2)[z]/(2® + x + 1) 4 elemi test, bazisa, szdmolas
benne. p-karakterisztikdja testben (a + b)P = aP + bP.

Testbévitések (D) Testbévités, résztest, primtest.
(B)Lehetséges primtestek. (D) Testbvités foka. (B) Fo-
kokra vontakod szorzastétel. (B) Ha K C L véges testek és
|L : K| = n, akkor |L| = |K|™. (B) Véges test elemszdma
mindig primhatvény. (B) Véges test additiv csoportja ele-
mi Abel p-csoport. (B) Véges test multiplikativ csoportja
ciklikus. (D) k test felett algebrai és transzcendens elemek,
példék. (T) e transzcendens. (D) Egy k felett algebrai elem
k feletti minimélpolinomja. (B) Egy « algebrai elem mini-
malpolinomja osztéja minden olyan polinomnak, amlynek
a gyoke. (B) A minimdlpolinom egyértelmisége. (B) k fe-
lett algebrai elem minimdlapolinomja k[z]-ben irreducibilis.
(B) Egy k felett algebrai a elemet tartlamazé legsziikebb
k-t tartalmazé k() test k[x]/(p(x))-szel izomorf, ahol p(z)
az elem minimalpolinomja, e test k feletti foka deg(p(z)).
(B) Ha «, 8 egy p(x) € k[z] polinom két gyoke egy bbvebb
testben és p(z) irreducibilis, akkor k(a) ~ k(8) és p(z) ezen
elemek minimélpolinomjaihoz asszocidlt. (B) Ha o mini-
mélpolinomja k felett n-edfoki, akkor |K(«) : K| = n és
minden k(a) beli elem egyértlemtien irhaté fel mint o leg-
feljebb n — 1-edfoki k-beli egytitthat6s polinomja. (B) Ha
« transzcendens k felett, akkor k(«) ~ k(z), ahol k(x) k[z]
raciondlis fiiggvénytestje. (D) Testek K feletti izomorfiz-
musa. (B) « algebrai k felett +» |K(a) : K| < oo. (B) k
felett algebrai elemek testet alkotnak. (D) Algebrai test-
bévités. (B) Minden véges fokt bovités algebrai. (T) Van-
nak végtelenfokd algebrai bé&vitések. (D) Algebrailag zart



test. (D) Algebrai szdmok teste. (T) A C-nek algebrailag
zart részteste. (D) Egy test algebrai lezartja. (T) Minden
testnek van algebrai lezartja ez izomorfia erejéig egyér-
telm{i. Példak. (D) Polinom felbontési testje.(B) Mindeni
Ek[x]-beli polinomnak van felbontdsi teste és ez k-feletti izo-
morfia erejéig egyértelmii. (D) Normédlis bévités. (T) Egy
véges fokil bovités pontosan akkor normalis, ha egy poli-
nom felbontési teste. (D) Galois-b6vités.(D) Testbévités
Galois-csoportja. (T) Galois-elmélet fététele. (T) Kapesolat
a Galois-csoport rendje és a bévités foka kozott. (D) Poli-
nom Galois-csoportja. (T) Gyokképlet 1étezésének sziikséges
és elégsége feltétele.

Véges testek (B) Véges test elemszama primhatviny és
minden p™ primhatvinyhoz létezik ekkora véges test, és ez
izomorfia erejéig egyértelmi.(B) Ez éppen zP" — z poli-
nom felbontési testje GF(p) felett. (T) GF(p") minden
k|n-re tartalmaz egyetlen G F(p*)-val izomorf résztestet.
(D) Frobenius-automorfizmus. (B) Aut(GF(p™)) ~ C,.
(B)(Wedderburn) Minden véges ferdetest kommutativ.

Algebrak, modulusok (D) Idedlok Gsszege, szorzata,
hatvénya, nilpotens elem, nilpotens idedl. (D) Idempotens
elem, ortogondlis idempotensek, primitiv idempotensek. (T)
Kapcsolat balidedlok direkt ésszegfe valé felbontssal. (D)
Centralis idempotens, centrélisan primitiv idempotensek.
(T) Kapcsolat idedlok direkt Osszegére valéd felbontéssal.
(D) Féligegyszerli gylirii. (T) Wedderburn-Artin strukti-
ratétel. (D) Modulusok (bal-és jobboldali). Részmodulus,
faktormodulus, direkt 6sszeg és szorzat modulusi, kompo-
zicié lanc. Modulus-homomorfizmus, egyszrii (irreducibi-
lis) modulus. Homomorfizmus-tétel, izomorfizmus-tételek,
Jordan-Holder-tétel modulusokra. Minden Abel-csoport
Z-modulus. (D) Teljesen reducibilis modulus. (B) Teljes
reducibilitds ekvivalensei. (T) Véges dimenzios, féligegysze-
rii algebra felett minden végesen generalt modulus teljesen
reducibilis. (D) Csoportalgebra, (T) Maschke-tétel.

Kategoéridk, funktorok (D) Kategoria, objektumok,
morfizmusok, kovarians, kontravarians funktorok. Pél-
dak: csoportok, gytiriik, modulusok kategoéridja, Hom-
funkotorok.



