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BEVEZETES

A publikédcidimban szerepld szertedgazéd témék kozill harmat valasztottam ki a
tézisflizet szdméra: a monomialitast, a blokkelméletet és a mélységet. Ezek a véges
csoportok reprezentaciéelméletéhez tartoznak. A véges csoportok reprezentacio-
elméletével 1984 koriil, a doktori dolgozatom kapcsan kezdtem el kutatdsszeriien
foglalkozni, melyet Corradi Keresztély vezetésével irtam.

Ebben az idében Magyarorszagon még nem nagyon ismerték a szimbolikus szami-
tdsi komputer algebrai szoftvereket. 1992-ben a Miiegyetemen Joachim Neubiiserrel
(RWTH-Aachen), E. F. Robertsonnal (University of St Andrews), Andrea Caran-
tival (Trento University), Wettl Ferenccel (BME Kozlekedéskari Matematika Tsz.)
valamint Recski Andréssal (BME Villamoskari Matematika Tsz.) és a hozzdjuk tar-
toz6 EUROMATH Laboratériummal, Komputer Algebra Nyéri iskolat szerveztiink,
melynek keretében megismerkedtiink tébbek kozott a GAP programcsomaggal vala-
mint a komputer algebra elméleti hatterével. A munkaallomdsokkal felszerelt
EUROMATH-laboratériumban voltak a szamitégépes gyakorlatok. Ez a gépi kor-
nyezet akkoriban Magyarorszagon igen kivételes volt, mivel sokaig a munkaalloma-
sok embargé alatt alltak.

1993-ban DAAD 6sztondijjal az RWTH-Aachen egyetemen GAP programokat
irtam reprezetdcidelméleti kutatdasaimhoz. Az RWTH-Aachen D Matematika Tan-
széke akkor a GAP fejlesztési kozpontja volt, Joachim Neubiiser vezetésével. Ezen
az egyetemen inteziv kutatas folyt a modularis reprezentdcidelemélet valamint an-
nak komputeres vizsgalataiban is. Herbert Pahlings professzor is ezekben a témék-
ban dolgozott, tobbszor tartott eldadasokat Budapesten is. A moduléris reprezenté-
cidelméleti kutatasoknak Magyarorszagon akkor még nem volt hagyoméanya. Bar
az ELTE-n, Pelikan Jézsef specidleldadasain el tudtam sajatitani ennek alapjait.
Késébb rendszeresen szerveztiink olvasészeminariumokat a témakorben.
G. R. Robinson budapesti latogatasa is nagy hatassal volt e téma iranti érdeklodés
felkeltésére. 1993-1996 ” Using Computer Algebra” c. TEMPUS projektiink kereté-
ben, kés6bbi kutatdsi (OMFB, Tét, OTKA) projektekben tovébbi csoportelméleti
és reprezetacidelméleti kutatdsokba kapcsolédtam be. E projektek vezetéi ma-
gyar részrél Babai Laszld, Palfy Péter Pal, Molnar Emil, Schmidt Tamas, Corradi
Keresztély, Ronyai Lajos, német partnerei Joachim Neubiiser, Herbert Pahlings,
Gerhard Hiss, Burkhard Kiilshammer és Christine Bessenrodt voltak. Jelenleg is
résztveszek az ” Algebra és algoritmusok” (témavezeté: Rényai Lajos) valamint a
” Csoporthatdsok” (témvezet6: Pyber Lészlé) c¢. OTKA projektek munkajaban.

2000-ben Reprezetaciéelméleti Workshopot szerveztiink az Erdés Kozpont tdamo-
gatdsdval a kutatdsi projektiink résztvetéivel egyiitt (Aachen, Jena, Magdeburg),
valamint a reprezentaciéelmélet neves egyéniségeivel: itt volt G. D. James, R. Dip-
per, G. R. Robinson és J. Olsson is.

A tézisfiizet témai kozill monomialitast méar a doktori dolgozatomban is vizsgal-
tam. Késébb a szubnormalis monomialitds, valamint a blokkok és a monomialitas
kapcsolata keriilt az érdeklédésem eléterébe, Guan Aun How, valamint C. Bessen-
rodt munkdinak hatasdra. A Dade-sejtés szamitégépes tanulméanyozasara Herbert
Pahlings hivta fel a figyelmemet.



Nabila Mohammed Hassan tarstémavezetojeként a Dade-sejtéssel kezdtem fog-
lalkozni. Ezzel kapcsolatban két publikacié sziiletett: az egyikben igazoltuk a Dade-
sejtést a sporadikus egyszeri Higman-Sims csoportra, a masikban kapcsolatot bi-
zonyitottunk a projektiv Dade-sejtés és a csoport centrdlis bovitésére vontakozo
kozonséges sejtés kozott.

A tovébbi blokkelméleti cikkekben tdrsszerzéim: Héthelyi Laszlé (BME), Tho-
mas Breuer (Aachen), Burkhard Kiishammer (Jena), John Murray (Maynooth)
valamint Szabé Endre (Rényi Intézet).

Az utébbi években az érdekl6désem a csoportok részcsoportjainak kombina-
torikus valamint k6zonséges mélységének vizsgalata felé fordult. Ez a fogalom a von
Neumann-algebrékban bevezetett mélységfogalombdl eredeztethets. B. Kiilsham-
mer, S. Burciu, L. Kadison és R. Boltje munkai nyomén fejlodott ki a téma.
Kilshammer néhény tanitvinya (S. Danz, T. Fritzsche, C. Reiche) is publikélt
méar ebben a kérdéskorben.

Héthelyi Laszléval és doktoranduszommal, Petényi Franciskdval, két mélységgel
kapcsolatos cikket frtunk. Az egyik mdr megjelent, az Sz(q) Suzuki-csoportokat,
a masik (e tézisflizetben nem szerepel) Petényi Franciska PhD dolgozatdnak részét
képezi, a Ree R(q) csoportosztilyt vizsgalja.

A téziseket a megadott 10 cikk alapjan készitettem. Az idézett tételek tobbnyire
e cikkek eredményei, ellenkezo esetben ezt kiilon jeloljiik. A kozos cikkek esetén az
én hozzajarulasom a cikkekhez koriilbeliil a ram es6 aranyos rész. A tézisekben G
mindig véges csoportiot jelol.

Ko6szonetnyilvanitas: Koszonom a BME Algebra Tanszék tamogatasat a ha-
bilitacié koltségeinek atvallalasdban, valamint Nagy Attila biztatasat a habilitdcids
eljaras elinditdsaban. Ko6szonom Recski Andras, Ronyai Lajos valamint Wett] Fer-
enc segitd tandcsait is. A jelenlegi kutatdsok tdmogatéi: az NKFI 115288 valamint
az NKFI 115799 projektek.



1. TEz1S - M-BLOKKOK [1]

Elégséges feltételt adunk arra, hogy eqy feloldhatd csoport p-blokkja M -blokk legyen.
Vizsgaljuk, hogy a féblokk, illetve a mazximalis defekti blokkok hogyan hatdrozzdk
meg eqy csoport monomaialitdsdt.

1.1. Definicié. Legyen G véges csoport. Azt mondjuk, hogy egy x € Irr(G) irre-
ducibilis (komplex) karakter monomialis vagy M-karakter,

ha x indukélhat6 valamely H < G részcsoport alkalmas linearis karakterébol.
Egy csoport M-csoport, ha minden irreducibilis karaktere monomialis. Azt mond-
juk, hogy x € Irr(G) szubnormadlisan monomidlis vagy SM-karakter, ha x a
G csoport egy H szubnormalosztdjanak linedris karakterébél indukédlhaté. Egy cso-
port SM-csoport, ha minden irreducibilis karaktere szubnormaélisan monomialis.

K. Taketa egy ismert tétele szerint minden M-csoport feloldhaté. Viszont min-
den szuperfeloldhaté csoport M-csoport. Az M-csoportok osztalya valédi médon
e két osztély kozé esik. A monomialitds nem 6roklédik részcsoportra. Ha egy M-
csoport minden részcsoportja is M-csoport, akkor 6t MU-csoportnak nevezziik.

Minden SM csoport MU, de a forditott allitds nem igaz. Az SM-csoportokkal a
tézisfiizetben nem szerepl6 korabbi cikkben is foglalkoztunk, melyet Gua Aun How
dolgozatai inspriraltak.

A moduléris reprezentdcidelméletet R. Brauer vezette be. Célja a reprezentdciok
"lokdlis” vizsgdlata volt. Legyen (K, R, F) p-moduldris rendszer, azaz R teljes
diszkrét értékelésgyliril, K nulla karakterisztikaji hdnyadostesttel és F = R/J(R) p-
karakterisztikdju maradékosztaly testtel. Feltessziik, hogy F-ben, és K-ban benne
vannak a |G|-edik egységgyokok. Ekkor az RG csoportgyliri felbomlik felbont-
hatatlan kétoldali idedlok direkt Gsszegére:

RG = @DB;

FG ugyancsak hasonléan felbomlik felbonthatatlan kétoldali idedlok direkt 6sszegé-
re:
FG = @B]

Ezeknek a felbontdsoknak megfelel az 1 felbontdsa centralisan primitiv idem-
potensekre 1 =) ep, illetve T =) ep:.

Azt lehet tudni, hogy a mod J(R) dtmenet bijekci6 a két felbontds direkt tényezdi
kozott. Ezeket hivjuk a két felbontds p-blokkjainak. A megfeleltetésnél a
centralisan primitiv idempotensek is a megfelelébe képzodnek bijektiv mdédon.

Viszont a Wedderburn-Artin struktira-tételbél tudjuk, hogy K ® RG ~ KG =
®©M,,, K] métrixalgebrék direkt dsszege és minden direkt tényezd sorvektorai egy-
massal izomorf irreducibilis jobboldali K G-modulusok. Azaz G egy-egy irreducibilis
karaktere KG egy mdtrixalgebra direkt tényezdjéhez tartozik (multiplicitdssal).
Mivel pedig RG minden blokkja K felett matrixalgebrdkra bomlik, igy minden
X € Irr(G) alkalmas blokkhoz tartozik. Ahhoz a B blokkhoz, amelyre K ® p B
a neki megfelel6 matrixalgebrat direkt tényez6ként tartalmazza.

1.2. Definicié. Legyen G véges csoportnak B p-blokkja. Irr(B)-vel jeloljiik a B

blokkhoz tartozé irreducibilis karakterek halmazat. Azt mondjuk, hogy a B blokk

M-blokk, ha minden x € Irr(B) monomialis karakter. Azt mondjuk, hogy a B

blokk SM-blokk, ha Irr(B) minden eleme SM-karakter. Azt a p-blokkot, amely
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a trividlis karaktert tartalmazza a csoport f&blokkjanak nevezzik és Bg(G)-vel
jelsljiik.

Mivel a Ct osztalydsszegek a csoportalgebra centrumanak bézisat alkotjak,
igy, e, =Y Bp«(C)CT, alkalmas 8p-(C) € F egylitthatékra.

1.3. Definicié. Legyen x € Irr(G). A x-hez tartozé centrilis karakternek

nevezziik és w,-vel jeldljikk azt az w, : Z(RG) — R R-algebra homomorfizmust,

x(9)[C]
x(1)

Ot € RG pedig a hozza tartozé osztilydsszeg.

melyre w, (CT) = , ahol g € C és C' a G csoport egy konjugaltosztalya,

Azt lehet tudni, hogy a mod J(R) dtmenetnél az azonos blokkokhoz tartozd
irreducibilis karakterek centrélis karakterei ugyanoda képzdédnek. fgy van értelme
a blokk centrélis karakterérdl beszélni. Nevezetesen: wp-(CT) := w, (C") mod
J(R), ahol x € Irr(B) tetsz6leges karakter.

Egyuttal wp« : Z(FG) — F algebra homomorfizmust indukal.

1.4. Definicié. Legyen G véges csoport, és C' legyen G-nek egy konjugaltosztélya.
Legyen z € C. Tekintsiik ennek Cq(x) centralizdtorat. Ennek p-Sylow részcsoport-
jat a C' konjugaltosztaly defektcsoportjanak nevezziik. Ez konjugaltsag erejéig
egyértelmii. A defektcsoport p? rendjének d kitevéjét, a konjugdltosztaly de-
fektjének nevezziik. Egy konjugéltosztily defektosztalya a B p-blokknak, ha
wp«(CT) # 0 és Bp-(C) # 0 egyidejlileg teljesiil. Egy blokk defektosztalydnak
defektesoportjat, a blokk defektcsoportjanak nevezziik és 6(B)-vel jeloljiik.

|6(B)| = p? esetén d-t a B blokk defektjének nevezziik és d(B)-vel jeloljiik.

1.5. Definicié. Egy x € Irr(G) karakter p-defektje a %—t 0szté maximélis

p-hatvény kitevije. Jele: d(x).
Ismert, hogy d(B) = max{d(x)| x € Irr(B)}.

1.6. Jelolés. Rogzitett p esetén egy csoport p-blokkjai halmazat Bl(G)-vel a D
defektcsoporti blokkjai halmazat Bl(G|D)-vel jeloljiik. G konjugdtosztilya-
it C1(G)-vel, D defektcsoporti konjugaltosztalyait pedig C1(G|D)-vel jeloljik.

1.7. Definicié. Egy G csoportot p-nilpotensnek neveziink, ha van normal p-
komplementuma, azaz G = PK, ahol P € Syl,(G) és K <G p’-csoport.

1.8. Definicié. Minimdlis nem nilpotens csoportnak, vagy (p, ¢)-csoportnak
neveziink egy olyan csoportot, melynek minden valédi részcsoportja nilpotens.

Ezeknek a struktiuraja ismert, Schmidt-csoportoknak is szoktak dket nevezni.
Legyen G egy ilyen csoport. Ekkor a kovetkezd feltételek teljesiilnek G-re:
(i) G feloldhatd.
(ii) |G| rendje két primmel oszthat6 csak, azaz |G| = p%qP.
ili) G' = P € Syl,(G).
iv) Ha p > 2, akkor exp(P) = p; ha p = 2, akkor exp(P) < 4. Mindkét esetben
exp(Z(P)) =p.
(v) P Abel-csoport vagy P’ = ®(P) = Z(P) < Z(G).
(vi) Ha Q € Syl,(G), akkor @ ciklikus, és ha Q = (z), akkor 29 € Z(G).
(vil) ha P Abel, akkor @ irreducibilisen hat P-n és exp(P) = p. Ha P nem Abel,
akkor @ irreducibilisen hat P/Z(P)-n és exp(P/Z(P) = p. Az els6 esetben
6
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P, a méasodik esetben P/Z(P) a GF(p) feletti vektortérnek tekinthetd,
melynek dimenzidja o(p) mod ¢, amely pédros a nem Abel esetben.
(vil) G-t a g-Sylow részcsoportjai generaljak.
Ezek a csoportok nem p-nilpotensek. Azt is be lehet latni, hogy egy csoport
pontosan akkor p-nilpotens, ha nem tartalmaz (p, q)-csoportot.

1.9. Jel6lés. Ha a G csoport tartalmaz (p, ¢)-csoportot, akkor ezt G > (p, q)-val,
ha nem tartalmaz, akkor ezt G 2 (p, q)-val roviditjik.

Corradi Keresztély egy cikkében megmutatta, hogy a G 2 (p,q) tulajdonsdg
faktorcsoportra 6roklodik.

1.10. Definicié. Egy G p-csoport modularis, ha részcsoportjai haléja modularis.
(Ha p # 2, akkor ez pontosan akkor teljesiil, ha p*-rendii p-exponensii extraspecialis
csoport nem izomorf G egy részcsoportjanak faktordval.)

Az M-blokk fogalmat C. Bessenrodt vezette be 1990-ben. Az & eredményei
inspirdltdk a kovetkez6 tételt az [1] cikkben, melyben elégséges feltételt adtunk
arra, hogy egy feloldhaté csoport bizonyos blokkjai M-blokkok legyenek:

1.11. Tétel. Legyen G véges feloldhato csoport, amely pdratlan rendi. Legyen p a
|G| egy primosztdja. Legyen N a G csoport egy normdlosztdja, melyre
(i) Ha tekintjik |G/N| bdrmely két kilonbozd primosztdjdt r-et és q-t, ahol
r # p, akkor G/N % (r,q);
(ii) |N| minden q # p primosztdjdra, N q-Sylow részcsoportja moduldris.
Ekkor G minden olyan p-blokkja, amelynek defektcsoportja moduldris, M-blokk lesz.

Feloldhato p-nilpotens csoportokban egy masik elégséges feltételt talaltunk
arra, hogy egy blokk M-blokk, illetve SM-blokk legyen. Ezt az eredményt Herbert
Pahlings egy dolgozata inspiralta.

1.12. Tétel. Legyen G feloldhatd p-nilpotens csoport. Ekkor minden olyan blokk,
amely tartalmaz linedris karaktert M-blokk lesz. Ha G/O, (G) Abel-csoport, akkor
minden olyan blokk, amely tartalmaz monomidlis karaktert, az M -blokk lesz, ha meg
tartalmaz SM -karaktert, akkor SM-blokk lesz.

Ez az eredmény nem igaz nem p-nilpotens csoportokra. Példaul SL(2,3) esetén
p = 2-re Irr(Bo(G)) = Irr(G). A tétel csak elégséges feltételt ad, ezek a feltételek
nem sziikségesek.

Ha a f6blokk M-blokk, az még nem biztositja a csoport monomialitasat. Példa-
ul SL(2,3)-ban p = 3 esetén Bo(G) M-blokk, de G nem M-csoport. Az SM esetre
sem igaz az analdg allitas. Ezt mutatja a kovetkezo

1.13. Példa. Legyen G egy 33 rendii, 3 exponensfi extraspecialis csoport 2-odrendii
automorfizmussal vett bévitése, amely a kommutator faktorcsoporton reducibilisen
hat. p = 2 esetén a f6blokk SM-blokk, de a csoport nem SM-csoport.

Lehet példat mutatni arra is, hogy a maximalis defekti blokkok monomialitdsa
sem vonja maga utdn a csoport monomialitasat.
Viszont Frobenius-csoportokra bizonyos esetben lehet tobbet is tudni:

1.14. Tétel. Legyen G egy Frobenius-csoport, N maggal. Legyen p az |N| egy
primosztdja. Ekkor a kovetkezd dllitasok ekvivalensek:

(i) Bo(G) M-blokk.



(ii) G monomidlis csoport.
(i) G szubnormdlisan monomidlis csoport.
(iv) Bo(G) SM-blokk.

Ha a p prim nem |N|-t osztja, hanem a Frobenius-komplementum rendjét,
akkor mér eléfordulhat, hogy Bo(G) M-blokk, de G nem M-csoport.
Azonban, igaz, a kovetkezo

1.15. Tétel. Legyen G véges feloldhats csoport.

(a) Legyen G-ben minden részcsoport minden mazimdlis defektd p-blokkja M -
blokk. Ekkor a G csoport MU -csoport lesz.

(b) Legyen G minimdlis nem M -csoport, azaz G minden részcsoportjdnak min-
den faktora, amely |G|-nél kisebb rendii, M-csoport. Ekkor, ha G minden
maximdlis defektd p-blokkja M -blokk, akkor a G csoport M -csoport lesz.



2. TEz1S - DADE-SEJTES A HIGMAN-SIMS CSOPORTRA [2]

A Higman-Sims sporadikus egqyszerd csoportra beldtjuk az invaridns projektiv Dade-
sejtést.

E. Dade az 1990-es években fogalmazta meg sejtéseinek sorozatat. Belatta, hogy
a legaltalanosabb 1.n. induktiv Dade-sejtés pontosan akkor igaz, ha minden véges
egyszerd csoportra igaz. Ezért meghirdetett egy programot, a véges egyszeri cso-
portok Dade-sejtés szempontjabdl valo vizsgalatara. A sejtés jelenlegi dllasa nyo-
mon kovetheté a J. B. Olsson és K. Uno altal mitkodtetett web-lapon:
http://www.math.ku.dk/~olsson/links.dade.html.

Legyen (K, R, F') p-moduldris rendszer, mint kordbban.

2.1. Definicié (Brauer). Legyen H < G részcsoport. Legyen sy : Z(RG) —
Z(RH) az az R-homomorfizmus, amelyre sy (Ct) := > _ny®. Ez a leképezés
egy st : Z(FG) — Z(FH) F-homomorfizmust indukal. Legyen b € BI(H). Ekkor
wj o sy Z(FG) — F is F-homomorfizmus. Amennyiben ez F-algebra homomor-
fizmus is, akkor van olyan B € BI(G) blokk, melyre wj = w; o s};. Ekkor azt
mondjuk, hogy az induk&lt blokk, b“ Brauer értelemben értelmezve van és
egyenld B-vel. Jele: b% = B.

e Ismert, hogy ha egy @ p-csoportra, Co(Q) < H < Ng(Q) teljesiil, akkor
az a Brg : Z(FG) — Z(FH) leképezés, amelyet a Bro(CT) = (C'N
H)* megfeleltetés ad meg algebra homomorfizmus. Ez az G.n. Brauer-
homomorfizmus. Ha még az is igaz, hogy QC¢(Q) < H < N¢(Q), akkor
minden b € BI(H) blokkra wj os}; = wjoBrq, azaz algebra homomorfizmus,
tehat b¢ értelmes.

e Brauer I f6tétele szerint, ha Ng(D) < H < G, akkor bijekcié van
BI(H|D) és BI(G|D) kozdtt és ezt a bijekcidt egyik irdnyban blokk indukcid,
masik irdnyban pedig a blokk idempotensnek a Brauer-homomor-fizmusnal
vett képe adja meg.

e Azt is lehet tudni, hogy egy B € BI(G) blokk defektcsoportja az a
maximalis olyan @ < G p-csoport konjugaltsag erejéig, melyre Brg(ef) #
0.

e A blokk indukeié tranzitiv, azaz ha L < H < G, b € BI(L) és bH értelmezve
van, akkor b¢ és (b)Y egyikének létezése esetén a masik is létezik és
(bT)G = pC.

e Ha egy b € BI(H) blokk D defektcsoportjara Cg(D) < H, akkor b% mindig
értelmes. Ekkor b-t megengedett blokknak nevezik.

e Brauer III. f6tétele szerint, ha H < G és b € BI(H) blokk D defek-
tesoportjara Cq(D) < H teljesiil, akkor b = By(G) pontosan akkor ha
b = Bo(H), azaz H és G f6blokkjai egymdsnak felelnek meg a blokkin-
dukcional.

2.2. Jelolés. Legyen C' : Py < P, < P, < --- < P, egy p-lanc, azaz a G csoport
p-részcsoportjainak egy n hosszi lanca, azaz |C| = n. A P csoporttal kezd6d8
lancok halmazét P(G|P)-vel jeloljitk. Ha P normdloszté G-ben, akkor ezeken a
lancokon G konjugaldssal hat. Jelolje P(G|P)/G ezen ldncok G-orbitjainak egy
reprezentans rendszereét.

R. Knorr és G. R. Robinson megmutattdk, hogy egy C' p-lanc normalizatorardl
mindig értelmezve van a blokk indukcié Brauer-értelemben, és egy B € BI(G)
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blokkot épp azok a b € Bi(N¢(C)) blokkok indukalnak, amelyeket Brp, (e};) nem
anullal, azaz az i.n. Brauer-megfeleltetett blokkok.

2.3. Sejtés (DADE’S ORDINARY CONJECTURE). Legyen G véges cso-
port, melyre O,(G) = 1. Legyen B € BI(G|D) p-blokk, ahol d(B) > 0. Legyen d
nemnegativ egész szam. Ekkor

Z (_1)‘C|k(NG(0)7B7d) :Oa
CeP(G|1)/G

ahol k(Ng(C),B,d) = |{x € Ir(Ng(C))| b(x)¢ = B,d(x) = d}|. Itt b(x) €
BI(Ng(C)), a x-t tartalmazé blokk.

Dade megmutatta, hogy az Gsszes p-részcsoport lancok helyett vehetok kevesebb
p-csoportot tartalmazd osztalyok is, példaul elemi Abel p-csoportok lancai, jele &,
radikal p-csoportok lancai, jele U stb.

2.4. Definicié. Egy P < G radikdl p-részcsoport, ha P = O,(Ng(P)).

Az invarians Dade-sejtés megfogalmazasihoz G-t be kell 4gyazni normalosztoként
egy b&vebb FE csoportba. Ha Z(G) = 1, mint esetiinkben, akkor FE az Aut(G)-nek
vélaszthaté. E hat a p-ldncokon és Ng(C) < Ng(C'). Minden x € Irr(Ng(C))-nek
van Ng(C)-ben egy T(x) inercial részcsoportja. Legyen G < H < E. Legyen

k(Ne(C), B,d, H) == |{x € In(Na(C))| d(x) = d,b(x)” = B, T(x)G = H}|.

2.5. Sejtés (DADE’S INVARIANT CONJECTURE). Legyen G véges cso-
port, melyre O,(G) = 1 és B € Bl(G), ahol d(B) > 0. Legyen d nemnegativ egyész
szam. Legyen G4 F és G < H < FE.

S (-)K(NG(C), B,d, H) = 0.
CeF/G
Itt F lehet P(G|1),U(G|1),E(G]|1), stb.

Ismert, hogy G-nek a faktor halmazahoz tartoz6 projektiv reprezentacioéi ek-
vivalensek azokhoz, amelyeket fel lehet emelni a G* fed6csoport kézonséges repre-
zenté-cidjava, ahol G* a G csoport Z* = (a)-gal vett centrdlis bévitése. Ha
rogzitiink egy ¢ € Irr(Z*) hii, irreducibilis karaktert, akkor azon irreducibilis karak-

terei a G*-nak, melyek G projektiv karaktereinek felemeléseib6l szarmaznak, épp
azok az Irr(G*)-beli karakterek, amelyek megszoritasiban ¢ eléfordul

k(NG*(C*)7B*ad*aC) =
{v € Trr(Ng+ (C™))| d(¥) = d*, b)) = B*, (¥|27,¢) # 0,d" > 1,(|Z7])}].
Az mondjuk, hogy B* a ( felett fekszik, jele B* € BI(G*|(), ha ( eléfordul

egy x € Irr(B*) karakter Z*-ra valé megszoritdsdban. Ekkor azt is irjuk, hogy
X € Irr(B*|(), azaz a x karakter ( felett fekszik.
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2.6. Sejtés (DADE’S PROJECTIVE CONJECTURE). Legyen G véges cso-
port, melyre O,(G) = 1. Legyen Z* a G csoport Schur-multiplikdtoranak egy cik-
likus részcsoportja. Legyen G* a G csoport Z*-gal vett centralis bovitése. Legyen
¢ € Irr(Z*) hii karakter. Ekkor minden olyan B* € BI(G*|C) esetén, melyre
d(B*) > vp(|27)),

> (1) Ik (Ng. (C*), B*, d*,¢) = 0,
C*EF(G*\OP(G*))/G*

ahol F lehet P, &,U valamelyike.

Legyen most
k(Ng.(C*),B*,d*, H*,() :=

{ € Ng- (O] d(v) = d*,b(¥)9" = B*, (¥12",¢) # 0,T*($)G* = H*},
ahol T% (1)) a ¢ karakter Np,(C*)-beli inerciacsoportja.

2.7. Sejtés (DADE’S INVARIANT PROJECTIVE CONJECTURE). Le-
gyen G véges csoport, melyre O,(g) = 1. Legyen Z* a G csoport Schur-multipliké-
toranak egy ciklikus részcsoportja. Legyen G* a G csoport Z*-gal vett centrélis
bévitése. Legyen ¢ € Irr(Z*) hil karakter. Legyen E* egy csoport, amely G*-
ot normalosztoként tartalmazza és E* trividlisan hat Z*-on. Ekkor minden H*
részcsoportra, melyre G* < H* < E* és minden olyan B* € BI(G*|() esetén,
melyre d(B*) > vp(|Z7*]),

> (~1)I" K(Neu (C*), B*,d*, H*, () = 0,
C*eF(G*|0p(G*))/G*

ahol F lehet P, E,U valamelyike.

Ismert, hogy a projektiv invaridns sejtés teljesiilése esetén igaz a projektiv és az
invarians sejtés. Ez utébbi két sejtés mindegyike erésebb, mint a kdzonséges sejtés.
Mivel a gyengébb sejtések megmutatdsa az erésebb sejtések részbeni bizonyitdsa is,
ezért a szamitasokat a kozonséges sejtéssel kezdtiik.

A Higman-Sims csoport rendje: 2°-3% .53 .7 11.

Dade 1996-ban bebizonyitotta sejtését ciklikus defekt csoporti blokkra. fgy csak
a 2,3,5 primekkel kell foglalkozni.

A szamolésokat GAP programokkal végeztiik, és U-lancok konjugaltosztdlyainak
reprezetanselemeivel szamoltunk.

Ily médon bebizonyitottuk a Higman-Sims-csoportra a projektiv invarians Dade-
sejtést, amely e csoport esetén ekvivalens az induktiv Dade-sejtéssel, mivel a HS
csoport Schur-multiplikatora és a kiilsé automorfizmus csoportja is masodrendi. A
szamoldsokat a HS-csoport 100 foku, hii, permutaciéreprezentacidjaval végeztiik.

2.8. Megjegyzés. A Dade-sejtések kapcsolatban allnak a J.L. Alperin dltal 1986-
ban megfogalmazott .n. Alperin-silysejtéssel is.

2.9. Sejtés (ALPERIN’S WEIGHT CONJECTURE). Legyen G véges cso-
port F' algebrailag zart p-karakterisztikaju test. Ekkor egyenl6ek:
(i) Az egyszerii FG-modulusok izomorfia tipusai szdma;
(ii) ZQ a projektiv egyszerli N (Q)/Q-modulusok izomorfia tipusai szdma. Itt
a @ a G csoport p-részcsoportjai G-konjugaltosztalyai reprezentans elemein
fut.
11



Ennek blokkokra vonatkozé vatozataban: (i)-ben csak egy B blokkhoz tar-
tozé (azaz B-vel nem anulldlt) modulusokat szdmoljuk Gssze, (ii)-ben pedig csak
azon projektiv egyszer(i modulusokat, amelyek Ng(Q)-modulusként benne vannak
B egy Brauer-megfeleltetett blokkjédban.

1989-ben R. Knorr és G. R. Robinson bebizonyitottak a kdvetkez6t:

2.10. Tétel (Alperin-sejtés Knorr-Robinson alakja). Az Alperin-sejtés egy
p primre pontosan akkor teljesil, ha minden G véges csoportra és annak minden
pozitiv defektld B p-blokkjdra

> (-DIK(Na(C), B) =0,
CeP(G1)/G
Ahol k(Ng(C), B) = [{¢ € Ir(Na(C))| b(¢)¢ = B}|.

Ez a tétel motivalta Dade-et sejtéseinek megfogalmazasdban. Megjegyezziik,
hogy bar ezek szerint HS-re igaz az Alperin-sejtés Knorr-Robinson vatozata, azaz

Y. (DR(Ne(C), B) =0,

CeP(G1)/G

ez még nem bizonyitja az eredeti Alperin-sejtést a H S-csoportra.
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3. TEzI1S - TOVABBI EREDMENYEK A DADE-SEJTESSEL KAPCSOLATBAN [2],[3]

Beldtjuk, hogy minden olyan véges G csoportra, amelyre O,(G) =1, d =1 esetén a
kozonséges és invaridns Dade-sejtések teljestilnek. Tanulmdnyozzuk a kdzonséges és
a projektiv Dade-sejtés kézotti kapesolatot, primrendi Schur-multiplikdtor esetén.
Beldtjuk, hogy Brauer III. fététele igaz lancnormalizdtorokra. Példdkat mutatunk,
hogy Brauer I. fétételének analogonja valamint az Alperin-McKay sejtés analogonja
nem igaz p-ldncok normalizdtoraira.

Az el6z6 tézisek jeloléseit hasznaljuk.

3.1. Tétel. Legyen G véges csoport.

(i) Ho C : 1 = Py < P, < --- < P, p-ldnc G-ben és |P,| > p, akkor az
Ng(C) ldncnormalizdtornak nincs 1-defektd blokkja, és 1-defektd karaktere
sem. Ezért k(Ng(C), B,1) =0 minden B € BI(G) blokkra.

(ii) Ha B € BI(G) és d(B) > 1, akkor minden C' € P(G|1) p-lincra, Ng(C)
minden B-t indukdld b blokkjdra, d(b) > 1 teljesil. Tehdt k(Ng(C), B,1) =
0.

(iii) Ha egy B € BI(G) blokk D defektcsoportja Abel, akkor Ng(C') minden olyan
p-blokkja, amely B-t indukdlja, D-hez konjugdlt defetcsoporttal rendelkezik.
Specidlisan, ha d(B) = 1, akkor az Ng(C') részcsoport B-t indukdld blokkjai
is 1 defektiek. Tehdt B, csak nulla és eqy hosszu lancok normalizdatorainak
blokkjaibol indukdlhatd. Az utdbbi esetben |Py| = p is teljesil.

(iv) Legyen G véges csoport, melyre O,(G) = 1. Ekkor G-re d = 1 esetén igaz
a kozonséges és invariins Dade-sejtés.

Legyen G véges csoport g-adrendii Schur-multiplikdtorral, ahol ¢ primszam.
Tegyiik fel, hogy O,(G) = 1. Legyen G* egy nem szétesd centrélis bévitése G-nek
egy Z* g-adrendii ciklikus részcsoporttal. Ekkor 1étezik egy tartalmazast megtartd
bijekcié G és G* p-lancai kozott, ahol egy G-beli C' p-lancnak olyan G*-beli C* lanc
felel meg, amelyre Z* p-része benne van a lanc els6 szemében.

3.2. Definicié. Legyen G = G*/Z*, ekkor létezik egy u}. : FG* — FG algebra ho-
momorfizmus, melyre Y azg9 — Y a5g, ahol g a g € G* képe a G* — G természetes
homomorfizmusnal. E leképezés neve dominalasi leképezés.

Ismertek a kévetkez6 eredmények:

e Ha p = ¢, akkor a domindléds bijekcié B* € BI(G*) blokkok és B € Bl(G)
blokkok kozott, ahol a kép blokk defektcsoportja a defektcsoport képe,
igy d(B*) = d(B) + 1. Ezen kivil Irr(B) C Irr(B*), ezért Irr(B*) \
Irr(B) = Uj_,Irr(B*|(;). Hasonlé éllitésok igazak p-lancok normalizatorai
p-blokkjaira is, azaz hasonlé a kapcsolat Ng«(C*) illetve Ng(C') blokkjai
kozott.

e Ha p # ¢ és B* € BI(G*) p-blokk, akkor ez vagy nem domindl egyetlen
G-hez tartozé blokkot se, vagy egyetlen B blokkot domindl és Irr(B*) =
Irr(B). Az elsé esetben Irr(B*) = UI_,Irr(B*|(;). A masodik esetben pedig
Irr(B*|() = 0, j € {2,...,¢}. Ekkor d(B*) = d(B). Hasonlé allitdsok
igazak p-lancok normalizatorai p-blokkjaira is, azaz hasonlé a kapcsolat
Ng-(C*) illetve Ng(C) blokkjai kozott.
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3.3. Megjegyzés. Legyen u7. : FG* — FG a domindlési leképezés. Legyenek
sg* : FG — FH, syg-* : FG* — FH* projekciok, ekkor pz« o s3j. = sg™ o ph.,
azaz a projekcidk és a domindlasi leképezések felcserélhetdek.
3.4. Tétel. Legyen b € BI(Ng-(C*)) és B* € BI(G*). Legyen b € BI(Ng(C)) és
B € BI(G). Ekkor:
(i) Ha B* domindlja B-t és b domindlja b-t, akkor B* = b"" pontosan akkor,
ha b = B.
(ii) Hab = B és b% = B*. Akkor B* pontosan akkor domindlja B-t, ha b
domindlja b-t.

Tekintiik a p = q esetet:

3.5. Tétel. Legyenek B és B* egymdsnak megfeleld blokkok G-ben, illetve G*-ban,
C és C* pedig egymdsnak megfeleld p-ldncok. Legyen d* = d+1. Legyen k(H, B, d)
a kézonséges Dade-sejtésbeli, k(H*, B*,d*, () pedig a projektiv Dade-sejtésben sze-
repld fiigguény. Ekkor

k(Ng=(C*), B*,d") — k(Ng(C), B,d) =
Zk(NG* (C*)vB*ad*aCj) = (p - 1)k(NG* (C*)vB*ad*aCQ)'
=2

Tekintsiik most a p # ¢ esetet:

3.6. Tétel. Legyen p a q-tol kilonbozd primszam. Legyenek B* és B a domindldsndl

egymdsnak megfeleld blokkok, mint a kordbbiakban. Legyenek C és C* egymdsnak

megfeleld p-lancok G-ben és G*-ban, d* = d. Legyen k(H, B, d) a kozénséges Dade-

sejtésbeli, k(H*, B*,d*, () pedig a projektiv Dade-sejtésben szerepld figguény. Ekkor
k(NG* (C*>’ B*a d*a CJ) = Oa

ha j=2,...,q. Ho B* nem domindlja G egyetlen blokkjdt sem, akkor

q
k(Ng-(C*), B*,d") = Y _k(Ng-(C*), B*,d", ;) = k(Ng=(C*), B, d", (;)
j=2
alkalmas i € {2,...,q} esetén.
Legyen megint p = q:
Ha O,(G) > 1, akkor altaldban a kozonséges Dade-sejtésbeli alternalé Osszege

nem nulla. Belatjuk, hogy ha G-re igaz a projektiv Dade-sejtés, akkor G*-ra ez az
alternald 0sszeg mindig nulla.

3.7. Tétel. Legyen G egy véges csoport, p-edrendi; Schur-multiplikdtorral. Tegyiik
fel tovdbbd, hogy O,(G) = 1. Legyen G* a G csoport egy nem szétesd centrdlis
bovitése egy p-edrendd ciklikus csoporttal. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(i) G-re a p prim esetén teljesil a kézénséges Dade-sejtés és
> (=) Ik(Ng-(C*), B*,d*) = 0,
C*eP(G*|0p(G*))/G*
ahol k a kézonséges Dade-sejtésbeli figguény.
(ii) G-re teljesiil a projektiv Dade-sejtés a p prim esetén.
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Ha a fenti 6sszefiiggések mindkét oldalat 6sszegezzik kiillonbozoé defektekre, akkor
kapjuk a kovetkezot:

3.8. Kovetkezmény. Legyen G véges csoport.

(a) Legyen a G csoport Z* Schur-multiplikdtora p = 2-odrendd, tovdbbd
02(G) =1 és G* a G csoport nem szétesd centrdlis bévitése a Z* csoporttal.

Legyen B* € BI(*), melyre d(B*) > 1. Ekkor
> > (1) k(Ng- (C), B, d") = 0

d* 21 C*€P(G*|0p(G*))/G*

(b) Legyen a G csoport Z* Schur-multiplikatora p-edrendd, aholp > 2, valamint
legyen O,(G) = 1. Legyen G* a G csoport Z*-gal vett, nem szétesd,
centrdlis bévitése. Legyen B* € BI(G*) p-blokk, melyre d(B*) > 1. Ekkor,
ha Dade kézonséges sejtése teljesiil a B* dltal domindlt B € Bl(G) blokkra,
akkor az (a) pontbeli egyenldséyg teljesil. Specidlisan, ha igaz az Alperin-
sulysejtés Knorr-Robinson-féle vdtozata G-re, akkor az (a)-beli egyenldség
teljestil.

Megjegyezziik, hogy az el6z6 tétel igaz marad akkor is, ha a korabban emlitett
tobbi tipusi lancokat tekintiink.
Vizsgaljuk most a p # g esetet:

3.9. Tétel. Legyen G véges csoport, q-adrendid Schur-multiplikdtorral, ahol ¢ # p
prim. Legyen G* a G csoportnak nem szétesd centrdlis bdévitése eqy q-adrendi
ctklikus csoporttal. Ekkor ekvivalensea:

(i) A G és G* csoportokra teljesil a kozdnséges Dade-sejtés a p primre.
(ii) G-re teljesil a projektiv Dade-sejtés a p primra.

A [2] cikkben beldttuk Brauer I11. f8tételének analogonjit ldncnormalizétorokra:

3.10. Tétel. Legyen C p-linc G-ben. Ekkor b € BI(Ng(C)) esetén bC mindig
értelmes és b pontosan akkor féblokkja Ng(C)-nek, ha bC féblokkja G-nek.

Brauer II. fétételének analogonja nem igaz p-ldncok normalizdtoraira, lasd [3]:

3.11. Példa. Létezik olyan G csoport és olyan C p-lanc G-ben, hogy S € Syl,(G)
és S < Ng(C), de nincs bijekeié BI(Ng(C)|S) és BI(G|S) kozott.

3.12. Definicié. Legyen G véges csoport, legyen B € BI(G) p-blokk. Egy x €
Irr(B) karakter magassdgdnak hivjuk és ht(x)-vel jeloljitk a ht(x) = d(B)—d(x)
szamot. ko(B)-vel jeloljiikk a B blokk nulla magassdga karakterei szamat.

3.13. Sejtés (ALPERIN-MCKAY, 1975). Ha b € BI(Ng(D)|D), akkor ko(b) =
ko(b)

Az analdg allitas p-lancok normalizdtordra nem feltétlan igaz ldsd [3]:

3.14. Példa. Van olyan G véges csoport és benne olyan C' p-lanc, valamint b €
BI(Ng(C)), hogy ko(b) # ko(b¥).(A példéaban b rdadasul foblokk.)
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4. TEzIS - BLOKK INDUKCIO [4]

Tanulmdnyozzuk a blokk indukcid killonféle vdltozatait. Osszehasonlz’tjuk az értelme-
zési tartomdnyaikat az dltalanos esetben valamint nulla defekti blokkok és p-csopor-
tok esetén. Feltételt adunk arra, hogy ne legyen értelmezve a blokk indukcio semmi-
lyen értelemben sem. p-lanc normalizdtorok blokkjairdl is vizsgdljuk az indukciot.

4.1. Definicié. Legyen G véges csoport, legyen H < G. Legyen b € BI(H), B €
BI(G). Jeldlje s}; : FG — FH a megfelel§ projekciét.

(1) Azt mondjuk, hogy a blokk indukcié értelmes Brauer értelemben a
b € BI(H) blokkra és b“ = B, ha wj o s = wj. (Ldsd 2.1 Definici6).

(2) Azt mondjuk, hogy a blokk indukcié értelmes p-reguldris ételemben,
a b blokkra és indukiltja B, jele b"°9%) = B, ha wj o s4|Z(FGy) =
wplZ(FG,).

(3) Azt mondjuk, hogy a b blokkra a blokk indukcié értelmes Alperin-
Burry értelemben és indukaltja B, ha b direkt 6sszeadanddja By x -
nak és B az egyetlen ilyen blokkja G-nek. Jele: b(%) = B.

(4) Azt mondjuk, hogy a b blokkra a blokk indukcié értelmes kiterjesztett
ételemben és indukaltja B, ha wj o sj;(e};) # 0, és B az egyetlen ilyen
blokkja G-nek. Jele: B¢*{(%) = B,

(5) Azt mondjuk, hogy a b € BI(H|D) blokkra a blokk indukcié értelmes
Green értelemben és indukéltja B, ha Cq(D) < H, azaz a b blokk d.n.
megengedett blokk és b¢ = B. Jele: b°7(¢) = B.

(6) Azt mondjuk, hogy a b € BI(H|D) blokkra a blokk indukcié értelmes
karakter értelemben és indukéltja B, ha létezik x € Irr(b), melyre Y& €
Irr(B). Jele: bChor(@) = B.

(7) Azt mondjuk, hogy a b € BI(H|D) blokkra a blokk indukcié értelmes
tiplicitasu direkt 6sszeadanddja a RG g« y-nas és direkt 6sszeadan-
déja Bpy g-nak. Jele: bMut(G) = B

e Barmely két blokk indukcié fogalom megegyezik az értelmezési tar-
tomanyaik k6z06s részén.

e 5) = (1) —(1)—=(2) = (4).

e (6) = (7)— (3) — (4).

4.2. Tétel. Az (1)-(7) dsszes olyan részhalmazdra, amely zdrt a fent emlitett im-
plikdciokra adunk olyan példdt, ahol kizdardlag a részhalmazhoz tartozo tipusid in-
dukciok vannak értelmezve.

Ismert, hogy:
e A Brauer, a p-reguldris és az Alperin-Burry indukcié, ha értelmezve van a
féblokkon, akkor f6blokkot féblokkba visz.
e A kibdvitett indukcié nem feltétlen visz féblokkot f6blokkba

Sziikséges feltétel a Brauer-indukeio 1étezésére egy részcsoport féblokkjarol:

4.3. Megjegyzés. Legyen H < G, A by(H)% létezésének sziikséges feltétele,
hogy Z(G) < H és azon G-beli konjugdltosztdlyok, amelyek tartalmaznak centrélis
elemet G valamely p-Sylow részcsoportjabdl, nemtrividlisan metszik H-t.
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Ez kovetkezik az alabbi altalanosabb tételbdl, amelyben sziikséges és elégséges
feltételt adunk arra, hogy a Brauer, illetve a p-reguléris indukcié értelmezve legyen
egy részcsoport fé6blokkjan.

4.4. Tétel. Legyen G véges csoport, H < G részcsoport. Ekkor H féblokkjdn pon-
tosan akkor értelmes a Brauer-indukcid (illetve a p-reguldris indukcid), ha minden
g € G elemre (illetve, minden g € G p'-elemre) teljesiil, hogy |g%| = |g™ N H| mod
.

Nulla defektii blokkokat tekintve kaptuk:

4.5. Tétel. Legyen H < G részcsoport b € BI(H) nulla defektd blokk. Ekkor (6) és
(7) blokk indukcid tipusok ekvivalensek. A nulla defektd blokkokra a 4.2 Tételbeli
részhalmazok kozil azon blokk indukcio tipusok realizalédnak egyiitt, ahol vagy
(6) és (7) mindegyike, vagy egyike sem szerepel.

4.6. Tétel. Legyen H wvalddi p'-részcsoportja G-nek. Ekkor H féblokkja nem in-
dukalhaté Brauer értelemben. Ha G maga is p'-csoport, akkor nem definidlt a
kibbvitett indukcio H féblokkjdn.

p-csoportokat tekintve kaptuk:

4.7. Tétel. p-csoportokra az (5) és (7) blokkindukcid tipusok ekvivalensek. A
(2) és (3) indukcid tipusok mindig értelmezve vannak. A 4.2 Tételben pontosan
azon részhalmazok realizalédnak egyidejiileg valamely p-csoport blokk inducio
tipusaiként, amelyek (2)-6t és (3)-at tartalmazzadk, valamint (5) és (7) mindegyikét,
vagy eqyikét sem tartalmazzdk.

p-csoportokra a kovetkezd sziikséges és elégséges feltételt lattuk be a Brauer-
indukciora:

4.8. Tétel. Legyen G p-csoport, H < G. FEkkor a by(H) féblokk pontosan akkor
indukdlhatdé Brauer-értelemben, ha Z(G) < H és ha g € Z(G), akkor p osztdja
a|g® N Z(H)| szdmnak. Ha H <G, akkor Z(G) < H szikséges és elégséges b<
létezéséhez.

Néhany feltétel, amely azt biztositja, hogy semmilyen értelemben se legyen
értelmezve a blokk indukcié:

4.9. Tétel. Legyen H p-részcsoportja G-nek. Tegyiik fel, hogy Z(Ng(H)) tartalmaz
egy nemtrividlis p’'-elemet. Ekkor bo(H) nem indukdlhatd egyik értelemben sem.

4.10. Tétel. Legyen G = H x K, ahol K nemtrividlis p’-csoport. Ekkor H egyetlen
blokkjan sem értelmezhetd egyik blokk indukcic sem.

4.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy p-részcsoportok egy linca P, < ..., < P,
radikal p-lanc, ha P, = O,(Ng(C;)) minden 1 < ¢ < n indexre, ahol C; : P; <
..., < Py, az i-edik héatulso6 részlanc.

4.12. Definicié. Legyen H < G és b € BI(H). Azt mondjuk, hogy b 1épésenként
Green, ha van egy H = H; < Hy < --- < H,, = G részcsoportlanc és b; € Bl(H;)

blokkok, hogy by = b és b; = b<" ) i =2 . nre.

A kovetkezdket lattuk be:

e p-részcsoportok lancanak normalizatora mindig lépésenként Green.
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Béar a Green-indukcié 1étezése maga utan vonja az Alperin-Burry indukcié
1étezését, ez a 1épésenkénti Green indukciéra nem igaz.

Ismert volt, hogy Brauer-indukcié és p-reguléris indukcié, valamint a kiter-
jesztett indukcid tranzitiv. Példat mutattuk arra, hogy a Green, az Alpe-
rin-Burry, és az egy multiplicitdasi indukci6 nem feltétleniil tranzitiv.
Ismert volt, hogy p-részcsoport lancok normalizatorardl a Brauer-indukcid
minding értelmes. Példat adunk arra, hogy Alperin-Burry valamint
Green-indukciéra ez nem feltétlen teljesiil.

Radikal p-lancok normalizdtorardl a Green-indukcié értelmes. Hasonld
eredmény igaz elemi p-lancokra, és normalis p-lacokra is.

Megmutattuk, hogy a Dade-sejtések igazoldsandl a Brauer-indukciét ki-
cserélhetjiik akarmelyik mésik indukcié fogalomra, kivéve a karakter in-
dukcidt. A karakter indukcié esetére ellenpéldat mutatunk.
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5. TEzIS - DEFEKTCSOPORTOK, KONJUGALTOSZTALYOK ES A
ROBINSON-LEKEPEZES [5]

Bebizonyitjuk a Brauer-Nesbitt-tétel dltaldnositdsdt. Egyuttal uj bizonyitdst adunk
az eredeti tételre is. Tanulmdnyozzuk a Robinson-leképezést, valamint azonos de-
fektcsoporti p-requldris konjugdltosztalyok és blokk idempotensek kapcsolatat. Jelle-
mezzik a defektosztdlyokat és azon osztdlyosszegeket, amelyek képe a Brauer-homo-
morfizmusndl nem nilpotens.

Legyen (K, R, F) p-moduléris rendszer. Tegyiik fel, hogy K, F' felbontési testje
a (G véges csoport minden részcsoportjanak.

5.1. Jelolés. Bl(G), BI(G|d), BI(G|D) jeloli a G csoport p-blokkjai, a d-defektii
p-blokkjai, valamint a D defektcsoportu p-blokkjai halmazat.

CI(GY), C1(G°|d), CI(G°|D) jeldli a G csoport p-regularis konjugéltosztalyai
halmazat, valamint azon részhalmazait, amelyek d defektiiek, illetve D defekt-
csoporttal rendelkeznek. Ezen kiviil CI(G|D) a D defektcsoportid G-konjugdlt-
osztalyok halmaza, dC1(G°|B) jeloli a B blokk defektosztalyai halmazt,
dCl(G°|D) pedig a D defektcsoportii defektosztalyai halmazat. (Lasd 1.4
Definicié.)

ey a B blokkhoz tartozé centralis idempotens Z(FG)-ben,

w} 1 Z(FG) — F a B blokkhoz tartozé centralis homomorfizmus.

B5(C) a Ct egyiitthatdja efy-ban. (Lasd 1. Tézis).

Ismert, hogy az ej; blokk idempotensre e} = 3¢ y(goy B+ (C)CT.
5.2. Definicié. A Robinson-leképezés R : Z(FG) — Z(FG), az a leképezés,
amelyre R(z) = 3 pepi(q) wa- (2)es-

Ez egy projekcié Z(FG)-r6l Id(Z(FG))-re, ahol Id(Z(FG)) jeloli azt az alteret
Z(FG)-ben, amelyet F'G centrélisan primitiv idempotensei feszitenek ki. Ekkor
Z(FG) =Id(Z(FG)) ® J(Z(FG)) mint vektortér direkt sszeg.

5.3. Jelolés. Legyen K, L € CI(G°), P € Syl,(G) és Q. .{(y,2z) € K x L| Py =
Pz}.

Ismert, hogy

R = Y (|QK,L|)*K+

xeonaoy K]
és
Q.. . T o
BeBI(G)

5.4. Tétel (R. Gow, J. Murray). Jelilie K a K konjugdltosztdlybeli elemek
inverzei altal meghatarozott konjugdltosztilyt. Ekkor

B (K) = (dim(B)/|G||K|)"wx(K ).
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Ismert, hogy altaldban |BI(G|D)| < |C1(G°|D)|.
Viszont D € Syl,(G) esetén egyenléség van:

5.5. Tétel (BRAUER-NESBITT). Ha P € Syl,(G), akkor
BI(G|P)| = |CIG°|P)|

Ennek altalanositasa a kovetkez6 tételiink:

5.6. Tétel. Legyen D az G véges csoport eqy p-részcsoportja.
(i) Bhkor [CI(GO|D)| — [BU(GID)| < |CI(DC(D)’|D)| — [BI(DC(D)°G|D)
teljestil.
(ii) Specidlisan, ha |Cl(DCq(D)°|D)| = |BI(DCq(D)|D)|, akkor |C1(G°|D)| =
IBI(G|D)| = |[dCI(G°| D).
(iii) Ha DCg(D) p-nilpotens, akkor |C1(DCqs(D)°|D)| = |BI(DCq(D)°G|D)|,
tehdt |C1(G°|D)| = |BI(G|D)| = |dC1(G°|D).

A p-nilpotens csoportokat jellemzi a kovetkezd eredményiink:

5.7. Tétel. Fkvivalensek egy G véges csoportra:
(i) G p-nilpotens
(ii) A p-reguldris elemek dltal generdlt részalgebra FG-ben féligegyszeri.
(i) R(L*) = Lt minden L p-reguldris konjugdltosztdlyra.
(iv) G p-blokkjai szdma megegyezik a p-reguldris konjugdltosztdlyai szdmdval.

5.8. Kovetkezmény. G pontosan akkor p-nilpotens, ha minden D < G p-részcso-
portra |C1(G°|D)| = |BI(G|D)|. Ekkor ez |dC1(G°|D)-vel is megegyezik.

Beldttuk még:

e Minden maximalis defektii p-regularis konjugaltosztdly defektosztalya a
féblokknak.

e Példat adtunk arra, hogy mas maximalis defektii blokkoknal létezhet
olyan maximalis defektii konjugéltosztily, amely nem defektosztalya a
blokknak.

e Minden K defektosztalyra Brp(K ™) nem nilpotens.

e A CI(G|D) ésaCl(Ng(D)°|D) kozotti K — KNCg(D) bijekcié, bijekciét
indukal a defektosztalyokon is B és a Brauer-megfeleltetett b blokkjara
nézve.

e |BI(G|D)| feliilrdl becsiilheté azon D defektcsoporti C' konjugéltoszté-
lyok szamaval, ahol Brp(C™T) nem nilpotens.

Négyféle tipusa van konjugaltosztdlyosszegeknek:
(1) K™ nilpotens,
(2) KT nem nilpotens de Brp (K ™) nilpotens,
(3) Brp(K™) nem nilpotens és K defektosztalya valamely blokknak,
(4) Brp(K™) nem nilpotens és K nem defektosztalya egyik blokknak sem.
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A kovetkezd tétel jellemzi azon konjugdltosztalyokat, amelyek a (3) vagy a (4)
kategériaba esnek:

5.9. Tétel. Legyen K € C1(G°|D). Ekkor a kévetkezbk ekvivalensek:
(i) Brp(K™) nem nilpotens.
(ii) B5(KTY) # 0 valamely B € BI(G|D) blokkra.
(iii) wi (K1) # 0 valamely B € BI(G|D) blokkra.
Nulla defektii blokkokra kaptuk:
Legyen B € BI(G|1), C € CI(G°[1) z € C és Irr(B) = {x}. Ekkor
(i) wi(CT) # 0 pontosan akkor, ha x(z)* # 0
(ii) B%(C) # 0 pontosan akkor, ha x(@) #0
(iii) C defektosztdlya B-nek pontosan akkor, ha (|x(z)[?)* # 0.
Példat mutattunk arra, hogy:
o dCI(G°|D)| < |BI(G|D)| eléfordulhat.
e A (4)-beli tipus el6 is fordul.

Ez a példa egyben egy hibara mutat rd I. M. Isaacs: Character theory of finite
groups c. kényvében (Problem (15.6)).

Mivel Z(FG) = Id(Z(FG)) @ J(Z(FG))) mint F-vektortér, ezért minden KT
osztalyoGsszeg el6all mint blokk idempotensek F-linearis kombinécidja plusz egy
nilpotens elem. Nevezetesen K+ = > BeBlG) W (KT)K* + N, ahol N nilpotens
elem.

5.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy e} blokk idempotens eléfordul K*-ban,
ha wi(K) # 0.

Az el6fordulasokkal kapcsolatban belattuk:

5.11. Tétel. Legyen G véges csoport, D < G p-részcsoport.

(i) Legyen B € BI(G|D), ekkor ekvivalensek:
e e pontosan k darab p-reguldris, D defektcsoporti konjugdltosztdly-
osszegben fordul eld
o epx-ban pontosan k darab D defektcsoportu konjugdltosztdalydssszeg for-
dul elo
(ii) Legyen K € CI(G°|D), ekkor ekvivalensek:
e KT pontosan k darab D defektt blokk idempotensében fordul eld
o Kt-ban pontosan k darab D defetcsoporti blokk idempotense fordul
elé

A defektosztilyok jellemzését adtunk a Robinson-leképezés segitségével:
5.12. Tétel. Legyen K € C1(G°|D). Ekkor K pontosan akkor defektosztdly, ha
R(Brp(K*)R(Brp(K 1)) # 0.
Tehdat K pontosan akkor defektosztaly, ha
Brp(K)Brp(K ")

nem nilpotens.
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5.13. Kévetkezmény. Legyen K € CI(G°|D), B € BI(G|D), K legyen a K-beli
elemek inverzeibél dllé konjugdltosztdly, B pedig a b-beli karakterek komplex kon-
jugdltjait tartalmazo blokk. Ekkor:

(i) K pontosan akkor defektosztdlya B-nek, ha e} eléfordul KT -ban és K -ban
18.
(ii) K pontosan akkor defektosztdlya B-nek, ha K+ és K s eléfordul ej;-ban.
(iii) K pontosan akkor defektosztdlya B-nek, ha K defektosztdlya B-nek.
(iv) K pontosan akkor defektosztdlya B-nek, ha e eldfordul el;-ban és e*E—ban
is.
(v) K pontosan akkor defektosztdlya B-nek, ha e}y és e is eldfordul K -ban.

B —
(vi) K pontosan akkor defektosztdlya B-nek, ha defektosztdlya B-nek.
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6. TEzIS - SZIMMETRIKUS ALGEBRAK CENTRALIS IDEALJAI ES
CARTAN-INVARIANSALI [6]

Eqgy algebrailag zart, p-karaktisztikajd, szimmetrikus A algebra centrumdnak bi-
zonyos idedljait vizsgdljuk. Tobbek kozott a Higman-idedlt és a Reynolds-idedlt.
Ezek szoros kapcsolatban dllnak az A algebran definidlt p-hatvdnyozds leképezéssel.
Ezen idedlok bizonyos tulajdonsdgait dltaldnositjuk a csoportalgebra esetérdl szim-
metrikus algebrdkra. A p = 2 esetben ezek az idedlok kapcsolatba hozhatdk az A
algebra Cartan-mdtrizdnak pdratlan diagondlis elemeivel.

6.1. Definicié. Egy Ap véges dimenzids algebra F' test felett szimmetrikus al-
gebra, ha létezik olyan (,) : A x A — F nem elfajuld, bilinedris fiiggvény, amely
asszociativ, azaz (ab, ¢) = (a, bc), minden a,b, c € A elemre,

és szimmetrikus, azaz (a,b) = (b,a), minden a,b € A elemre.

Példaul:
e minden F test feletti M, [F] métrixalgebra szimmetrikus: (a,b) := tr(ab).
e Minden G véges csoportra az FG csoportalgebra szimmetrikus algebra:

(g,h) =04 p-1.

6.2. Definicié. Legyen Ap szimmetrikus algebra F' p-karakterisztikaju algebrailag
zart test felett.

e A KA kommutétor-altér, az ab — ba A-beli kommutétorok dltal generalt
altér. Legyen ZA az A algebra centruma. Ekkor a KA altér egyben ZA-
részmodulusa is A-nak.

e Legyen ToA := KA, T, A := {r € Alz?" € KA}.

o ZopA az A azon blokkjai (felbonthatatlan kétoldali idedljai) centru-
mainak 0Osszege, amelyek egyszerti F-algebrék.

e Legyen aq,...,a, és bi,...,b, A egy dudlis bazisparja, az az (a;,b;) =
d;,j. A nyom leképezés 7: A — A, melyre z — Y . b;za;. A Higman-
idedljanak nevezziik 7(A)-t. Jele HA. A Reynolds-idedljanak nevezziik,
és RA-val jeloljik, ZANSA-t, ahol SA az A talpa, A-t bal- vagy jobboldali
A-modulusnak tekintve.

Ekkor B. Kiilshammer korédbbi eredményeibdl ismert, hogy:
e KA=TyACT,AC--- ZA-részmodulusok névo lanca;

Y. ThA=JA+ KA,

Létezik n nemnegativ egész szam, hogy T,,A = JA + KA.

A minden ZA-részmodulusanak merdlegese ZA-modulus

ZA = KA+ = TogA+ D T34+ DO .- D RA D HA D ZoA D 0 ZA-

részmodulusok, azaz centralis idealok sorozata. (T; A+ neve dltaldnositott

Reynolds-idedl )

e Ha I idedl A-ban, akkor I is idedl. JAL = SA.

o N>, T,A+ =RA.

e Minden n természetes szdmra és z € ZA elemre 1étezik egyetlen (,(z) € ZA,
hogy (Cn(2),)P" = (2,2P") teljesiil minden x € A-ra. Ekkor egy ¢, : ZA —
Z A leképezést kapunk.
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Bebizonyitottuk:

6.3. Tétel. Legyen A szimmetrikus F-algebra, ahol F p-karakterisztikdji, algeb-
ratlag zdrt test. FEkkor:
(i) (T1A*)* C HA.
(i) (T1AL)(TAL) = (T1A1)3 = ZyA.
(iii) Ha p pdratlan, akkor (T1AL)? = ZyA.
(iv) Ha p =2, akkor (T1AY)2 =ZA-(1(1)2, és A minden B blokkjdra teljesiil,
hOgy ZBC1(1>2 = FC1(1)2IB

Belattuk még:

e Ha A blokk, és m # 0 # n, akkor (T, A)* (T, A)t = F((1)¢n (1),
e Altaldban (T, A)*(T,, A)t = ZAC,(1)¢n(1), ha m # 0 # n, azaz a szorzat
egy f6idedl ZA-ban.
e ha p paratlan és m +n > 2, akkor (T, 4)*(T,,A)* dimenziéja megegyezik
A egyszerl blokkjai szaméval.
2-karakterisztikaban belattuk:

6.4. Tétel. Legyen A egy szimmetrikus algebra 2-karakterisztikdju, algebrailag zdrt
F test felett. Legyen e eqy primitiv idempotens A-ban. Ekkor ekvivalensek:

(1) dim(eAe) pdros

(2) eGi(1)*=0

(3) (e,¢1(1)*) =0
6.5. Definicié. Az A algebra Cartan-matrixdanak nevezziikk azt a C = (c¢; ;)
matrixot, melyre ¢;; = dim(e;Ae;), ahol 4,5 = 1,...,1 és eq,...,e; A primitiv
idempotensei, ahol Aeq, ..., Ae; a projektiv felbonthatatlan baloldali A-modulusok
izomorfia tipusainak egy reprezenténs rendszere. A ¢; ; nemnegativ egész szamokat
az A algebra Cartan-invaridnsainak nevezziik.

Ismert, hogy az A algebra Cartan-matrixa szimmetrikus métrix.

6.6. Kovetkezmény. A fenti A algebra Cartan-mdtrizdra ekvivalensek:

e valamely i-re c;; pdratlan

® (i(1)*#0
Legyen eq,...,e; mint fent, legyen ej41,...,6, JA + KA egy bézisa. Ekkor
e1,-..,en A-nak bazisa. Legyen by,...,b, ehhez tartozo dudlis bazis. Ekkor ry :=

bi,...,m :=b a (JA+KA)L =SANZA = RA egy bazisa. Belattuk a kovetkezdt:
6.7. Tétel. A fenti jelolések mellett

l
Cl(l)z = Zdlm(eerl) - Ty
i=1

és (1(1)%e; = dim(e; Ae;) - e;ri, ahol esry 00 =1,...,1 esetén.

Belattuk még:

Legyen 7 a Higman-idedl definicidjdban szerepld leképezés Ekkor (7(e;),e;) =
dim(eiAej) . 1F ’L,j = 1, ce ,l.
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Belattuk a T,, A+ ZA-beli idedlok Morita-invariancidjat:

6.8. Tétel. Legyen B egy szimmetrikus F-algebra, ahol F' algebrailag zdrt és p > 0
karakterisztikdju. Legyen A egy vele Morita-ekvivalens algebra. Ekkor létezik egqy F -
algebra izomorfizmus ZA és ZB kozott, amely minden n természetes szamra T, A+ -
et T,,B*-re képezi.
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7. TEzIS - CSOPORTALGEBRAK CARTAN-INVARIANSAI ES CENTRALIS IDEALJAT [7]

Bebizonyitjuk, hogy 2-karakterisztikdban egqy véges csoport Cartan-mdtriza pontosan
akkor tartalmaz pdratlan diagondlis elemet, ha G tartalmaz valds, nulla 2-defekti
elemet. Az eredményeket alkalmazzuk a szimmetrikus csoportokra valamint normd-
lis, illetve Abel-féle defektcsoporti blokkokra. Foglalkozunk még csoportalgebrdk és
blokkok centrumdban lévd idedlok anulldtoraival is.

Legyen (K, R, F) p-moduléris rendszer, ahol R teljes diszkrét értékelésgyfirti,
nulla karakterisztikaju K hényadostesttel és p karakterisztikaju F' maradékosztély-
testtel. Legyen K és I algebrailag zart.

e Jeldlje G}, a G csoport p-elemei halmazat.

e Legyen X C Gesetén Xt =3 2 € FG. és X? " :={yeGly*" € X}

e Legyen (, : ZFG — ZFG az a leképezés, mely minden z € ZFG-hez azt
az egyetlen ZFG-beli (,(z) elemet rendeli, melyre ((,(2),2)?" = (z,22"),
minden z € FG esetén. Itt (,) az FG-ben természetesen definidlt szim-
metrizald bilinedris fliggvény.(Lésd: 6. Tézis)

e Egy g € G elem valés, ha G-konjugalt az inverzéhez.

e Egy g € G elem nulla p-defektii, ha |Cg(g)| nem oszthaté p-vel.

e R jeloli G nulla p-defektii, valés elemei halmazat.

Y. Tsushima belatta, hogy
JZFG = {z € ZFG] zG; =0}
és
GHP= > 1s
BeBI(G|0)
Bebizonyitottuk a kévetkezot:

7.1. Tétel. Legyenek I, m,n nemnegativ egész szamok. Ekkor:
(i) ¢u(CF) = (CP ") minden C € CU(G) konjugdltosztdlyra.
) ¢u(1)1p = 1p, minden B € BI(G|0) blokkra.
i) (1(1)Gi(1) = R, hap=2.
) Gn(1)Ca(1) = ZBGBI(GlO) 1g, ha p > 2 vagy m,n egyike nem 1.
(V) GG (1)6n(1) = X pepiayo) 1B-
7.2. Kovetkezmény. Legyen FG mint fent. Ekkor:
(i) Ha p pdratlan, akkor (T;FG*1)? = ZoFG.
(ii) Hap =2, akkor (T1FG1)? = ZFG - Rf,.
(i) Ha p = 2, akkor minden B € BI(FG) blokkra ZB - Rf, = F - Ri15.
Specidglisan, dim(T1FG*)? azon FG-beli B blokkok szdma, melyekre R -
1p #0.

Az el6z6ekbdl és a 6. Tézisbeli eredményekbdl kapjuk:

7.3. Tétel. Legyen p = 2, legyen e € FG primitiv idempotens és B € BI(FG) blokk.
Ekkor:
(i) dim(eFGe) pontosan akkor pdratlan, ha Rie # 0.
(i) A B blokk Cartan-mdtriza pontosan akkor tartalmaz pdratlan diagondlis
elemet, ha Rng #0
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(iii)) FG Cartan-mdtriza pontosan akkor tartalmaz pdratlan diagondlis elemet,
ha G tartalmaz nulla defekti valos elemet.

A 6. Tézisben megkonstrualt e; € F'G, i = 1,...,l primitiv idempotensekre és
ri 1 =1,...,1 RFG-beli bazisra kaptuk:

7.4. Tétel. Ha p =2, akkor R = Zizl(dim e;F'Ge;) - i

7.5. Megjegyzés. Legyenek A és B perfekt izomorf 2-blokkok egy G és egy H
véges csoportban. Ekkor A Cartan-méatrixa pontosan akkor tartalmaz paratlan
diagonalis elemet, ha B Cartan-matrixa tartalmaz.

Az S,, szimmetrikus csoportok komplex irreducibilis reprezentédciéi cimkézhetéek
az n particiéival. Egy Young-diagram p-magja (p-core), az a diagram amelyet a
diagram peremérél egyméds utdn eltdvolitott p-hosszii kampdk (rim hook) utédn
kapunk oly médon, hogy tovébbi p-hosszii peremen 1évé kampd nincs mér. A
p-mag egyértelmii. S, két irreducibilis komplex karaktere pontosan akkor van
ugyanabban a p-blokkban, ha hozzajuk tartozé particidk p-magjai egyenléek. A
blokk stulya w, a hozza tartozé o particié sulya, ami azt jelenti, hogy w darab p
hosszi peremkamp6t kell eltavolitani o-bdl, amig el en jutunk a o p-magjahoz.

Szimmetrikus csoportok 2-blokkjaira kaptuk:

7.6. Tétel. Az S,, szimmetrikus csoport B 2-blokkjdnak Cartan-mdtriza pontosan
akkor tartalmaz pdratlan diagondlis elemet, ha a B blokk w sulya pdros.

Egy m pozitiv egész szdm hdromszogszam, ha m = k(k + 1) alakd, valamely
k természetes szamra.

7.7. Kovetkezmény. G = S, és p = 2 esetén az RE - ZFG dimenzidja egyenld
azon 0 < m < n hdromszogszdmokkal, melyekre n — m oszthato 4-gyel.

Tovabbi eredmények normalis defektcsoportra és elemi Abel 2-Sylowra:

7.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy B egy G véges csoport 2-blokkja, melynek D defekt-
csoportja nemtrividlis normdloszto. FEkkor a B blokk Cartan-mdtrizanak minden
diagondlis eleme pdros.

7.9. Tétel. Legyen G véges csoport elemi Abel 2-Sylow részcsoporttal. Ekkor min-
den pdratlan diagondlis Cartan-invaridns (2 karakterisztikdban) nulla-defektd blokk-
hoz tarozik, és egyenld 1-gyel.

Vizsgaltuk még, hogy z € ZF G-re és minden n-re ekvivalensek-e?
(1) zP" =0;
(2) z(C? ")* =0 minden C € CI(G)-re;
(3) 2([17 ")t =0
Példakat konstrualtunk arra, hogy (3)-b6l nem feltétlen kovetkezik (2), hogy
(3)-bdl nem feltétleniil kovetkezik (1), hogy (2)-bél nem feltétleniil kdvetkezik (1),
p = 2 esetén. p = 3-ra olyan példdt adtunk, ahol ugyan (1) és (2) ekvivalensek,
de (3)-bdl nem kovetkezik (2). De mutattunk olyan pédat is, ahol (1) és (2) nem
ekvivalensek péaratlan p esetén.
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8. TEzZIS - GALOIS-HATASOK BLOKKOKON ES KONJUGALTOSZTALYOKON [§]

Galois-hatdsokat vizsgdlunk blokkokon és konjugdltosztdlyokon. Kiterjesztink bi-
zonyos eredményeket, amelyek igazak a komplex konjugdlds esetén. FEllenpélddkat
adunk, ahol a kiterjesztés nem lehetséges. Reynolds eqy sejtésére megativ vdlaszt
adunk. p-edrendid Galois-automorfizmusokra bevezetjik a o-mag fogalmdat. Jelle-
mezziik azon véges csoportokat, ahol a o-mag p’-rendd.

Legyen G véges csoport, legyen (K, R, F') p-moduldris rendszer, amelyben K, F'
is felbontasi testje G minden részcsoportjanak. Legyen * : R — F az a leképezés,
amely minden R-beli elemet mod J(R) tekint. Legyen n = exp(G), Q, :=
Q(0), ahol 0 komplex primitiv n-edik egységgyok.

Legyen o : 0 — 0" a Gal(Q,/Q) ~ (Z/nZ) Galois-csoport egy eleme.
Régzitsiik i = i(0)-t. Legyen i’ := i(0c~!). Ekkor (i,|G|) = 1 = (|G|, ).

e Azt mondjuk, hogy egy ¢ € G elem o-invarians, ha ¢' = g.

e (% a C-beli elemek i-edik hatvanyai altal alkotott konjugdltosztély,
(C9)* pedig ennek osztalyosszege.

e o algebra automorfizmust indukél Z(RG)-n és Z(FG)-n.

e o permutilja a blokk idempotenseket is: (e¢5)? := epo.

e x € Irr(G) esetén x7(g) := X(gi/), hogy a Brauer-permutéaciés lemma igaz
legyen.

e x € Irr(B) pontosan akkor, ha x7 € Irr(B?).

e B o-invaridns pontosan akkor, ha (el)? = €.

o Wi (C) =wH((C7 )1 és B (CF) = BR((C7)"). _

e Ha i = —1, akkor ¢ komplex konjugdlassal hat a karaktereken, B a kon-
jugalt blokk, C' a C osztaly elemei inverzeinek konjugaltosztalya.

e Bl(G),Bl(G|D),rBl(G|D), 0iBl(G|D) jeloli G p-blokkjait, D-defektcso-
portiu blokkjait, D defektcsoportd, valés blokkjait és D defekt-
csoportu o-invarians blokkjait.

e CI(G°|D),dCI(G°|D),rCl(G°|D), ciCl(G°|D) jeldlik:a D defektcsopor-
ta, p-regularis konjugaltosztalyokat, ezen beliil a defektosztalyo-
kat, a valés konjugatosztalyokat, a o-invarians osztalyokat

Belattuk, hogy:

o felcserélhets:

e a karakterindukcioval,

a Brauer-féle blokk indukcidoval,
konjugaltosztdlyok Brauer-megfeleltetésével,
blokkok Brauer-megfeleltetésével,

a Robinson-leképezéssel.

8.1. Kovetkezmény. Legyen o mint fent. Ekkor:

e A Brauer-megfeleltett blokk pontosan akkor o-invarians, ha az eredeti blokk
ilyen.

e o Brauer-megfeleltett konjugdltosztdily pontosan akkor o-invaridns, ha az
eredeti konjugdltosztdly ilyen.

e Fqy defektosztanly o-képe a képblokk defektosztdlya.
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Az 5. Tézisbeli éllitdsok analogonja példaul:

8.2. Tétel. A fenti jelolésekkel:

(i) |rBI(G|D)| < |[dCI(GO|D)|, azaz a D defektcsoporti valds 2-blokkok szdma
legfeljebb annyi, mint a 2-regquldris, D defektcsoporti defektosztilyok szama.
Analdg dllitds nem igaz az dltaldnos esetben.

(ii) Legyen o p-hatvdnyrendd. Ekkor a G csoport D defektcsoporti o-invaridns
p-blokkjai szdma legfeljebb annyi, mint azon p-requldris, o-invariins, D
defektcsoporti, C konjugdltosztdlyok szdma, melyekre Brp(CT) nem nilpo-
tens.

1971-ben W. J. Reynolds vetette fel:
8.3. Probléma (REYNOLDS). Az FG csoportalgebra Jacobson-radikélja in-

varians-e bizonyos Galois-automorfizmusokra.
A kérdésre negativ valaszt adtunk. Ellenpélda:

8.4. Példa. Legyen G = As, p = 2 i(0) = 27, F = GF(2). Ekkor J(FG) 35-
dimenziés és J(FG)NJ(FG)? 24-dimenziés. Ebben a példdban J(FG)? nem ideal
és tartalmaz nemnilpotens elemeket is.

e Van feloldhaté példa is.

e Van arra is példa, hogy o egységet nem egységbe visz.

e i(c) = —1 esetén viszont J(R) o-invaridns, o idedlt idedlba, egységet
egységbe és nilpotens elemet nilpotens elembe visz.

Bevezettiik a o-mag és a valés mag fogalmat:

8.5. Definicié. Legyen G véges csoport, o p-edrendii Galois-automorfizmus. A G
csoport o-magjanak nevezzikk és R, (G)-vel jeloljiik azon p-reguldris elemek
generatumat, amelyek konjugaltosztilya o-invaridns. A G csoport valés
magjanak nevezziikk és R(G)-vel jeloljik G 2-regularis , valds elemei altal
generalt részcsoportjat.

Belattuk:
8.6. Tétel. Az el6z6 definicio feltételei mellett:

e G/R,(G) nem tartalmaz p-requldris elemeket, amelyeknek konjugdltosztdlya
o-invaridns lenne.

o Minden p-reguldris elem G/O,(G)-ben, amelynek konjugdltosztdlya o-inva-
rians felemelhetd eqy G-beli p-requldris elemmé, amelynek konjugdltosztalya
o -invaridns.

e Ha R,(G) =1, akkor P € Syl,(G) normdloszto.

e Ha P € Syl,(G) normdlosztd, akkor minden olyan p-reguldris elem, ame-
lynek osztdlya o-invaridns, o-invaridns elem.

o R(G) =1 pontosan akkor, ha G 2-zdrt.

Jellemeztiik a trivialis o-magu véges csoportokat:

8.7. Tétel. Legyen G véges csoport, o p-edrendl Galois-automorfizmus, i = i(o).
FEkvivalensek:
(i) Ro(G) = 1.
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(ii) G feloldhats, G = PK, ahol P € Syl,(G) normdloszté, K komplementum
P-hez és (|K|,i —1) = 1.

Jellemeztiik azon véges csoportokat, melyek o-magja p’-csoport:

8.8. Tétel. Ekvivalensek:
(i) G = Op pp(G) és ha G = G/Op(G) és P € Syl,(G), melyre G = PK,
ahol K komplementum P-hez G-ben, akkor (i —1,|K|) = 1.
(ii) a Ry(G) p'-csoport.

8.9. Tétel. Ekvivalensek:
(i) G feloldhatd és G = Oy 2.2/(G).
(ii) a R(G) pdratlan rendd csoport.

Egy véges G csoport minden irreducibilis F-reprezenticiéjahoz ekvivalencia ere-
jéig egyételmiien hozzarendelheté egy ¢ : G° — C osztalyfiiggvény, amelyet ir-
reducibilis Brauer-karakternek neveziink. Ezek halmazdt IBr(G)-vel jeloljiik.
Ezeket szintén blokkokhoz lehet rendelni, igy kapjuk az IBr(B) halmazokat. Ezen
kiviil az F'G csoportalgebra minden felbonthatalan projektiv komponensének
radikal szerinti faktora egyszerti FFG-modulus. A hozza tartozo felbont-
hatatlan projektiv modulust fel lehet emelni RG egy felbonthatatlan pro-
jektiv modulusava, melynek karakterét projektiv felbonthatatlan karak-
ternek nevezziik. Az egyszeri F'G-modulusok és a projektiv felbonthatatlan F'G-
modulusok valamint RG-modulusok izomorfia tipusai kélcsondsen egyértelmii meg-
feleltetésben vannak, igy minden projektiv felbonthatatlan karakter indexel-
hetd egy irreducibilis Brauer-karakterrel. Ha ¢ € IBr(G), akkor @, jeldli a
hozza tartozd projektiv felbonthatatlan karaktert.

Megjegyezziik, hogy o nem feltétleniil hagyja IBr(G)-t invaridnsan. Bebi-
zonyitottuk Gow és Willems egy tételének analogonjat:

8.10. Tétel. Legyen G wvéges csoport, legyen o p-edrendi Galois-automorfizmus,
amely IBr(B)-t invaridnsan hagyja eqy B € BI(G) blokkra. Ekkor ekvivalensek:
(i) B=DB°.
(ii) Létezik egqy o-invarids irreducibilis Brauer-karakter ¢ € IBr(B), amely nulla
magassdgi és Dy (1), = |G|p.
(iii) Létezik Irr(B)-ben egy o-invaridns irreducibilis karakter.

A 7. Tézis egyik eredményének analogonjaként belattuk: a kévetkezo:

8.11. Tétel. Legyen G wvéges csoport, legyen o p-edrendi, Galois-automorfizmus.
Ekvivalensek:
(i) Legyen R a Robinson-leképezés, ekkor R(LT) = LT minden L o-invaridns,
p-requldris konjugaltosztalydra G-nek.
(ii) A G csoport o-invaridns, p-requldris konjugdltosztilyai szama megegyezik a
o-invaridns p-blokkok szamdval.
(iii) |oiBl(G|D)| = |oiCl(G°|D)| minden D < G p-részcsoportra.

30



9. TEZIS - BLOKKOK VALOS KARAKTEREI [9]

Tanulmdnyozzuk a Brauer-k(B)-sejtés, az Olsson-sejtés és az Faton-sejtés valds
vdltozatait. Beldtjuk a valds Faton-sejtést ciklikus defektcsoporti 2-blokkkokra vala-
mint trividlis valos magiu csoportok féblokkjdira p = 2 esetén. Jellemezzik eqy B
blokk G-osztdlyait, valds és raciondlis G-osztdlyait is.

Legyen tovabbra is G véges csoport, (K, R, F') p-moduldris rendszer, ahol K, F'
felbontasi testjei G minden részcsoportjanak. Azt is feltessziik, hogy K részteste
a komplex szamtestnek. Legyen B a G csoport egy p-blokkja. Jelolje k(B) a B
blokkhoz tartozé irreducibilis karakterek |Irr(B)| elemszamét. Egy x karak-
ter magassdga, az 6t tartalmzo p-blokk p-defektjének és a karakter defektjének
kiillonbsége, azaz ht(x) = d(B) —d(x). Jelolje ko(B) a B blokk nulla magassigu
irreducibilis karaktereinek szdmadt, k;(B) pedig az i magassigi irreducibilis
karakterek szamat. Jelolje D’ a D defektcsoport kommutdtor részcsoportjat,
D™ pedig az n-edik kommutétor részcsoportjat.

R. Brauer 1956-ban fogalmazta meg:

9.1. Sejtés (k(B)-sejtés). Ha B € BI(G|D) D defektcsoporti blokk, akkor
k(B) < |D|

J. B. Olsson 1975-6s cikkében szerepelt el6szor:
9.2. Sejtés (Olsson-sejtés).
ko(B)| < |D/D'|

Ennek altalanositdasa a 2003-as C. W. Eatontdl szamazo:

9.3. Sejtés (Eaton-sejtés).
> ki(B) < D/D"tY
=0

Ezen sejtések tovabbra is nyitottak, sok specialis esetben igaznak bizonyultak.

e Azt mondjuk, hogy egy C konjugdltosztily valds, ha megegyezik az
elemei inverzeinek konjugaltosztdlydval. Cl,.(G) fogja jelolni a G csoport
valés konjugaltosztalyai halmazat. Legyen H < G részcsoport. Egy
x € H elem G-valés, ha x és 2! konjugélt G-ben.

e Egy B € BI(G) blokk valés, ha tartalmazza egy irreducibilis karakterének
konjugdltjat. (Ekkor ez teljesiil minden B-beli irreducibilis karakterre is.)

o Egy karakter valés, ha megegyezik a konjugaltjaval. Ismert, hogy minden
valés 2-blokkban van valds irreducibilis és Brauer-karakter is. Irr,.,(G)-
vel és Irr,.,(B)-vel fogjuk jelélni a G csoport, illetve a B blokk valds,
irreducibilis karakterei halmazat, k., (G) illetve k,.,(B) pedig ezen halmazok
elemszamat.

o k; . (B) fogja jelolni a B blokkban 1év6, i magassagi, valés irreducibilis
karakterek szamat.
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e a Brauer-féle permutaciés lemma szerint k,, megegyezik a G csoport
valés konjugaltosztalyai szamaval.
p = 2 esetén megfogalmaztuk e sejtések valds véltozatait: Legyen G véges cso-
port, B valés 2-blokkja G-nek D defektcsoporttal.

9.4. Sejtés. (Valés Brauer-sejtés gyenge valtozata) Azt sejtjik, hogy k., (B)
legfeljebb annyi, mint a D részcsoport G-valds elemei szama.

9.5. Sejtés. (Valds Brauer-sejtés erds valtozata) Azt sejtjiik, hogy k., (B)
legfeljebb annyi, mint a D részcsoport Ng(D)-valds elemei szdma.

9.6. Sejtés. (Az Olsson-sejtés valés valtozata) Azt sejtjitk, hogy ko,(B)
legfeljebb annyi, mint a D/D’ csoport Ng(D)/D’-valds elemei szdma.

9.7. Sejtés. (Az Eaton-sejtés valds valtozata) Azt sejtjiik, hogy Y . ki ro(B)
legfeljebb annyi, mint a D™ /D™ csoport Ng(D)/D"H-valés elemei széma.
Néhany megjegyzés:
e Az 9.5 Sejtésben nem lehet N¢(D)-t D-re kicserélni.

o A 9.7 Sejtésbél kévetkeziki a tobbi.
e Ha p > 2, akkor az analdg allitasok nem feltétleniil teljesiilnek.

Csoportosztédlyok, ahol igazak a sejtések:

9.8. Tétel. A 9.7 Sejtés erdsebb viltozata igaz nilpotens csoportokra. Ha G 2-
csoport vagy Abel-féle, akkor a 9.6 Sejtésben egyenldség dll.

9.9. Tétel. A 9.5 és 9.6 Sejtés igaz szimmetrikus csoportokrai.
9.10. Tétel. A 9.7 Sejtés igaz centralis defekt csoporti blokkokra.
Belattuk a sejtéseket ciklikus defektcsoporti 2-blokkokra:

9.11. Tétel. Legyen G véges csoport, B € BI(G|D) egy ciklikus defekt csoporti
2-blokk. Ekkor igaz a 9.5 Sejtés (és igy a tobbi sejtés is).

Kordbban foglalkoztunk mér egy G csoport R(G) valés magjival, amely a
valds, paratlan rendl elemek &ltal generalt részcsoportja G-nek. Ha ez paratlan
rendi, akkor, a kovetkezdt tudjuk beldtni:

9.12. Tétel. Ha |R(G)| pdratlan, akkor a 9.7 Sejtés igaz G féblokkjdra p = 2 esetén.
Specidlisan a kévetkezd esetekben tudjuk a 9.7 Sejtés igaz voltdt a fé blokkra p = 2
esetén:
(i) Ha G’ 2-nilpotens.
(ii) Ha G = Og 29/(G). (Ez ekvivalens |R(G)| pdratlansdgdval.)
(iii) Ha G feloldhats és 2-Sylow részcsoportja Abel-féle.
iv) Ha G 2-Sylow részcsoportja normdlosztd.

GAP-programok segitségével ellenériztiik a 9.7 Sejtést a small groups library-
beli csoportok féblokkjaira p = 2 esetén. Ugyancsak ellenoriztiik a 26 sporadikus
egyszerii csoport féblokkjaira a 9.5 Sejtést p = 2 esetén.

9.13. Definicié. Legyen B € BlI(G|D) egy G csoport D defekt csoporti p-blokkja
tetsz6leges p prim esetén. Azt mondjuk, hogy z,y € D ugyanabban a B-
osztalyban van, ha minden x € Irr(B) karakterre x(z) = x(v).

Belattuk a kovetkezét a defektcsoport B-osztalyairdl:
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9.14. Tétel. Legyen G véges csoport, B € BI(G|D) p-blokkal. Ekkor a D defektc-
soport B-osztdlyai éppen a D csoport G-osztdlyas.

9.15. Definicié. Legyen G véges csoport, B € Bl(G|D) blokkal. Azt mondjuk,
hogy egy « € D elem B-valés, ha x(z) valés minden x € Irr(B)-re. Hasonldan,
x € D B-racionilis, ha minden x € Irr(B)-re x(z) raciondlis.

9.16. Kovetkezmény. Legyen B € BI(G|D) és legyen x € D. Ekkor:

(i) x pontosan akkor B-valds, ha G-valds.
(ii) = pontosan akkor B-raciondlis, ha G-raciondlis.
(iii) Legyen F egy Q-t tartalmazd test. Ekkor x(x) € F minden x € Irr(G)-re
pontosan akkor, ha x(x) € F minden x € Irr(B)-re.

Irr(B) és D kapcsolatérdl belattuk:

9.17. Tétel. Legyen B € BI(G|D). Ekkor a x|D megszoritisok x € Irr(B) esetén
generdljak azt a vektorteret, amelyet az dsszes komplexr G-osztdlyfigguények D-re
valo megszoritisai generdlnak.

9.18. Kovetkezmény. Legyen B € BI(G|D). Fkkor a D defektcsoport G-konjugdlt
osztdlyai szdma alsd becslés k(B)-re.

A kovetkezo eltlinési tételt lattuk be:

9.19. Tétel. Legyen B € BI(G|D). Ekkor minden x € D-re van olyan x € Irr(B),
melyre x(z) # 0.
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10. TEz1s - A SUZUKI-CSOPORTOK RESZCSOPORTJAINAK MELYSEGE [10]

Meghatdrozzuk az egyszerd Sz(q) Suzuki-csoportok bizonyos részcsoportjainak, t6b-
bek kozott a maximdlis részcsoportjainak, kombinatorikus mélységét. Ezek alapjdn
meghatdrozzuk a kézonséges mélységeket is.

Algebra tartalmazdsok kozonséges mélységét elészor von-Neumann algebrakban
vizsgaltak. Késébb Hopf-algebrékban és csoportalgebrdkban is bevezették ezt a
fogalmat. A CH C CG tartalmazas mélységén értjliik a H részcsoport kdzonséges
mélységét. Eloszor csak a 2 mélységgel foglalkoztak, majd tetszéleges n mélységgel
is. Jelenleg is intenziven kutatott tertiilet. Meg kell emliteni ebben a téméban
S. Burciu, L. Kadison, B. Kiilshammer és R. Boltje nevét.

R. Boltje, S. Danz és B. Kiilshammer 2011-ben megjelent cikkében definidltak
el6szor egy csoport részcsoprotjanak kombinatorikus mélységét. T. Fritzsche vizs-
galta a PSL(2,q)-csoportokat, C. Reiche pedig a szimmetrikus csoportok Young-
részcso-portjait. Héthelyi Laszloval és Petényi Franciskaval a Suzuki-csoportokon
kiviil foglalkoztunk még a Ree R(q)-csoportokkal is, ez a cikk preprint formdjaban
az ArXiv-on elérhetd, de ez nem része ennek a Tézisnek.

Az eredeti definicigja a kombinatorikus mélységnek bi-halmazokat, a kdzonséges
mélységé pedig tenzorszorzatokat hasznal. Mivel a szamoldsokban inkdbb bizonyos
tételek eredményeit hasznaljuk, ezeket a tételeket fogjuk definicidnak tekinteni.

Legyen G véges csoport, H < G.

10.1. Jelblés. Legyen H* := g~ 'Hz, H® %) .= HO H* N -.-N H*, ha
Z1,...,Tn € G. Legyen Uo(H) := H, U1(H) := {H N H*|xz € G}, és éltaldban
legyen U, (H) := {H@1%0) |z, ... 2, € G}.

10.2. Definicié. Legyen H részcsoportja a G véges csoportnak. H-nak a G-beli

kombinatorikus mélysége, d.(H,G), az a legkisebb pozitiv egész szdm, melyet
a kovetkezo fels6 becslésekbdl lehet meghatarozni:

(1) Legyeni > 1. Ekkor d.(H,G) < 2i pontosan akkor, ha minden z1,...,z; €

G eclemekhez, léteznek olyan yi,...,yi—1 € G elemek, hogy H®@1r%) =

HWivi-1) - (Més széval, d.(H,G) < 2i pontosan akkor, ha U ;(H) =

U;—1(H) .

(2) Legyen ¢ > 1. Ekkor d.(H,G) < 2i — 1 pontosan akkor ha G min-
den x1,...,x; elemére, léteznek olyan yq,...,y;—1 € G elemek, amelyekre
H@vw) = Jnsovio1) és prhayt = yrhy; ! minden h € H@)
esetén.

(3) de(H,G) = 1 pontosan akkor, ha minden z € G elemhez létezik olyan

y € H, melyre zhz~! = yhy~!, minden h € H esetén. (Mésszéval: G =
HCg(H).)

e Konnyen ldthatd, hogy d.(H,G) < 2 pontosan akkor, ha H < G.
A kozonséges mélység bevezetéséhez el0szor néhany fogalmat definidlunk:

10.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy két irreducibilis karakter «, 8 € Irr(H ) relaci-

6ban van, « ~ (3, ha mindketten alkot6i x|g-nak, ahol x € Irr(G). Két Irr(H)-

beli karakter tadvolsaga d(«, ) = m, ha m a legkisebb egész szdm, hogy létezik

irreducibilis H-karakterek egy lanca « és 8 kozott, melyre o = g ~ Py ~ -+ ~
Ym = B. Ha ilyen ldnc nincs, akkor d(«, 8) = oo, ha o = 8 akkor a tévolsag nulla.
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10.4. Jel6lés. Ha X a x|my megszoritds irreducibilis alkotéi halmaza, akkor

m(x) : aerﬁ'zll‘)({H) min d(c, v).
10.5. Definicié. Legyen H részcsoportja a G véges csoportnak. H k6zOnséges
mélysége G-ben, d(H,G), az a legkisebb pozitiv egész szdm, amelyet az aldbbi
fels6 korlatokbdl lehet meghatarozni:
(i) Legyen m > 1. Ekkor d(H,G) < 2m + 1 pontosan akkor, ha H két irre-
ducibilis karakterének tavolsaga legfeljebb m.
(ii) Legyen m > 2. Ekkor d(H,G) < 2m pontosan akkor, ha m(x) < m —1
minden x € Irr(G)-re.
(iii) d(H,G) < 2 pontosan akkor, ha H normélis G-ben, d(H,G) = 1 pontosan
akkor, ha G = HC¢(x) minden = € H-ra.

Most néhany sz6 a Suzuki-csoportokrodl.

Mostantél ¢ mindig 2 pératlan hatvanya, ¢ = 22™+! ahol m > 0. A Suzuki-
csoportokat tobbféle médon lehet definialni. Ezek csavart Lie-tipust egyszerii cso-
portok: Sz(q) = 2Ba(q).

A Suzuki-csoportok Zassenhaus-csoportok is, azaz kétszeresen tranzitiv permutéa-
ciéesoportok, reguldris norméloszté nélkiil, ahol minden nem egységelemnek legfel-
jebb 2 fixpontja van és vannak olyan elemek, amelyeknek 2 fixpontjuk van. A
Suzuki-csoportok GL(4,q) részcsoportjaként is definidlhaték. Legyen m a K =
GF(q) testnek az az automorfizmusa, melyre 7% = 22 minden = € K-ra.

Ekkor Sz(q) := (S(a,b), M(X),T|a,b € GF(q), A € GF(q)*), ahol

1 000
a 1 00
5(a,b) := b ar 1 0
a’*(ar) +ab+br alar)+b a 1
A2 0 0
(D G 0
M) =y 0 A2 0

0 0 0 A2
és

T :=

o o O
o= O o
o o= O
SO O

1

A ¢* + 1 darab pont {pe,p(z,y)|z,y € K}, ahol p(z,y) = [zy + (zm)z? +
ym,y, z, 1], egy O ovélist alkot a P(3,q) projektiv térben. Azaz semelyik 3 pontja
O-nak sincs egy egyenesen. Sz(q) azon projektiv kollinedciék csoportja a P(3,q)
térben, amelyek invaridnsan hagyjak az ovélis g2 + 1 pontjat. Ez a hatds hii. Sz(q)
Zassenhaus-csoport ezeken a pontokon, rendje (¢ + 1)¢%(q — 1).

Azon elemek, amelyek csak a po, pontot hagyjdk fixen alkotjak az F 2-Sylow
nemtrividlis elemeit. A {p(0,0),poc} halmaz pontonkénti stabilizdtora egy H cik-
likus részcsoport, melynek rendje ¢ — 1. Ez normalizédlja F-et.

A po pont stabilizdtora FH = Ng(F'), amely Frobenius-csoport, az Ng(H)
részcsoport 2(q — 1)-edrendi diéder.
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A ¢® +1,q¢% q — 1 szdmok paronként relativ primek.

Minden p pdratlan primre a Sylow p-rézcsoportok ciklikusak. Sz(q) C'N-csoport,
azaz, minden nemtrivialis elemnek nilpotens a centralizatora.

Az F € Syls(G) 4.n. Suzuki 2-csoport, azaz nem Abel 2-csoport, amelyben tobb
mint 1 involicié talalhaté, feloldhaté automorfizmuscsoporttal, amely F' involtcidit
tranzitivan permutédlja. Az F részcsoport nilpotencia osztélya 2, rendje g2, exponese
4, Z(F) g-adrendii. Az F-beli involiicidk az egységelemmel egyiitt alkotjik Z (F')-et.
A H részcsoport élesen 1-tranzitivan hat F' involuciéin. Az F részcsoport minden
nemtrivialis elemének centralizitorat tartalmazza.

Suzuki-csoportok részcsoportjairdl szol a kovetkezo:

10.6. Tétel (Suzuki). Legyen G = Sz(q), ahol ¢ = 221, valamely pozitiv egész
m-re. Ekkor G részcsoportjai a kovetkeziok:

1.
2.
3.

6.

N¢(F) = FH Hall-csoport, amely Frobenius-csoport ¢*>(q — 1) renddel,

By = N¢g(H) diéder-csoport, melynek rendje 2(q — 1),

Ay, Ay ciklikus Hall-részcsoportok, melyek rendjei: ¢+ 2r +1,q — 2r + 1,
ahol 7 = 2™ és |A1||Aa]| = ¢® + 1,

B; = Ng(A1),Bs = Ng(Az) Frobenius-részcsoportok 4| A1|,4|As| rendek-
kel,

. Sz(s) alaki részcsoportok, ahol s 2 egy pdratlan hatvdinya, s > 8, g = s",

ahol n pozitiv egész. Minden pdratlan S 2-hatvdny esetén, ahol s™ = q
valamely pozitiv egész n-re létezik Sz(s)-val izomorf részesoport.
A fenti csoportok részcsoportjai és ezek konjugdltjai.

10.7. Tétel. Legyen ¢ = 22"+ m >0, r =2™ és G = Sz(q).
a) Legyen i € {1,2} és legyen u; € A;, u; # 1. Ekkor Cg(u;) = A;. Ha

B; = Ng(4;) akkor B; = (A;,t;), ahol t; 4-edrendi elem, és uti = w9,
minden u € A;-re. Ng(A;) Frobenius-csoport A; maggal.

b) Legyenek F, H, Ay, As mint a 10.6 Tételben. Ekkor F, H, A1, Ao konjugdltjai

G egy particidjat alkotjak. F, H, Ay, As, a konjugdltjaik, és karakterisztikus
részcsoportjainak konjugdltjai TI-halmazok G-ben.

A tézis 6 eredménye a kévetkez6:

10.8. Tétel. A Suzuki-csoportok kévetkezd részcsoportjainak kombinatorikus mély-
ségét hatdroztuk meg:

a) Tekintsik az Sz(q) Suzuki-csoport mazimdlis részcsoportjainak reprezentdn-

sait konjugdltsag erejéig. A 10.6 Tétel szerint ezek a kovetkezdk: Ng(F),
By = Ng(H), B1 = Ng(A1), B2 = Ng(Asz) és Sz(s), ahol s mazimdlis
olyan pozitiv egész, melyre st = q wvalamely t > 1 pozitiv egészre. E
részcsoportok kombinatorikus mélységei: d.(Ng(F),G) =5, d.(By, G) = 4,
d.(B1,G) =4, de.(B2,G) =4, és d.(Sz(s),G) = 4.

b) A kovetkezd részcsoportok kombinatrorikus mélysége 3:

- F vagy F karakterisztikus részcsoportjai,

- H részcsoportjai,

- Ay részcsoportjai,

- As részcsoportjai,

- 2-odrendi részcsoportok,

- 4-edrendi ciklikus részcsoportok,

- S1 € Syla(Sz(s)) valamely Sz(s) Suzuki-részcsoportra.
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c)

d)

A kévetkezd 2- részcsoportok és konjugdltjai a kévetkezd kombinatorikus
mélységekkel rendelkeznek:

- K4 Klein-részcsoportokra d.(Ky4,G) =4

- L<Z(F)|L| =271, ahol |Z(F)| = 2¢: d.(L,G) = 2f — 2.
d.(Sz(s),G) = 4 minden s-re, ahol s* = q valamely t > 1 pozitiv egészre.

(V. 6. a).)

Ezek alapjan kapjuk:

10.9. K6évetkezmény. G = Sz(q) minden a 10.8 Tételben szerld részcsoport kézon-
séges mélysége 3, kivéve d(Ng(F), G)-et, amely 5.

Ennek bizonyitasahoz hasznaltuk:

10.10. Tétel. (Burciu, Kadison, Kilshammer) Legyen H < G és tegyiik fel, hogy
N = Coreg(H) elédll H m darab konjugdltidnak metszeteként. Ekkor d(H,G) <
2m. Ha még N < Z(G) is igaz, akkor d(H,G) < 2m — 1.

(1
2]
(3]

(4]
(5]

(6]
[7]
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