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Eloszo

Bz a jegyzet a BME Gépészmérndki Karan tsbb éven 4t tartott eldadasaim
alapjan késziilt, amelyeket a “Matematikus-mérndk” szakos “Algebra”, majd az
ezt helyettesité “Emelt szintd matematika” c. targy keretében tartottam. A TTTK
“Mérnok-fizikus” szakos hallgatdl szhméra is segitséget nydjthat a jegyzet, az ott
tartott “Linearis Algebra” eldaddsok anyagénak elsajatitasaboz.

A jegyzetben roviden targyaljuk a linearis algebra klasszikus fejezeteit (komplex
szamok, polinomok, matrixok, determinansok), késobb megismerkediink a linedris
terek, euklideszi terek, linedris operatorok alapveto tulajdonsagaival. Egyszertiség
Kedvéért az esetek tobbségében csak véges dimenzids terekkel foglalkozunk.

Ismertnek tételezzik fel a halmaz fogalmat, a halmazmiiveleteket és a logikai
4llitasokkal kapcsolatos alapvetd ismereteket, melyek [FM-I] elsd két fejezetében
talalhatdk, igy ezekre nem tériink ki részletesebben.

A linearis algebra altaldban szokatlanabb a kozépiskolai anyaghoz képest, mint
az analizis. Sok dj fogalmat vezetiink be, amely egyrészt egyszeriibbé teszi a dolgok
megfogalmazésat, masrészt az egyes fejezetek megértese csak az elézd fejezetekben
bevezetett fogalmak elsajatitasa utén lehetséges. A fogalmak jobb megértése
érdekében id6nként néhany példat mutatunk illetve gyakorlo feladatokat tiiziink
ki.

Koszonetemet szeretném kifcjezni G. Horvath Akosnak a konyv lektoraldsagrt és
médosité javaslataiért, Géezy Floranak a jegyzet BTpX-be valé atirdsaért, Salfer
Cabornak pedig a kotet szerkesziéséért. -

Budapest, 1995. nov. 10. A szerzd




1. Szamfogalmak

A kozépiskolai tanulmanyok soran mar valamilyen moédon bevezetésre keriltek a
természetes szamok az egész szamok és a racionalis szamok. Ezekre a tovdbbiakban
a kdvetkezd jeloléscket hasznaljuk: -

N = {0,1,2,3,...} természetes szimok

Z ={0,£1,+2,+3,,...} egész szamok

Q= {Elp, q € 7 és q # 0} raciondlis szamok

A kapcsos zardjelek kozétt a megfeleld halmazokat adtuk meg elemeik
felsoroldsaval. Az utolsé esetben a halmaz elemeire vonatkozd feltételeket a
fiiggsleges vonal mogott soroltuk fel.

E jegyzelben malematikai formuldk irasakor még a kovetkezd jeloléseket
hasznaljuk:

Halmazelméleti jelek € (eleme), C (részhalmaz), \ (kilonbség halmaz képzés),
N (metszet), € (nem eleme), € (nem része)

Példaul: a€ A,AC B,B\C,ANB

Logikai jelek: A (és), V (vagy), | (tagadés), = (implikicié), <> (ekvivalencia)

Példaul A= B, |A, AV B

Kvantorok: V (ininden), 3 (létezik), 3! (1étezik egyetlen)

Produktum: []_, a; jeloli az a; - az---an szorzatot

Szumma: Y ., a; jeldli az ey + a2+ + @ osszeget

A tovabbiakban bevezetiink néhdny (esetleg mar ismert) fogalmat, amelyekre




szikséglink lesz a kovetkezs tananyag tirgyaldsakor.

. ;.leDjinchilcli Legyenek A es B halmazok. Egy f: A — B leképezés fiigguény
a -hoz 3!6 € B, amelyre f(a) = b. Az [ leképezés injekty : ,
: _ re ; kepezes injektiy, ha a; # a; A-beli
klf::ne}rf fla1) # f(az). f sziirjektiv, ha Vb € B-hez 3a € A, a.melyrelfaféa)z“ b ej:
otesonosen egyértelmd, vagy bijektiv, ha f injektiv és szilirjektiv. | |

1' PR =
1 A2 Deﬁ;{nc;lo.Jr Legyenek Ai,..., A, halmazok. A X ... x A.-nel jeléljiik és az
Ay, Ag, - -+, A, halmazok D , "
'1alma.;t ’ escartes (vagy direkt) szorzatdnak nevezziik a kévetkezd

Al X"'XAn={(al7a27"'aaﬂ)lai€Aii=1""’n}

1.3 Megjegyzés: Példaul a jai
. : Pél sik pontjai a szdmegvyen i
nmagaval vett direkt szorzata. eneenel mint ponthalmaansl

1. fcié: i
Ekko;l :z:ﬂnlc;(-). l{Lehgyen A egy halmaz. Tekintsiik 4 x A-nak egy prészhalmazit
mondjuk, hogy p reldcié A-n. Ha (ay,a ) < j .
; G50 . »az) € p, akkor azt mondjuk, hogy
& ©s a3 p reldcidban vannak egymdssal. Ezt a tulajdonsigot a;pas-vel is szokti

iglalni .

1.5 Pé : intsii 1
o5 élda: Tefkjntsuk ]E\I-‘en a< (kisebb) reldciét. Ez a pozitiv stknegyed és az
l’,. gely azon egész koordinat4ju pontjaibél &ll, amelyeknek z koordinatsia ki
mint az y koordindtaja. e e

Y
y=X
[‘.‘; . [ .
31 . .
2 -+ .
1-.
78 4 X

1. abra

A relacidk koziil a két legfontosabb az ekvivalencia reldcid és a rendezési reldcid.

1.6 Definicié: Azt mondjuk, hogy egy p reldcié az A halmazon ekvivalencia-
reldcid, ha

(i) Va € A esetén (a,a) € p (p reflexiv)

(ii) Ya,b € A esetén ((a,b) € p = (b,a) € p) (p szimmetrikus)
(i) Va,b,c € A esetén
((a,b) € pA(b,c) € p) = (a,c) €p (p tranzitiv)

1.7 Példa: Az egyenléség minden S halmazon ekvivalenciarelacié

(p={(a,a)la € A})

1.8 Feladat: Legyen p C N x N a kovetkezd relacié: rogzitsiink egy n > 1
természetes szamot. p = {(a,b) € N x N|a — b oszthaté n-nel}. Mutassuk meg,
hogy p ekviavelenciarelacié N-en. (Ezt a relaciot a szémelméletben kongruencianak

hivjak).

1.9 Feladat: Legyen p egy reldcié N-en. p reflexivitdsnak és szimmet-

rikussdgénak mi a geometriai tartalma?




» .110 I\.Ie’g.]”eg} zés: Legven p exvivalenciarelacié A-n.
r:la)moban lév6 elemek .4-nak diszjunkt halmazokra .o
valé bontdsat adjik. .

Exkor az egyméssal p
’ ekvivalenciaosztdlyokra
(ontilyeinn it Z\’Iegfordltva, A-nak minden diszjunkt halmazok unidjira

valo bontasa egy p ekvivalencia reliciét ad, ha p-

, ; i ¢ mint
osztalyba tartozé elemekbél alkotott parok halmazdt definidljuk ey

1.11 Definicié: Azt mondj Acié
i juk, hogy egy p relacié egy A halmazon rendezési

(i) Ya € A esetén (a, a) & p (p irreflexiv)
(i) Va,b, ¢ esetén ((a,b) e pA(bec)e p) = {a,c)€p(p tranzitiv)
i) Ya,b € A esetén, ha a # b, akkor |
(a,b) € p és (b,a) € p kéziil pontosan az egyik teljesiil (p trichotém)

Ha esak (i) és (ii) teljesiil, akkor parcidlis rendezésrél beszélﬁnk

1.12 Példa:

< rendesds N. Ly -
ndezés N-en, a valddi oszthatésdg parcidlis rendezés N-en

Ha a termé i

-a termeészetes s < t

v tes szamok halmazat pontosabban szeretnénk lefrni. akkor bizonyos
4 % R ’
aKkra van sziikség, amelyek megfo :

galmazzdk e hal Sny i

'3 : almaz agai

X rre mutatunk most példat. s alion e
A természetes szdmok Peano-féle axiémai

Legyen N egy halmaz, amelyre

i) 0eN

Qi) v -hez Jln’ '
) fl 6 N h(;z dn" € N, amelyet n rékovetkezbjének neveziink és 0 nem
rakévetkezdje egyetlen N-beli elemnek sem.

Hi) Ha H C é i i
r e HoC N e.s 0 € H, valamint H minden elemével egyitt annak
rakdvetkezdjét is tartalmazza, akkor H = N.

(Ez utébbit a matematikai indukcié elvének is szoktak hivni)

;\I ‘ ’ Id - .’ .
ost a valés szémokat fogjuk axiémakkal bevezetni. Az axiémak kozbtt v

Zebral ]:'(_‘n([(_’zeSl axl()ll]ak 1 ]Pt e e y i()] yt() )SSa) axioma. 4
5 3 ) ] A%
1 g 11088 g] 10m A Val()s SZ a,]ll()}\

annak

Valés szarnok axiémai
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Legyen adott egy R halmaz és két R x R-r8l R be képezd fiiggvény (két un. ket
valtozés miivelet) amelyeket Ssszcadasnak (4) és szorzasnak (*) hivunk.

(Tehat ¥(a,b) € R x R esetén a + b és a - b értelmes és R-beli. Ezt roviden gy
szoktak kifejezni, hogy R zdrt a -, és + miveletekre, vagy hogy - és + nem vezet ki
R-b4l).

Tegyiik fel, hogy e két miveletre az alabbi tulajdonsigok teljesiilnek (ab-vel a-b-t
réviditjik)

Algebrai axiémak

(i) Va,b,c € R esetén
(a+b)+c=a+(b+c) (+ asszociativ)

(ii) Va,b € R esetén
eibobia (+ kommutativ)

(iii) 30 € R amelyre
0+a=a+0=aVacR esetén
(3 additiv neutrdlis elem, azaz nullelem)

(iv) Va € R esetén 3ly € R, amelyre
y+a=0=a+y (3 additiv inverz, azaz ellentett; ezt az y-t -a-val
jeloljiik).
(v) Va,b,c € R esetén
(ab)c = a(be) (- asszocitativ)

(vi) Va,be R esetén
b (- kommutativ)

(vii) 31 € R, amelyre
l-a=a-1=aVaé€R esetén
(3 multiplikativ neutralis elem, azaz egységelem)

(viii) Va € R\{0} esetén 3! y € R, amelyre
ay =1=ya (minden # 0 elemnek létezik multiplikativ
inverze, azaz reciproka; ezt az y-t a"1-el vagy
2-val jetoljik)

(ix) Ya,b,c € R esetén
a(b+¢) =ab+ac
(b+c)-a=ba+ca (disztributivitas)

11




Rendezési axiémak

(x) R-en értelmezve van e

gy <-bel jelolt relacié, amely rendezési relcié

(irreflexiv, tranzitiv, trichotém)

xi) V. ;
(xi) a,b,c_GReseten(a<b=>a+c<b+c)
(< az dsszeaddsra nézve monoton)

{di) Va, b, ¢ esetén ((a <B)A(c>0) = ac < be és cq < cb)

(xii1) (Dedekind-féle folytonossagi axidma)

nem ur k ethah]la,Za,nak van le kISebb fe SO k()] Ia,t'a,.
Il l“l“de]l € €S Ollatos T
(l I'Edl‘]‘a IIE&]EgJZES) g l

413 Megjegyzés: Mivel 1 € R 1 +1,14+1+1

al €ano moma:k y . - e
lg Iq C R M“ldpll 7 e It‘le €er tel]]]( ZhEto az abSZOlut €r trEk

Ir| = {r, har>90
-7, har <0

ddfinicigval.
Egy H C R halmazt korlgt

he H eseté
én [h| <n. H-nak n felsé korldtja, ha V b € H esetén B <
n.

1.14 Me je Z. ]

‘Yliesil csa.ngTflzl ’zteS. Ha R helyett Q-t frunk a fenti axiémakba, akk

sl kﬁr. . a e valés és a raciondlis szdmokat a Dedej ’ or
onbozteti meg. Péld4ul, ha vesszitk raciondlis Sz.

llWEk‘ oen ta[ to S0ro a,ta.’t enne Q‘ba,n. nem leSZ .[e ]:(lsebb {E}SO kol la.t.]a..
roZ 3 n k g \/_

(i) (xii)

ind-féle folytonossigi

Viszont R-en és Q ivii
sz -n kiviil sok mas hal i jesiti D-(3
® axiomakat testazidmdknak nevezzik mas teljesitiaz ) (i) »xiomékat, ezelet
1.15 Definicié: Legyen '
) = t gyen adott 4
12viltozss milvelet + egy F halmaz és legyen F-en értelmezve két
T"I.Y;I:t -I'-el: iC:;YFF_’ F;js (X F o F figgvények)
) -re (1)- (ix) teljesii T
Fet véve. (ix) eljesiil a fenti axiémak koziil, R helyett mindeniitt

EYor F-et kommutats
utativ testnek nevezzik. H i
et} . Ha a (vi) axié ivételé jesi
staxiémak, akkor F-et ferdetestnek nevezzﬁk.( ) doma Kivéclevl eliestinelea

12

( ) ( ) { e R E ] . 1 1 ..].. ] . "] 2
m‘]-k H . )y 4y 3 + 340 } l ll i
Sem D r)es (x2 lllla‘ ‘, le]lat a 0 l l + l 1 + i I lla mazra Le ebLIhlek

osnak neveziink, ha létezik olyan n € N, hogy mind
, en

1.16 Példa: R, Q kommutativ testek
7 nem test, mert a (viii) axiéma nem teljesil.
N nem test, mert a (iv) és (viii) axiémék nem teljesiilnek.

1.17 Megjegyzés: Minden p primszémra. létezik p elemi test. Ezt GF(p)-vel

jeloljiik. Az elnevezés a Galois Field roviditése.

GF(p)=1{0,1,2,...,p— 1} miveletek: az dsszeadast és a szorzast gy
végezziik el, mint az egész szdmokon és az
eredménynek a p-vel valé osztds maradékat
vessziik.

Péld4ul GF(5)-ben 24+3=0 2:3=1

Felirhatjuk GF(5) &sszeadds és szorzotablajat is:

cloli]2]3]4 0114249 14
olol112(3(4 oTolololo|o
o340 1/10/1]2]3]|4
223401 2]0j2411}9
3132012 ajojsqiitie
4 4l0[1]2]3 alolal3)|2]1.

A szorz6tablabdl leolvashatd a multiplikativ inverz is. Példaul 371 =2,471 =4,

7 tulajdonsigait 4ltaldnositva kapjuk a kommutativ gyiri fogalmat.

1.18 Definicié: Legyen adott egy A halmaz és A-n két kétvéiltozds miivelet
+:AxA— Aés- 1 AxXA— A Tegyik fel, hogy A-ra az algebrai axiémakbol (i)-
(vii) &s (ix) teljesiil, R helyett mindeniitt A-t téve. Ekkor A-t kommutativ gytriinek
nevezziik. Ha csak (i)-(v), (vii), (ix) teljesill, akkor A gyird.

1.19 Példa: Minden test gyiirti (példéul R, Q, GF(p)), de nem minden gytrd
test (példaul Z). N nem gytirti, mert (iv) nem teljesiil rd. Z, Q és R halmazokra a
ZCQCR tartalmazasi relacié all fenn.

Most egy tjabb gyfirti elemeit konstrudljuk meg.

1.20 Definicié: Legyen F test, ag,@1,...,0n F-nek elemei, z pedig egy véltozo.
Ekkor a p(z) = anz®+apy " 4. F a2+ a0 formalis kifejezést F-beli egyiitthatos -
(vagy F feletti) egyvdltozés polinomnak nevezzik. :

Ha a,, # 0, akkor n-et p(z) fokdnak hivijuk és deg p(z)-szel jeloljiik, an-et pedig p(z)

13




f6egyzitthat6jdnak nevezzik.

Két polinomot egyenlének tekintiink, h

i e a azonos fokiak és egyitthatSik pironként

1-21 Jeloles. Flz"s I - y .
J
g
Zel elOl uk aZ 0Sszes 1 bell € uttha.tOS pOllnomOk ha:lmazat

1.22 Megjegyzé
BY2€s: Flz]-en értelmezhets

: ) t 3 Id .

hqtva.nyok egyiitthatdinak Osszeaddsival T eeadis, an azonos ol
t Flz]-en értelmezhets a szorzds is tigy.
“agga.l, és -ut.éna. fok szerint rendezziik "0'
‘Osszeadva ismét a fenti alaky
miiveletekre F[z]

hogy ésszeszorzunk minden
‘ ket. Az azonos
polinomot kapu
kommutativ gyiiri.

’ agot minden
: foki tagok egviitthatéit
nk. Be lehet litnj, hogy ezekre a

1.23 Példa: 23 + 3, +1,6 € R[z],

(=2 + 1)(z® + 2z)

' %?4 Definicié: Legyen p(z) € Flz]
erltekenek nevezziikk azt az F-bel; elemt:t
mmdenufit Z-et ro-ra cseréljiik ki és elvérg,
P(z0)-lal jeléljiik. Ha p{zo) = 0, akkor z :
1 o

Felmeriil a kérdés, hogy F-

=z5+z3+2x3+2:c=1:5+3.1:3+2z

Zo € F. p(z)-nek zg-beli helyettesitési

arfaelyet gy kapunk, hogy p(z)-ben
ezziik vele a kijelslt miiveleteket. gzt
at p(z) gyikének nevezziik. -
ben mely polinomoknak van gyékik

1. Slda:
25. Példa: p(z) = 2% — 2 polinomnak Q-ban nincs gysk
p(2) = 22 + 1 polinomnak nincsen R- gy
p(z) = 22 4+ 1 polinomnak GF
tablazatbél leolvashaté, hogy

ben gyéke.

(5?—ben van gyéke, az 1.17-bel;
2 és 3 lesz gyike.

1.26 Definicié:

Egy F testrs j
F-beli egyiitthatss 1 . okt ol

‘ uk, h ] i i
egalabb clsdfoky polinomr o ot e minden

1ak van F-ben gyike,

127 Megjegyzés: 1,
b.eh tablazathsl lathatd, |
nines GF(5)-ben gyéke,

altuk, hogy sem Q sem R, nem

algebrailag z4
10gy GF(5) sem algebrailag zirt. Al

Példaul p(z) = 22421k

Igaz viszont a k& G té
a kdvetkezg tetel, amit bizonyftds nélkiil: kozliink

1.28 Tete]. M] d C v
n clen F tCStheZ leteZlk 0! an Ot tdvl ta.lﬂla,zo I(;gS/leebb t t ]y
7 €S , AIne

14

algebrailag zart. Ez lényegében egyértelmii. Ezt a testet F algebrai lezdrtjanak
hivjuk és F-sal jeléljik.

Meg szeretnénk konstrualni R algebrai lezértjat, R-t. Az biztos, hogy kell lenni
benne egy olyan elemnek, amely gydke az z? 4+ 1 polinomnak. Jeldljiink egy ilyen
elemet i-vel.

Mivel az algebrai lezart Ssszeadasra és szorzdsra zart, tartalmaznia kell minden olyan
elemet, amely a + bi alakd, ahol a,b R-beliek. -

1.29 Definicié: Legyen i az R algebrai lezartjdnak egy olyan eleme, amelyre
1?2 = ~1.
Legyen C = {a + bila,b € R}. Ezt a halmazt a komplez szdmok halmazapak
nevezzik.

1.30 Tétel: A komplex szamok testet alkotnak, amely tartalmazza a valds
szamokat és benne az z2 + 1 polinomnak van gydke. C minden eleme egyértelmiien
irhaté @ + bi alakban, amelyet az illetd kompler szdm algebrai alakjdnak neveziink.
C algebrailag zart, s6t C épper: R algebrai lezartja.

Bizonyitas: Ha a + bi = c+di = a — ¢ = (d — b)i.

Itt az egyenlSség bal oldala R-beli, tehat jobb oldata is R-beli. Ez csak ugy
lehetséges, ha d —b = 0. Teht b= dés e = c. lgy C minden clemének algebrai
alakja egyértelmii. C-ben van egységelem, az 1 € R.
C zart az osszeaddsra: (a+ bi) + (c+di)=(a+c)+ (b+d)
C zért a szorzésra: (a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i
Ha a + bi # 0, akkor (a + bi)-nek van inverze C-ben:

1.= 1 ._(a—-hr.‘)za-bz= a___ b icC
a+bi a+bi (a—b) a*48 a?+ b a? 4+ bt

Koénnyt ellendrizni, hogy a testaxiomak teljesilnek C-re. Ha r € R, akkor
r=r+0i € C, tehst R C C. C-ben #* 4 1-nek van gyoke, példaul i. C algebrai
zartsdgat nemn bizonyitjuk. Ezt a téuyt szokas az algebro alaptételénck nevezni. Ezt
felhasznalva, mivel R € C, és C C T a C definiciéja szerint C algebrai zartsiga
azt adja, hogy C = R.
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2. A komplex szamok tovabbi
tulajdonsagai

2.1 Definicié: Legyen z = a + bi egy komplex szém algebrai alakja, ekkor a-t a
2 valds részének nevezzik és Rez-vel jeloljiikk b-t a képzetes részének nevezzik és
Imz-vel jeloljik.

Mivel minden komplex szémhoz pontosan egy algebrai alak tartozik és
barmely valds szdmpér alkalmas komplex szim valés és képzetes részét adja
meg, igy kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés van C elemei és R x R pontjai
k6zott. Ezt szokds a komplex szamok geometriai interpretdcidjdnak nevezni. A
z = a + bi — (a,b) megfeleltetést tigy szokds megadni, hogy a 2 komplex szamot
“lerajzoljuk” az dn. komplez szdmsikon:

z=a+ib

2. abra

A vizszintes tengely neve valds tengely (Re(z)), ide mérjiik fel a komplex szam
valds részét, a fiiggbleges tengely neve képzetes tengely (Im(z)), ide mérjiik fel a
komplex szam képzetes részét. Igy a z komplex szdmnak megfelel az (a,b) pontba
mutaté helyvektor.
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2.2 Megjegyzés: A komplex szimok Osszeaddsa, kivondsa, R-beli skalarral vals

szorzasa éppen a megfelel$ vektorok Osszeaddsdnak, kivondsinak, R-belj skaldrral
val6 szorzdsinak felel meg.

2.3 Definicié: Egy z = a + b; komplex szdm konjugdltjdnak nevezzik és z-sal
jeloljik az a — ¥ komplex szimot. Azt a hozzérendelést, amely z-hez a 7 szdmot
rendeli konjugdlasnak nevezziik. .

2.4 Megjegyzés: A konjugélds geometriai tartalma a valds tengelyre valé
tikrozés. Ebbél kévetkezik, hogy z; F 2, = 77 + Z 657 = 2.

2.5 Definicié Egy z komplex sz4m arcusdnak nevezziik és arc (2)-vel jeloljak
azt a ¥ sziget, amellyel a valés tengely pozitiv felét elforgatva a z helyvektoranak
iranydba mutaté félegyenest kapunk. A 0 komplex szdmnak nincs arcusa. A tobbi
komplex szam arcusa 2kr & € Z osszeadandétdl eltekintve egyértelmd.

2.6 Definicié: Egy > komplex szim abszolst értékének nevezzik és |z|-vel jeloljik
a z-hez tartozé helyvektor hosszit.

2.7 Megjegyzés: Ha z = ¢ + ib, akkor |z| = Va2 B = v/2z. Ha r = |z] és

¢ = arc(z), akkor a = rcosy b = rsin ¢, tehat z = r(cos ¢ + i sin ).

2.8 Definicié: Legyen r a » komplex szam abszoliit értéke ¢ pedig az arcusa.
Ekkor 2z = r(cos ¢ + i sin ) alakban valé megadésit a z trigonometrikus alakjénak
nevezzitk. Bevezetve az e = cos + isin ¢ jelolést kapjuk, hogy z = re, ezt a 2
komplex szam exponencialis alakjinak nevezziik.

2.9 Megjegyzés: Ha z = rz(cos ®+isin p) akkor [z] = /r? cos? p+r2sinp =r,
tehit a trigonometrikus alakbé] leolvashaté a komplex szém abszolit értéke, szoge
pedig 2kr k € Z ésszeadandétél eltekintve,

Meg szeretnénk vizsgalni, hogy mj térténik a komplex szdm abszolit értékével és
arcusaval a komplex szamok szorzasakor, osztasakor.
2.10 Tétel: Legyenek z; és z, komplex szamok. Ekkor

|2122] = |z||2z5|  arc (2122) = arc (z;) + arc (z,)
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al_ a1l arc (Z—l) = arc(z1) — arc (22)
z2 |22| Z9 N
Specialisan, ha z = r(cos @ + isinp) és n € N, akkor z, = r"*(cos(ny) + i sin(nep)).
p ) ) ! . . “
(Ez utdbbit Moivre-formulanak is nevezik). .
Bizonyitas Legyen z1 = ri(cospy + isingr), 22 = ro{cos @y + isingg).

Ekkor 2123 = r1r2((cos @1 cos pa — sin ¢y sin @2) + i(cos 1 sin @z + sin ¢y cos 502)> =
1Z2 =

rira(cos(ip1 + p2) Yt isin(er + ¢2))- ( |
3 = + Z22).

hat |2122] = |21||22] és arc (z122) = arc(z1 : ) N .

de( 2'l'v|a.11k:L|pjuk hogy z = r(cos ¢ +isinp) esetén 2" = (cos(r’up) + zsm(nt,a‘))t

ek iv l,SL .25 = 2, a szorzat abszoldt értékére vonatkozé formula szerin

Ugyanakkor, mive 2z =21,
| = Hl . |za], tehat

A - = arc (fl .
arc (z1) = arc (—3) + arc (22), tehat arc(z) — arc (22) 2)

— Iml Az arcusra vonatkozé elézé formula szerint
= al”

&L
2

2.11 Megjegyzés: Egy 20 € C\{0} komplex s’zémma,l va}? SZZ:Z:S;CI(FZISI_)IIZ;E
szdmsikon forgatva nydjtas transzformécié.t feredmfeqyez._Az e :rg+ ) et
. ijtds |zo|-el torténik. 1 = 1(cos 0.+ isin 0}, 1g¥ z = r(cos ¢ seine) e
? ri}llll;](cos(—[,o) + 1sin(—¢) tehat EI = Llés arc () = —“afc (f).',, gy . ‘1;[6;
l-z;é;zérs a komplex szdmsfk pontjait a |z| = 1 egységkdrre tikr6éz1”?, majd a

tengelyre tikrozi.

;lmz

Rez

3. ébra

.. : nnak hén
Most meg fogjuk vizsgélni, hogy adott z = r(cosg + tsing) # 0 szamnak ha )]
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n-edik gyGke van, azaz hany w komplex szimra teljesill, hogy w™ = 2. Ha 4 —
plcosd + isin J), akkor w™ = p"(cosnd + isin nd). Ezért a w™ = , egyenldségbdl
PP=résnd =0+ %k € Z adédik. Ebbo] P =T >0 egyértelmi és 9 — 5%’"’
k € Z. Ezek kéziil azonban csak k = 0, 1,2,...,n—1 ad kiilénbs24 1 értéket utdna

1smétl5dik, mert
k
\'y;(cos ((p+ 2 7r) + ¢sin (tp + 2k7r)> =
n n

— o (COS (!P+2(k+n)7r) +isin (¢+2(k+ n)w))

n n
Tehat bebizonyitottuk a kévetkezét:

2.12 Tétel: Egy 2 #0 komplex szdmnak pontosan n darab n-edik gydke van a
komplex szamok kérében.

Ha 2 = r(cos ¢ + i sin ©), akkor /7 értékei
\"/7_'(cos (go-+2k7r) +isin (tp+2k7r>> , ahol k=0,1,...,n—1.,

n n

nevezzik.

2.14 Megjegyzés: Az elozéek szerint /T értékei cos(%‘i) s isin(zfl) k=
O L2,... . n-1. Ezka lz] =1 kérén egy szabilyos n-sz6g csticsaiban helyezkednek
e a komplex szimsikon. Ha z = 2(cosp + isin @) akkor /z = Vr(cos 2 +
(sin 2)(cos %"—'—I—ésiu 1) k=, L,2,...,n—1, {gy z 5sszes n-edik gyoke a k = 0-hoz

rtozé n-edik gyokbal az n-edik egységgyskikkel vals szorzassal kaphats,

2.15 Példa: Szimitsuk ki /14 iv/3 értekeit. Elészdr dtitjuk a gysk alatt
Kifejezést trigonometrikus alakra.

14+ivV3=2 (cos (g—) + ¢sin (g—))
1y
V1+iv3 = \’/i(cos (§ +52’”) +isin <§ +52k”)) k=0,1,2,3,4

20

Abrizolva a gydkdket a 2| = /2 kéron kapjuk:

Imz
Wz 840
156°
W
: Wigpe
\b}z Rez
228° <
W,
4 300° 5
4. 4bra

2.16 Feladat: )
iali jat! k meg,

(i) Irjuk fel i-nek trigonometrikus és exponencidlis alakjat! Mutassu g
i

hogy } = —i. s

, - L4 ’ [d A van

ii) Bizonyitsuk be, hogy i negyedik egységgydk % abra.‘zolju“l;(; a
W llfom?lex szamsikon. Mi lesz a tobbi negyedik egyseggyok!
a’ = > i

. - ’ ’ P4 '
(ii1) Szdmitsuk ki 71995 &riékét!

y g y ° - M p Z .
\4 ZO ltSllk be hO z z —Z Z II]lllden 21,2 kOIIl lex szZamra
(1 ) Bl n 9 1 2 1 2 1542
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3. A polinomok tovabbi
tulajdonsagai

Miér emlitettik, hogy az algebra alaptétele szerint a komplex szamtest algebrailag
zart, igy minden komplex egyiitthatés legalabb elsdfokd polinomnak van a komplex
szdmok korében gydke. Ennek a tételnek a kovetkezménye a kovetkezé eredmény,
amely komplex, illetve valds egyltthatés polinomok felbontasardl szél amelyet
szintén nem bizonyitunk. Ezt is szokés az algebra alaptételeként emlegetni.

3.1 Tétel (Algebra alaptétele):

a) Legyen n > 1 lermészetes szdm, ckkor ininden Clz]-beli n-edfoki p(z)
polinomnak C-ben pecatosan n darab gyoke van. Ha ezek zy,25,....2s és p(z2)
foegyiitthatéja an, akkor p(z) = e flin (2 = =) (Ezt nevezik p(z) komplez
gyokiényczds alakjanak). A komplex gvoktényezds alak a teényezdk sorrendjétol
eltekintve egyértelmu.

b) Legyen n € N, n > 1. Ekkor minceu p(z) € Rlz] polinor a tényezok
sorrendjétdl eltekintve egyértelmiien irhaté p(e) = an 11, (-2 [T (xt ezt B)
alakban, ahol a, p(z) f8egyiitthatdja, z1,.. . x4, p{x) valds gySkei, az 4o+ B€
R|z] polinomoknak nincsenek vaids gyokeik, gydkeik konjugalt komplex szamok.
(Ekkor n = s + 2r)

3.2 Megjegyzés A fenti tételben eléforduihat, hogy zi1,22....2., iletve
Zy,...,Ts gyokdk valamint az 2! + amr + ff; tényezdk kozott vannak azonosek.
Ezt 1igy is szoktdk mondani, hogy ezek a guoksk tobbszérés multiplicitdsiak. ilyen
esetekben az azonos tényesdket dssze lehet vonni, példaul p(z) = a, H:zl(z —- )™,
ahol n = S_i_, ;. Ha F tetszoleges test. akkor F[z)-ben a fenti tétel analogonja art
mondja ki, hogy minden F[z]-beli legaldbb elséfekit polinomn a tényezok sorrendjét il
és skaldrszorzétdl eltekintve egyértelintien irhaté Flz]-ben tovébbi tényezdkre nom
bonthaté polinomok szorzatara. Ha F algebrailag zdrt, akkor ez Fla]-beli nem
konsians polinomok els6fokit polinomok szorzatéra bonthatdk, hasonléan mint a 3.1
Tétel a) pontjaban.

3.3 Megjegyzés: A kozépiskolai tanulmanyainkbé] jél ismert a szdmebadlct
alaptéiele, amely szerint minden n € N\{0} természetes szdm a tényezdk
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sorrend}jétc’il eltekintve egyértelmiien irhaté primhatvényok szorzataként. Ismerjik
a termeszeiies s-za'mok korében az oszthatdsdg fogalmit is: a,n € N eseté1‘1 a osthc')'a
n-;lek, ha letem}( ?lyan b’e N, amelyre ab = n. Ezt a tényt a|n-nel jeléljiik. Ismerjék
a egnagyobb kozds osztd (l.n.k.o.) és a legkisebb kézés tobbszirss (1.k.k.t) fogalmat
is. Han,m e N\{0} ésn =[], p&, m = [T, " n & m primtényezds felbontsa
(1.tt felsoroltuk az Ssszes primet, amely vagy n-ben vagy m-ben eléfordul tleg 0
kitevGvel), akkor Ln.k.o (n,m) = [Te, prined) ¢o 1k kot (n,m) =L ;’iiﬁ(aﬁ%‘)

i=1 £

Kéunven 14 1 —

nec;(m’l}en ]a.tha'tto, .hogy d-— l.n.k.o.(n,m) pontosan akkor, ha d koézds osztdja n-
o és m-nek~ és minden kozos osztéjuknak tébbszérose, k = Lk.k.t.(n,m) pontosan

akkor ha k t6bbszdrdse n-nek és m-nek és minden kézés tobbszérosiiknek osztéja.

Az oszthatésig polinomok kérében is értelmezhetd.

( 3.4 D?finfc16: Legyen F test p(z),q(z) € F[z] polinomok. Azt mondjuk, hogy
P :;') osztdja q(x)-nek az Flz]-beli polinomok kérében, ha létezik olyan I(z) € F[z]
polinom, a.mely.re p(z) - l(z) = ¢(z). Ezt a tényt p(z)|q(z)-szel jeloljik.

Polinomok kérében is lehet értelmezni
P ezni a legnagyobb k&zé 5 é i
k6z6s t6bbszdrds fogalmat. e s e & # feekisebl

Szel!i..:léll??fmcm:’Legyen F test p(z),q(z) € F[a:] polinomok Ln.k.o (p(z),q(z))-
jeloljiik, p(:::)' €s q(z) legnagyobd kizés osztéjdnak nevezzik azt a d(z) polinomot
?r:zly p(z)-nek és q(z).-nek kd26s osztdja és minden kézds osztéjinak t6bbszér65e,
aZt étk((;;()z);?i(:o))-sieljelélljﬁk, p(z) e's, q(z) legkisebb kézés tobbszérésének nevezzﬁk.
tébbszér631;1(nekmo ;?,'me y p(z‘)-nek és .q(:c)-nek koz6s tobbszdrése és minden kézds
o eErG osztdja. (Mivel F-beli nem 0 elemmel valé szorzis szintén ilyen
ajdonsagi polinomokat ad, az 1.n.k.o és a 1k k.t csak konstans szorzété] eltekintve

rdekelmnkt. lnko( “ee n - <ALl . e -

cRReThe pl( )’ ‘ ’p ( )) ( ( )
€ 1 (1 T x I n k.O pl x ) ,pn 1lT Iy pn x
IekUIZlova_l tobb pOllnom legna/gyobb kOZOS OSZt0|at 18 deﬁllla,lha.t[uk. ( )) ( ))

3. étel: :
6 Tétel: Legyenek p(z),q(z) € Clz] polinomok, melyeknek gyoktényezds

alakjai P(z) = a, [ — )i _ s )
s lehet)' Ekkor Hl:l(z_ Zl) ZQ(Z) = bn H'.=l(z — Zi)ﬁ', (ahol o, ,Bi esetleg 0

s

l.n.k.o (p(z),q(z)) — H(z _ zi)n"\in(a.',ﬁ-')

=1
s

H(Z _ zi)max(a.‘,ﬁ;)

i=1

Lkk.t (p(2),q(2))
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Bizonyitas: Csak az l.n.k.o esetét bizonyitjuk, a masik eset hasonlo.

Kénnyen lathaté, hogy d(z) = [Ii_;(z — z;)min(iB) kdzds osztbja p(z)-nek és
g(z)-nek. Ha di(z) kozbs osztdja e két polinomnak, akkor p(z) = di(2)hi(2) és
q(z) = di(2)ks(2) valamely hi(2), ki(z) € C[z] polinomokra. Bontsuk fel dy(z)-
t, hi(2)-t, k1(z) -t gyOktényezds alakra. Igy p(z) és q(z) egy-egy gydktényezos
felbontasahoz jutunk. Mivel ez a tényezdk szorrendjétél eltekintve egyértelmd,

dy (2)]d(z).

Ha két természetes szam, vagy két egyvéltozés polinom legnagyobb kozos
osztéjat a fenti médon szeretnénk meghatérozni, akkor sziikségiink van a szdmoknak
a primtényezds felbontasara, illetve a polinomok gydktényezos faktorizéacidjara,
amelyek meghatdrozdsira nincs gyors algoritmus. Az lnk.o viszont faktorizacidé
nélkiil is meghatérozhaté az d.n. euklideszi algoritmus segitségével, amely konnyen
programozhaté, gyors algoritmus. Az algoritmus megadasahoz szitkségiink van a

maradékos osztds tételére.

3.7 Tétel (Maradékos osztds tétele):

a) Minden n,m € N\{0} n > m természetes szamhoz léteznek olyan
egyértelmiien meghatdrozott h és r természetes szdmok, amelyekre n = hm +r
és r vagy 0 vagy r > m.

b.) Legyenek p(z),q(z) € F(z] polinomok. Legyen deg p(x) > degq(z) és q(z) #
0. Ekkor skaldrszorzétél eltekintve egyértelmten léteznek olyan h(z),r(z) € Flz]
polinomok, amelyekre p(z) = h(z)g(x) + r(z) és r(z) = 0 vagy degr(z).< degq(z)-

Bizonyitas:

a) Ha m|n, akkor n = mh valamely h € N-re és r = 0. Egyébként vegyink egy
olyan b € N szimot, amelyre mh < n < m(h +1). Ekkor r = n —mh <m és
n=mh+r. Legyen n =mhy +7r1 = mh, + r; két fenti tulajdonsagu felirasa n-nek
Ha ry # ro (példdul r; > rq), akkor m(hy —hy) =r2—r1>0. Derg —m <ra <
ellentmond ennek. Tehdt ry = 7y és igy k1 = he, azaz az eldallitas egyértelmi.

b) Ha q(z)|p(z), akkor p(z) = h(z)q(z) valamely h(z) € Flz]-re. Egyébként h(z)
et a kovetkezd d.n. polinomosztési algoritmussal konstrualjuk meg. Legyen p(x) és
¢(r) legmagasabb foki tagjainak hinyadosa ckz*. Legyen pi(z) = p(x) — cezFq(x)
Ekkor deg pi(z) < deg p(z). Ha deg pi(z) < deg q(z), akkor r(z) = p(z)
hiz) = epr¥-ra p(z) = h(z)g(z) + r(z) a fenti elsallitis. Ha deg pi(z) > deg ¢()
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akkor tovabb ismételjiik az eljarast a pi(x),q(z) parra. p(z) fokira valo indukciéval
Piz) = hy(2)q(z) + a(x), ahol degn(z) < degq(), igy p(a) = (crz* + ha(x))a(z) +
\',,’(I) p(z) kivant eléallitésa. Ha p(z) = ha(z)q(z) + ri(z) = ha(z)g(z) + ra(z) p(z)
L5t kilonbozé fenti tipusd eléallitasa, akkor (hi(z) — ha(z)) q(x) = ra(x) — r1(z) és
deg (r2(z) — ri(z)) < deg g(x), ami csak akkor lehetséges, ha hi(z) = hy(z) és ezért
Iy z) = ry(z). Tehat az elballitas egyértelmi.

| 3.8 Példa: p(z) = 24+ 22° +  + 1 és g(z) = 2 + 1 esetén megkonstrudljuk
hi1)-et és r(x)-et.

(x4 4234z +1) @ (224+1) = 2+ 2z — 1

£t h(z)
20 —z8 4z +1 ‘
2z% + 2z
—z? -z 41
—z? -1
—z+2
r(z)

’ A polinomosztési algoritmus mechanikus elvégzésének 1épései a kvetkezdk a fenti
példaban:

’p(r) és g(z) lagmagasabbfoki tagjainak hinyadosa z?, ezt leirjuk az egyenlGség
u:.an,.majd \‘/isszaszorozzuk vele g(x)-et, amelynek eredményét p(z) ald irjuk, és
}f.:\‘?njuk beldle. Az eredmény (pi(z)) a vonal ala kerill, amelyre Gjbdl az el6z8
| épesek szorzatat alkalmazzuk, azaz elosztjuk p;(z) legmagasabb foki tagjat g(z)
!egn.]agasabb fokd tagjaval; az eredményt, 2z-et hozzdadjuk az egyenlSség utani
[dfejezéshez és visszaszorozzuk vele g(z)-et, amelynek eredményét p(z) ald irjuk
majd kivonjuk beléle. Ezt addig folytatjuk, amig a vonal alatti maradek foka’
vem lesz kisebb g(z) fokdnal. Ekkor h(z) éppen az egyenldség jobboldalan kapott
kifejezés, r(z) pedig az utolsé maradék.

M.ost leitjuk a legnagyobb kozds oszté meghatarozasira szolgdls gyors
algoritmust.

3.9 Tétel (Euklideszi algoritmus):

a) Legyenek n,m € N\{0} természetes szémok, amelyekre n > m. Ekkor
\.n.}f.o. (n,m) a kdvetkezd algoritmussal kaphaté. Ha m|n, akkor Ln.k.o (n,m) = n,
egvébként maradékos osztdsokat végziink el a kdvetkezd médon mindaddig, amig 0
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maradékot nem kapunk. l.n.k.o (n,m) éppen az utolsé nem 0 maradék, risz.

n = mhy+nry r#0

m = rihs+ 1 T2 :,é 0

ri = Tipthipz T2 ris2 7 0
rig1 = Tit2 hi+3

b) Legyenck p(z),q(z) € F[z] polinomek, deg p(z) 2 deg (), q(z) # 0. Ekkor
Lnko. (p(z).q(z)) a kévetkezo algoritmussal kaphaté. Ha q(z)|p(z), akkor l.n.k.o
(p(z),q(z)) = q(z), egyébként maradekos osztasokat végziink el a kdvetkezd modon
mindaddig, amig 0 maradekot nem kapunk. Ln.k.o (p(z), q(z)) éppen az utolsé nem
0 maradék, ri42(2).

p(z) = gq(z)hi(z) + (2) ri(z) #0

g(z) = mi(@)ha(z) +7a(2) rao(z) # 0
ri(z) = ri(@)hie(z) i) riva(z) # 0
riq(z) = Ti+2(1)hi+3('~‘)

Bizonyitds: Csak a b) esetben bizonyitunk. Az a) eset hasonléan bizonyithaté.

A maradékos osztds tulajdonsagai szerint deg q(z) > degri(z) > degra(z)s- .
Tehat minden lépesben a maradék fokszama csokken, igy elébb-utébb 0 maradékot
kapunk, tehdt az algoritmus véges lépésben befejezodik. Be kell latnunk, hogy
riva(z) p(x)-nek és g(x)-nek kézbs osztéja és minden kozds osztéjanak tobbszorose.
Ha az utolsé egyenletbdl haladunk visszafelé, azt kapjuk, hogy riva(2)|risa (),
ripa(x)|ri(z), ..., azaz riva(z)]q(z) és ripalp(z) is teljesil.

Ha di(z)|q(z) és dy(z)|p(z) egy kozos osztéja p(z)-nek és ¢(x)-nek akkor az egyen-
leteken fontrél lefelé haladva kapjuk, hogy di(z)|r1(z), di(z)|ra(), - - - vy (2)|rizalx),
tehat ripa(z) teljesiti a legnagyobb kozs osztora tett feltételeket.

Az euklideszi algoritmmns lchetdséget ad polinomok ko2z0s
gydkeinek meghatérozasara, hi~sen két polinom kézds.gydkel a legnagyobb kdzos

oszténak is gyokei.

3.10 Feladat: Hatdrozzuk meg a p(x) és q(z) polinomok kozds gydkeit, ha
p(z) = 2° + ot — g% =2z — 1, (&) = 32 +223 4224+ 22 -2
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) Most gyors algoritmust keresiink egy zo szam polinomba valé behelyettesitésére.
Az egyszerlség kedvéért p(z) = 3" aiz' € Clz] polinomokat tekintiink, de
tetszéleges test feletti polinomokra is alkalmazhaté az eljards.

Legyen @ € C komplex szdm. Ennek behelyettesitését az ((ana + an_1)a +

o , s )
n 2)a.... + ao u.n.  Horner-mddszerrel végezhetjitk el hatékonyan. Ennek
formalizalasara szolgal az. ¢.n. Horner-séma:

|an‘ An-1 [an_g[...|ao
a’anlaan+an_1| 1 l

a f3lsé sorbin a polinom egyitthatdi szerepelnek, az alsé sor elernei pedig oy, aa, +
t?r,_l, a(@a,an-1)+a,_3 stb, tehit a kévetkezd tag az el6z6kbdl a-val vald szt),rzé,snsal
es a soron kivetkezd egyiitthaté hozzad4saval kaphaté. Ily médon az alsé sor elemei
megfelelnek a fenti képlet egyes zaréjeleinek, s végiil, ap alatt p(a) értéke 4ll.

A r’naradékos osztas tétele szerint, ha az (z — a) gydktényezdvel végziink
ijaradekos osztast, akkor p(z) = (¢ — a)h(z) + r(z), ahol r(z) = 0 vagy
fxegr(r) < deg(z—~a), azaz 7(z) = ¢ # 0 konstans. Igy p(a) értékét polinomos,zteissal
is m?gkaphatjuk, p(a) éppen az (z—a) gydktényezdvel vals polinomosztis marade:-ka
Tehat bebizonyitottuk a kévetkezét. o

311 Tétel: Le.{_r)yen F test a € F p(z) € F[z] polinom. Ekkor o p(z)-nek
EO:IFObaH, e?k'k(’)r gydke, ha (z — ) osztéja p(z)-nek. p(z)-nek az o helyen vett
nelvettesitési értéke éppen p(x) (z — a)-val valé polinomosztdsénak maradéka.

3.12 Megjegyzés: Indukcidval beldthats, hogy a Horner-séma mésodik soranak
egyiitthatdi éppen az (z — a)-val vett polinomosztés hényadosianak egyiitthatdi
Il?' modon, ha egy gyokst megtalaltunk, szorzatts bonthatjuk a polinomunkat és e;
hanyadospolinom tovébbi gyskeit prébalhatjuk megkeresni. Szerencsés esetben {
eljuthatunk a polinom gyoktényezds alakjihoz. .

3.13 Példa: p(z) =2 +1,a = -1

A Horner-séma szerint

’ 3 .
tehat 28+ 1 = (z + 1)(z* —z +1). A valds szamtest felett ez a polinom tovédbb nem
bonthaté.
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A komplex szamok testében z? — z + 1 = 0 gydkel

Iy = 1_%\/_5 , tehat 2*+1=(z+1) (z - (1 +21\/§>> (1; _ (1 —;ﬁ))

A fenti példéban a komplex gydk konjugéltja is gydke volt a polinomnak. Ez nem
véletlen, ahogy ezt a kdvetkezo tétel is mutatja.

3.14 Tétel: Valés egyiitthatés polinom egy zo komplex (nem valds) gy6kének
75 konjugéltja is gydk és azonos multiplicitdsuak. Specialisan, paratlan fokid valés

egyiitthatés polinomnak mindig van valds gydke.

Bizonyitas: A polinom fokszdmaéra vonatkozé teljes indukcidval bizonyitunk.
n = 1 esetén a polinomnak csak valés gydke lehet, igy az allitas igaz. Tegyiik
fel, hogy n-nél kisebb fokd polinomokra mér belattuk az allitdst és p(z) = anz™ +
0, 12"V 4+ -+ + a1z + 6 n-edfokd valés egyiitthatés polinom amelynek zo € C\R
gydke.

Tehdt 0 = p(z0) = anzg + -+ + a1z0 + do. Konjugaljuk meg az egyenléség
mindkét oldalat. a jobboldalon az dsszeget tagonként a szorzatokat tényezSként
konjugalhatjuk 2.4 és 2.16 (iv) szerint. Mivel a valds egyiitthaték konjugédlasnal nem
véltoznak, kapjuk 0 = 0 = @,Zp+: - -+@1Z0+8 = anZg+: - +a1Z0+00'= p(Zo). Tehat
Z, is gyoke p(z)-nek. Igy p(2) = (2 — 20)(2 —%0)q(2) = (22 — (20 + Zo)z + 20Z0)q(2) =
(2% — (2Re 20)z + |20/*)q(2)-

A konjugalt komplex szémokhoz tartozd gyoktényezSk szorzata tehat valds
egyiitthatés polinom, amellyel elosztva p(z)-t szintén valés egyiitthatés g(z)
polinomot kapunk. ¢(z)-re az indukci6 szerint az allitas igaz, igy p(z)-re is belattuk
az allitdst.

A kdzépiskolabdl jél ismert masodfoki polinomok gyokdk és egyiitthatok kdzotti
dsszefiiggése, azaz ax? + bz + ¢ = a(z — z1)(x — 22) esetén @, + 22 = =t rywy =&

Most ezt altalanositjuk:

3.15 Tétel (Viéta-formuldk): Legyen p(z) = @ [Tz — ) = aa2™ +
2p_12"1 4 - + a1z + ag € C[2] legaldbb elsdfoki polinom. Ekkor

ilg(—l)" = 2123 Zn
Gq

(El_l_(._l)“’-l = (zl"'zn—l + ....+22...z")

gydke
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an-12, 1)?
(-1) = zizg+zzat+ -+ 2n12n

(_1) = z1+22+"'+2n

Bi e a1 u >
izonyitas: A p(z) gyoktényezds alakjénal elvégezzitk a beszorzast és

dsszehasonlitjuk a jobboldal egyiitthatdival.

3.16 Példa: n_ : i
czeket =lci:i$)z+ sln(pLh)n paye e n-edik egységgyskok. Jellje
lgy 2" =1 =[[,(z — &)

A Viéta formuldkat erre a polinomra alkalmazva kapjuk, hogy 0 = 22=%(-1) =
€1+ +En, azaz az n-edik egységgyokok dsszege 0, és (_1)n;1 _ EQ(—I)" an (1) =
azaz az n-edik egységgyékok szorzata (—1)"+1. o T

A kb B N
helyetteos}lff;lfez’ol:l’)in.t a,zt11 vizsgaljuk, hogy mennyire lehet el6irni egy polinom
ési értékeit, illetve hany olyan poli
s polinom van, amely adott helyek
megadott értékeket vesz fel. Termész i ,  ens
. etesen olyan polinom nem létezhet
adott helyen tobb értéket is felvehet, é Saher, el eey
et, és ha nem korlatozzuk, a poli Ama
e ’ ’ , a polinom fokszamat,
kkor 4ltaldban sok megoldas lehetséges. Az eredmény tetszéleges testre igaz, de mi
csak a komplex esetre mondjuk ki a tételt. ,

) 3.17 Tétel (Interpolacié) Adottak (z1,41)...,(Zn,yn) iy € C 2 =1 n
leoxtr}[l)'let))(bszampa.rok, Enelyekre r; # z; ha i # j. Ekkor létezik egyetlen’ .o.lsr;.n
gfeljebb n — 1 edfokd p(z) € C polinom, amelyre p(2;) =yi t =1,...,n

fltl’3lzonyit£\s: El8szdr az egyértelmiséget latjuk be. Ha p(z),q(z) € C[~]‘a L
szeltjleknﬁk eleget tevd két polinom, akkor p(z) — ¢(z) egy olyan legfeljebb n — 1 ]
o N
i polinom, amelynek z,...,z, gyoke. Az algebra alaptétele szerint ez csak

akkor lehetséges, ha p(z) — ¢(2) = 0, tehét p(z) = ¢(2).
Most konstruilunk egy ilyen p(z) polinomot Lagrange imddszerével.

Definidljuk az

(z=z)o(zm2in)(z o rin) o (2= )

('I.' - 1‘1)_ . (r,- — .T,,'+1-)(.lf,' - Ii+1) Zag (-Ki -.r,,)

J‘(Z) =

! =1,...,nin. Lagrange-féle alappolinomokat.

Ezckre li(z:) = 1 li(z;) =0 hat £ 5.

€N

Tehat a p(2) = i yili(2) polinom teljesiti a kivant feltételeket.

Irjuk fel azt a legalacsonyabbfoki p(x) polinomot, amely

3.18 Feladat:
. ériékeket veszi fel. Adjuk meg p(%)

a megadott Tk helyeken a megfelelo y

gyoktényezos alakjat
s |-110 ilB_‘
v |16 50|53

Id8nként hasznos tudnunk, hogy egy egesz egyiitth
Ez leolvashatd a polinom egyiitthat6ibol.

atés polinomnak van-e egész
vagy racionalis gyoke.

3.19 Tétel: Egy p(z) = anz" + + a¢ € Z[2] egészegyitthatds polinomnak az
2 racionalis szam, melyre a és b relativ primek, akkor lehet csak gyoke, ha ajao és
bla,. Specialisan 1 foegyiitthatos polinom egész gyGkei a polinom konstaps tagjanak

osztol.

Bizonyités: 0 = p(}) = a3+t (%)a1 + ao-

Szoroozuk be az egyenldség mindkét oldalat br-nel. Ekkor 0 = apet4a,—16" " ht
o g agab®l 4 aod™ A jobboldal masodik tagjatol kezdodden minden fag
oszthaté b-vel. Igy blax. a jobboldal utolsé tagiat kivéve minden tag oszthato a-val.

Tgy alagh™. De (a,b) = 1,18y alag.

tkezé eredmény annak megallaptitasara, hogy

J6) hasznalhaté modszert ad a kove
Ez is igaz tetszoleges test feletti polinomokra.

van-e a polinomnak t5bbszords gyoke.
Mi csak a valés esetben mondjuk ki a tételt.

3.20 Tétel: Egy p(r) € Rz} polinornnak a poutesan akkor 16bbszords gyoke.
ba p{o) = 0és p'(a) = 0. (#'(z) a p(z) polinom dirivaltjat jelsli)

Bizonyitas: Legyen & plx) tobbssords gydke. ekkor p(z) = (z—a)*q(x) valamely

k> 1 természetes szamra € q(z) € R[z] polinomra.
ekbor #/(2) = bz — @)ttgle) + (2~ ¥ () = (2 = o) hale) e 2]
tehat p(a) =0 és p(a)=0.
Tegyitk most fel, hogy a plz) € R(z] polinomra plo) = D és play = 0
Ekkor 3.11 szerint p(z) = (7 — a)glx) valamely g(x) € R[z] polinomra. p(z)=
glz) + (& — a)g(z). gy U = pa)-bol gla) = 0 kovetkezik, vagyis p{z)-nek

t5bbszards gydke.
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3.21 Definicié: Az R{X} = {2
} = {em IP(7), €R '
egyiitthatds, egyvaltozds, raciondl; . ' i) et e g mlds

el figguényeknek vagy raciondlis figgvénytestnek

Az integralszémitds sorin hasz

' ] nos lesz szamunk 5 6 té
it A s unkra a kdvetkezd tétel, amelyet

013.22 Tétel (Parcidlis tértekre bontds): Legyenek p(z),q(z) € Rz]
polinomok, amelyekre deg p(z) < degq(a) valamint (z) = []._,(x - 20" I (o7 1
iZ +6;)% g(x) felbontdsa R felett; felbonthatatlan polinomokra. Ekkér =

%zi(¢+_§;+_..+_17)+

S \E-w)  (z-a) (r— o
2 (1) 1
= .(32+d‘+6- 2 ; s+ b—2 T V3
= b)) (B tem+ b)? (22 + a;z + b;)k

A, bi‘zonyftés indukciéval térténhet
példaul [SZT) 168-179 oldalain. Itt

analogonja is.

g(z) fokszdmira vonatkozdan, megtaldlhatd
megtaldlhatd a tétel komplex szdmtest feletti

3.23 Példa: Bontsuk résztdrtekre ag

1
m raciondlis tértfiiggvényt .

A fenti tétel szerint a felbontds

1 a b cr
_ b +d .
(@ +1)(e—1)2 ~z—1 1z T grg7 2k,

ahol a, b, ¢, d alkalmas valds szamok. Ké&zo
szamlaléban szerepl$ polinomok egyiitthat
egyenletrendszert kapunk, amelyet megol

s nevezére hozunk a jobb oldalon majd a
o1t Gsszehasonlitva a, b, ¢, d-re egy linedris
dva megkapjuk a kivint el84llit4st.
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4. Matrixok

4.1 Definicié: n x m-es mdiriz-nak nevezziink'egy olyan tdblazatot, amelynek n
sora és m oszlopa van és a tdbldzat elemei valamilyen szdmkor elemei, példdul valds,
komplex, egész stb. szdmok. Ennek megfeleléen M,,xm[R], My xm[C] jeldli az n x m-
es valés és komplex elemii métrixok halmazit. M,[R], M,[C] jeldli az n x n-es valds
és komplex elemli métrixok halmazat. Két matrixot egyenlének tekintiink, ha azonos
méretiiek és elemeik paronként azonosak. A méatrixokat dltaldban nyomtatott nagy
betlikkel és kétszer aldhizva jeloljikk. Példaul A, B.... Ha A i-edik sordnak j-edik
eleme a,;, akkor A helyett (a;;)-t is frthatunk. Matrixokon kiilénféle miiveleteket
lehet definidlni: &sszeadds, kivonds, szorzds, osztas, skalarszoros, transzponalas,

konjugélas.
Definicié: Legyenck A, B € M,y [C] matrixok, melyekre 4 = (ai;) B = (b;;).

A + B-vel jeloljik, A és B mdtrizok Gsszegének nevezzik azt a C = (ci;) €
M.« [C] métrixot, amelyre ¢;; = a;;+ bi; t=1,...,n, 7 =1,...,m.

A — B-vel jeldljiik, A és B mdirizok kilénbségének nevezzikk azt a D = (dyj) €
M, 1 [C] matrixot, amelyred;; = a;; — b i =1,...,n, 5 =1,...,m.

Legyen A € C. AA-val jeloljiik és A A-szorosdnak nevezzik azt az F = (fi;)

maétrixot, amelyre fi; = Aaj;i=1,...,n,5=1,...,m.

3 N 1 01 2
6 -1 00 3
0 1 0
0 0 5

5 1 2 3\ (2 4 6

4 5 6/ \8 10 12
Mitrixok szorzatat csak abban az esetben definidljuk, ha az elsé méatrix oszlopainak

szama a masodik matrix sorainak szamaval egyezik meg.

4.3 Példa:

I

[ B R, B )

TN
=
U N U N
o W
\_/
|
I»—n
—_
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4'.4 Definicié: Legyen A = (ai;) € Maxm[C] B = (bij) € Mmux[C]. Ekkor AB-
vel jeldljik és az A és B mdtrizok szorzatinak nevezzitk azt a C = (c¢;;) € Mpxi[C]
rpatrixot, amelyre ¢;; = Y| auby;. N

1 2 3
A= =

n szorzast kénnyebb kiszdmitani, ha abrat készitiink:

4.5 Példa:
1

0
0 0
1 -1

OO

1 0 1
0 0 0
01 -1
1 2 3|1 3 -2
4 5 6|4 6 -2

A7 A és B métrixokat jobb felss és bal alsé csticsaikn4l egymas mellé helyezziik. Igy
a bal oldalon fent egy négyzet keletkezik a jobb oldalon lent pedig a szorzat matrix
raeretének megfelelé hely keletkezik, amelynek elemei kitltésekor az illeté sorban
e'¢ oszlopban 1év8 vektorokat kell elemenként 6sszeszorozni és ezeket dsszeadni.

4.6 Definicié Az A € M,x,.[C] mdtriz transzpondltjdnak nevezziik és A -tal
) 1oljik azt a B = (b._,) € M,.«»[C] mitrixot, amelyre bj; = a;;, ¢ = 1,.
)— 1, m.

7

{Tehat tulajdonképpen geometriailag a matrixot titkkrozziik a fé4tléjara, igy a
goral és oszlopai kicserélédnek).

4.7 Példa:
I 4

1 2 3\
=12 5
(i 3 %)
3 6
A bianszpondlés tulajdonsagairdl szél a kévetkezd tétel.

4.8 Tétel:
a) Legyen A, B € Muxm[C), ekkor (A+ B)" = AT + B”
b) Legyen A € Myxm[C), B € My [C], ekkor (AB)T = BTAT.

(Tre éTéT szorzat a feltétel miatt biztosan értelnies).

Bizonyitas: Az a) allitds nyilvanvalé.

B) Jelolje ;A ; A i-edik sordnak j-edik elemét.

Ekkor ~ ~
{(AB)T = j(AB)i =) ajbi=Y «(47); (B )i =
=1 =1

=) (BT (A7), = «(BTAT); -
=1
Mivel (AB)T BTAT azonos méretll métrixok és elemeik paronként azonosak,

(AB)T = BTAT.

4.9 Definicié: Legyen A = (aij) € Maun[C]. A-tal jeldljik és az A mdtriz
konjugdltjdnak nevezziik azt a a B = (bij) € Mnyn[C] métrixot, amelyre b;; = @;j
t=1,...,m,7=1,...,m

4.10 Példa:
1 1+i) (11—
i 0 ) \—i 0

A konjugélas tulajdonsdgairdl szdl a kovetkezo tétel.

4.11 Tétel:
a) Legyen A, B € Myn[C], ekkor (é-{- B)=A

+B
b) Legyen é € Mnxm[c]a é € Mka[C]7 ekkor (é -E

) =

IID=-I
oo

Bizonyitas: azonnal kdvetkezik a komplex szdmok megfeleld tulajdonsigaibél
és a méatrixok Ssszeadasara és konjugdlasira vonatkozd szabalybol.

4.12 Megjegyzés: M,[C]-ben, illetve M,[R]-ben a fenti &sszes miivelet
értelmes. A milveletekre a kovetkezd tulajdonsigok teljesiilnek: az Osszeadds
kommutativ és asszociativ, létezik additiv neutrélis elem, a csupa 0-bdl allé matrix,
létezik additiv inverz elem, nevezctesen A-hoz (—1)A. A szorzas asszoclativ, de nem

kommutativ. Példaul:

G5 E) e
G 2)=60)

Ez azt is mutatja, hogy két nem azonosan 0 matrix szorzata lehet 0. Az ilyen
tulajdonsagi elemeket valédi nullosztdknak szokas hivni.
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Van multiplikativ neutralis elem

Ezt egységmdtriznak szokés hivni és L-vel jelsljik.
Teljesiil a disztributivitds is.
Tehat M,[C] és M,[R] nem kommutatis, nullossztékat tartalmasd gytrik.
Multiplikativ inverze nem minden mitrixnak vai.

Latni fogjuk majd, hogy
pontosan azon matrixoknak van inverziik, amelyek nem nullosztdk.

Bér a szorzds nem kommutativ, bizonyos métrixok mindig felcserélhetdk. Példaul
LA=ALés AA* = A" Aminden A € M,[C] métrixra teljesiil.

Miel6tt a matrixokrdl tovébbi tulajdonsigokat bizonyftanank, a matrixok néhany
alkalmazasi teriiletére mutatunk példat,

1.) Linedris egyenletrendszerek

adot m egyenlet n ismeretlennel a kévetkezd médon

anzi + a2z + ..+ apx, = b

01T + Az + ...+ axx, = b

Am1Zy + Am2Z2 + ... + AmpTyp = bm
Ittaiji=1,...mj=1,...nés by, ..., b, adottak és keressiik azon Ty, .., Ty

szam n-eseket, amelyek ezt teljesitik. Ezt az egyenlctrendszert témérebben meg
lehet fogalmazni, ha bevezetjik az A = (aij) egyilihatdmatrizot és az

Iy by

&
i

o~
il

T o,
4 oszlophél .illé matrixokat (i.n. veltorek).
kkor az cgyenletrendszer réviden az Az = b indtrixegyenlettel fojozhotd ki
2) Gazdasigi modellek

Legyenck A = (a;;) € M4, [R] B = (b;) € Mox[R] métrixok. Tegyiik fol, hogy
vau n darab félkésstermékiink, m anyagunk és ! késztermékiink.

Jelolje ai; a j-edik félkésztermékben az i-edik anyag mennyiségét. Jelslje by; a
Jeedik termékben az i-edik félkésztermék mennyiségét,

QW

Jelolje c;; a j-edik termékben az i-edik anyag mennyiségét. Legyen C = (c;j) €
mel[R]'

Ekkor ¢;; = 37, airbyj, azaz A B =

3. Grafok

Grifnak neveznek egy olyan halmazt, amely pontokbol (in. szégpontokbdl) all és
bizonyos pontok éssze vannak kétve szakaszokkal (d.n. élekkel)

Példaul:

Q

-

/3

5. abra

Minden grafhoz hozza lehet rendelni egy 4.n. adjececia matrixot A-t. n szdgpontu
graf esetén A € M, [R] és A= (a;;), ahol

0 ha az i-edik és j-edik pont kdzott nines él
{ 1 ha az i-edik és j-edik pont kézbtt van €l

A fenti példaban

01 00
101 1
A=1o 100
0100

Koénnyit belatni, hogy AF i-cdik soranak j-edik eleme épp azt adja, hogy z—bcl)(l J-
. ’ = I 13 e -\( (V
be hinyféleképpen lebet eljutni & lépésben (azaz k ponton ketesztiil), ha csak az

dsszekétdtt pontok kozott lehet haladni.

4.13 Definicié: Az 1 oszlopbol allé6 métrixot oszlopvektornak azfl ‘sorbol alllo
mitr.ixot sorvektornak nevezzik. Cm illetve R™ jeldli az n hossziségd, komplex
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illetve valds elemi oszlopvektorok halmazat. A sorvektorokat 1-szer aldhuzott kis
nvomtatott betlikkel, a sorvektorokat, mint ezek transzponéltjait jeldljik.

4.14 Példa: )

i+1]eC?®,
-1

ennek transzponaltja (1,7 + 1, —1) sorvektor.

4.15 Megjegyzés: A sor- és oszlopvektorokon is értelmes a maétrixdsszeadas,
kivonas, skalarokkal valé szorzéds, transzpondlas, konjugdlds. A szorzds nem

értelmes, de ha

ay 61 n
a,beR* a=| ], b=| : |, akkor gT§=Za,-b,-eR.
t=1

an by

Ezt nevezik az a, b, € R™ vektorok skaldris szorzatdnak, szokédsos jelolése (a, b).

a b7 is értelmes ez
arhy  a1by  ayby

s € M,[R],
aby ... apb,

ezt nevezziik a és b vektorok diadikus szorzatdnak.

Most a matrixok szorzasinak néhiny tulajdonsigit mutatjuk be. Az &llitdsok
kénnyen ellendrizhetSk, ezért nem bizonyitjuk Sket.

1) Ha A = (ai;) € Muxm[C] és b € C™ olyan, hogy b-nek minden komponense
0 kivéve az t-ediket, amely 1, akkor Ab éppen A-nak az ¢-edik oszlopvektora. Ha
B € M,,x[C}, akkor QTg_- éppen g-nei az i-edik sorvektora.

2) Ha A = (aij) € Maxn[C] és

b
b= | "]
b
valamint A oszlopvektorai gy, ..., a,,, akkor Ab= Yo, bigg

3) Ha o = [ay,...,an) Be M, «([C] és B sorvektorai Q?,Qg‘, .. Q,T“ akkor ng =

:“=1 aié?‘

4) Ha A € M,xx[C], B € M, xi[C] és B oszlopvektorai by, ..., b, akkor AB
oszlopvektorai Ab;, Ab,,. .., AYy

R

Ha A sorvektorai a7, ... a7, akkor AB sorvektorai a B,aJ B,...,a} B.

4.16 Megjegyzés: Bar a fenti definicickat és tételeket komplex elemi
méatrixokra mondtuk ki tobbségiik érvényben marad tetszdleges test vagy gytri

feletti matrixokra is.
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5. Determinansok

5.1 Definicié: Egy 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} kolcsondsen egyértelmi
leképezést az {1,2,...,n} halmaz egy permutdcidjdnak nevezzik.

5.2 Megjegyzés: Ha m az {1,2,...,n} halmaz egy permutéci6ja, akkor
(w(1),7(2),...,7(n)) az 1.2....,n szamok egy sorrendje. Az {1,2,...,n}
halmaznak dsszesen n! darab permutaciéja van. Ezek halmazit S, -nel jeloljiik.

5.2 Definicié: Legyen 7 € Sn. Azon (,7) szémparokat, ahol 4,7 € {1,2,...,n},
i<jésm(@)>mw(j)am permutdcid inverzidinak nevezzik, ezek szamat I(mr)-vel
jeloljiik.

5.3 Definicié: Legyen A = (ai;) € M,[C] métrix. det (A4)-val (vagy |Al-val)
jelsljiik és az A mdtriz determindnsdnak nevezzik a kévetkez6 szdmot:

det (é) = Z (—l)l(ﬂ)alw(l)azﬂﬂ <o+« Qngy(n)
mESn

szemléletesen ez azt jelenti, hogy minden © € S, permutaciénak megfeleloen
kivesziink az A matrix minden sorabél és oszlopabél pontosan 1 elemet, nevezetesen
az i-edik sorbdl a m(i)ediket, ezeket ssszeszorozzuk, az igy kapott d.n. kifejtési
tagokat megszorozzuk (—1)7")-nel majd dsszeadjuk oket.

5.4 Példa
n=1 det (a11)= aii
(0)
ajr @12
n=2 det ( = ayndz2 — @12021
ag1 Q422
(0) (1)
ap; a1z 013
n=3 det | @21 622 azs | = anonass + 01202303
az1 Gaz 433 (0) (2)
+ ajzag183z — 011023432 — a12821833 — 13022831

(2) 1) (1) 3)
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Az egyes kifejtési tagok ald irtuk az illetd permutaciok inverzidinak szamat.

A fenti definicidn kivil szokds még a determinénst indukciéval, rekurziv médon
definialni.

5.5 Definicié (Determinans mdsik lehetséges definiciéja)
Legyen A = (ay;) € M,[C).
Han = 1 det (é) = a1

Ha n =2 det (A) = ajya5; — arpay

Tegyiik fel, hogy minden X € M,_1[C]-re mér definidltuk det (X)-et, ekkor
A€ M,[C] —re det (A) = a;idet (4,) - appdet(A ) +... + (—l)"_lalndet(é1 )

ahol éij A i-edik soranak és j-edik oszlopanak elhagyasaval kapott (n—1)x{(n—1)-
es matrix.

. 5.6 Megjegyzés: A fenti két definicid ekvivalens. a masodikbdl az elsd
indukciéval bizonyithatd, ezt az olvaséra bizzuk. Az els§ definiciébél a masodikat
be fogjuk latni késSbb, az d.n. “kifejtési tétel” bebizonyitasival. A tovébbiakban
mindig az elsé definicidbol indulunk ki,

5.7 Példa Legyen

3 2 5
A= 1 3 4
-2 6 1
Ekkor a 2. definicié alapjan
3 4 1 4 1 3
det (A) =3 -2 =~
@) ’61‘ —21|+5i—26‘_ 21

Miel6tt beldtnank a determininsok fébb tulajdonsigait, megemlitjiik a
determindns néhany alkalmazisi teriiletét.

1. Linedris egyenletrendszerek (Cramer-szabaly)
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Legyen Az = b linedris egyenletrendszer, ahol 4 € M,[C],

by z

fo~
Il

y L=

bn Tn

Ha A determinénsa nem 0, akkor az egyenletrendszer megoldésat a kévetkez8keppen
kaphatjuk meg: jeldlje ¢; annak a méatrixnak a determindnsat, amelyet dgy kapunk,
hogy A i-edik oszlopat kicseréljiik b-re. Ekkor z; = ae—f'@- 1=1,...,n.

2. A determinéans geometriai tartalma

A determinanst gy is felfoghatjuk, mint egy “n-dimenzids paralellepipedon
eljeles térfogatat”. Ez a szemlélet sokat segithet abban, hogy determindnsokra
vonatkozé allitisok helyességét megsejtsiik. n = 2 és n = 3 esetekben ezt be is lehet
bizonyitani.

5.7 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy a sik (ar,as) , (b1,b;) pontjaiba mutatd
helyvektorok, mint oldalak &ltal meghatarozott paralellogramma elSjeles teriilete

ay bl

ag bg
3. Tébbes integralok (Jacobi-determindns)

Ha egy tobbes integral integracids valtozdit megvaltoztatjuk, akkor a
integrandust is médositani kell a térfogatelem valtozésanak mértékével, amelyet
az 1.n. Jacobi determindns ad meg.

4. Inverz matrix szamitasa

Latjuk majd, hogy egy A € M,[C] métrixnak pontosan akkor van inverze, ha &

determindnsa nem 0. .
Ekkor A™! = aetl—(é)-[(—l)"”det(é{j)], ahol A, ugyanazt jelenti, mint az 5.5

Definicioban.

5.8 Definicié: Legyen A € M,[C] matrix. Azt mondjuk, hogy A reguldris, ha.
det (A) # 0, cgyébként A-t szinguldrisnak nevezzik.

5.9 Tétel (Determindnsck alaptulajdonségai):
Legyen A = (ai;) € Ma[C]. Ekkor
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(i) Ha A-nak van egy csupa 0-bél 4116 sora, akkor det (4)=0

(ii) Ha A egy soranak minden elemét egy A € C szammal szorozzuk meg,
_ akkor a determinansanak értéke A-szorosara valtozik.

(iii) Ha A két sorat felcseréljiik, akkor a determininsa (—1)-szeresére valtozik

(iv) Ha A két sora megegyezik, akkor a determinénsa 0.
(v) Ha A-nak egy sora egy masik soranak skaldrszorosa akkor det (4)=0.

(vi) A determindnsa nem viltozik, ha egy sordnak skalarszorosit egy masik
sordhoz adjuk.

(vii) Ha A-nak egyik sora, g;'r = Z,-#j AisT, ahol \; € C, (azaz kifejezhetd a
t3bbi sor d.n. linedris kombinaciéjaként), akkor det (4) =0.

(viii) det (4) = det (47).

(ix) Az (i)-(vii) allitasok oszlopokra is igazak.

Bizonyitas

(1) Tegyiik fel, hogy A-nak i-edik sora csupa 0-bdl all. Ekkor det (4) =
Loresn (=1 M ar1)a20(2) - icta(ion)0aigan(in) - - - Anr(n) =0
(ii) Legyen B € M,[C] egy olyan matrix, amelyet A-bdl vigy kapunk, hogy A
i-edik soranak minden elemét egy A € C szammal megszorozzuk. Ekkor
det (B) =3 s, (=1 Maraq). .. dicra(ion Mings) - - Qnr(n) =
= EWES"(—I)I(ﬂ)aIW(l) <o Opp(n) = /\det(A) .

(iii) Legyen B = (b;;) € M,[C] egy olyan maétrix, amelyet gy kapunk A-bdl,
hogy annak i-edik és j-edik sorat felcseréljiik.

Legyen 7* € S, egy olyan permuticié, amelyre

™) = w(j)

() = w(i) és

(k) = w(k), hak#iésk#j.
Tudjuk, hogy

bin(i) Ajn(i) = Gjne(5)
bix() = @ir(j) = ine(i)

bix(k) = @kn(k) = Gkse(r), ha k#iésk #j.

()

Ezért

bir(1) - - - bur(n) = B1xe(1) - - - Gnr*{n)

Mivel a w — 7* leképezés Sn-nek dnmagaba val6 kolcsondsen egyértelmi
megfeleltetése, det (B) és det (A) kifejtési tagjal kozott a

blw(n) e bmr(n) = Gixe(1) <« Bnx(n)

megfeleltetés szintén kolcsondsen egyértelmi megfelel ,t:(letés. Azt allitjuk,
hogy az egymasnak megfelelé kifejtési tagok elSjele (—1)-szerese
egymasnak.

Ehhez ki kell szémolnunk I(7)-bol I (7*)-ot. .
Legyen (:rr(l).:r[2),.‘.,w(i),...,w(j},...,rr{n))’ a T Eer';:nuta.c::zl(nnai)
megfelel sorrend. Ebbdl (1r‘(1),11"{2),...,n" (z),:“..,rr' (j ,e; o
2(j — i) — 1 cserével kaphaté: w(i)-t jobbr:a léptetjik .(j —'z)-v 1, ét
;r[j)—t balra léptetjik (j — i — 1)-gvel. Oss%?sen 2(3 - 7) T'k r:s:er .a
hajtottunk végre. A szomszédos elemek cseréjekor az inverziox szam

1-gyel véltozik, tehat 2(5 —1) -1 cserénél paratlan szdmmal valtozik
’ * I(r

meg, tehat (—1)7 - (=1) = (-1)@

I —

i det (2) = E (_I)I(W) blﬂ‘(l) ) bmr(n) b

TESn

=5 (=1 (=1)areq) - - - Gnre(wy = (—1)det (4)
T*ESn
Tegyiik fel, hogy A-nak az i-edik és a j-edik sora megegyezi'k. .
Cseréljiik fel Sket. (iii) szerint ekkor det (A) (Tl)-ﬁzereseredvta(t:::::
Masrészt, mivel A nem valtozott, det (4) sem valtozik. Igy det (4
(=1)det(A), azaz 2det (4) =0, és det (4) = 0.

Legyen A i-edik sora a j-edik soranak A-szorosa. [ie‘gqye:l B E‘ﬂ:';i[fjo::
= . - » » L . az ‘_

r ly az i-edik sor kivételével megegyezik 4 val, :
a;?il?;r;x_; a(:ilaiiysoré.val egyezik meg. Ekkor (ii) és (iv) szerint det (4) =
p -

Adet (B) = X2-0=0.

. . il
Adjuk hozzéd az A matrix j-edik sordhoz az i-edik sor A-szorosat. Jeldlji
az igy kapott matrixot B-vel. Ekkor

det (B) = Z (—l)l(r)a”(l) N O R (a_.;,,,(,-) + )\a;,,(,-)) v r Opa(n)
= *E€ESn
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= Z(_l) ahr(l) < Qin(i) -+ Byn(y) N O
€Sn

+A 2 1) I= )al,,(l) - Qin(i) - + - Cin(j) - + - Cnm(n) = det(é_) y
TESH
Mivel a mésodik szumma egy olyan matrix determindnsa, amelyben az
t-edik és j-edik sor megegyezik, ez (iv) szerint 0.

(vii) Mivel A j-edik sora gf e 2‘-# AisT a tobbi sorainak linearis
kombinacidja, ezért A j-edik sorat kinulldzhatjuk, ha a j-edik sordhoz
rendre hozzdadjuk az i-edik sordnak (—J\;)-szeresét minden ¢ # j-re.

(vi) szerint ekkor a determinans nem valtozik. Masrészt (i) szerint ennek
az u) matrixnak a determindnsa 0. Tehat det (4) = 0.

(viii) Legyen B = A'. Minden = € S,re definidljuk 7* € S.-t a
kovetkezéképpen. w*(w(t)) = ¢. Tehdt n* tulajdonképpen w-nek, mint
leképezésnek az inverze. Ekkor a 7 — 7~ megfeleltetés S,-nek nmagira
valé kélcsondsen egyértelml megfeleltetése és

biri) = Cr(i)i = Cn(iyro(ni)) t=1,...,1
Tehat
bir(1) - - - brn(n) = Q1re(1) - - - Anro(n)
Ir) = {Gg)li<i e m(i) > n(j)} =
{(@ DG = 5)(7 (@) — =(5)) < 0} =
= {(x(@), 7GDI(" (7 (2)) — 7" (x (7)) (7 (i) — 7(5)) < O} = I(x")
lgy
det (B) = > (=1)'@birq). - bun(y =
TESn
= D (1) "a10e1) . Gppe(my = det (4) .

T ESn

(ix) éT sorai éppen A oszlopai, éT soraira a fenti allitdsok érvényesek. Ezen
kiviil (viii) szerint det (A) = det (éT), tehat a fenti llitdsok A oszlopaira
is érvényesek.

A kovetkezbkben célunk a kifejtési tétel bizonyitasa lesz, amelyhez sziikségiink
lesz néhany segédtételre.
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5.10 Segédtétel: Ha A, B € M,.[C] matrixok az i-edik soruktol eltekintve
megegyeznek, akkor
det (A) + det (B) = det Q) , ahola (€ M, [C]

matrixnak i-edik sora az A matrix i-edik sordnak és a £ matrix i-edik sordnak
Bsszege, C tobbi sora pedig A illetve B t5bbi soraival egyemk meg.

Bizonyitéas: Legyen A = (a;;) és B = (bi;). Ekkor

S (=) Pareqy - tina - Gere)

det (A) + det (B)

rESn
+ Z (-1)1(1)011(1) e bir(i} - Can(n) =
TESn
_ z (—I)I(R)GIw(l) . a.--u(.zz)(aivr(i) + b;,(.‘)} e lunin} < det (_(___7_)

rESn
5.11 Definicié: Egy A € My[C] maétrix (3, j)-hez tartozé aldetermindnsg
A i-edik soranak és j- -edik oszlopanak elhagyasdval kapott JJ, matrix det [A_')

determinansa. Az A matrix (z, j)-hez tartozo eldjeles aldeterm! inansdnak nevezzill

a (—1)"* det (éj) “szamot.

5.12 Példa:

i 2 3
A=14 5 6
7 8 9

esctén a (2,1)-hez tartozd aldeterminans

=18 -24=-6

[0 U Y]

det (éﬂ) = ;‘

ugyanebhez tartozé elbjeles aldeterminans
(=1)*! det (4,) =6,

kapott (—1)*+ szorz6 értéke £4

5.13 Megjegyzés: Az elGjeles aldeterminansnal 20 :
ook éxtékét lege abaly” alkalmazasaval kaphatjut

Ennek értékét legegyszeribben az dn. “sakktablasz

T+ - +
o+ -
1 i
|

+ -+
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meg,.

Példaul n = 3 esetén:




A + illetve — azt jeldli, ho illetd
, hogy az illetd helyhez tartozé aldetermina -
&gy —1-gyel kell-e megszorozni. ermindnst level

A kovetkezd segédtétel a kifejtési tétel egy specidlis esetével foglalkozik.

5.14 Segédtétel: Ha egy A = (a;;) itrix i-edi
. A = (a5) € M,[C| matrix i-edik ! -edi
lemen kiviil minden elem 0, akkor ’ “ e et s gd]k

det (4) = a;j(—1)"*det (éu)

I’hzonyités: Hajtsunk végre (: — 1) sorcserét és (7 = 1) oszlopcserét gy, hogy
a'f (ligjtr kapott B = (b;;) matrix elsd sordban az elsé elemen kiviil minden elem 0
etermindns definicidja szerint ekkor det (B) = b;,d i .
3 kifejtési tagok nem 0-k 1 7 5 , '(éu), et ok
o gok m 0-k, amelyekben szerepel B els§ soranak elsé eleme és ezen
kJ. ejtest tagok el6jele megegyezik a det (B,,)-beli tényezdiknek ottani elSjelével,
hiszen a.z 1 sor elsd elemével valé megszorzasuk nem néveli a kifejtési taghoz tartozé
‘o-ermuta.ao inverziéinak szamat.
A sor- és oszlopcserék miatt det (B) - ‘
K B) = (=1)6-D(—1)U-det _
E1)* det (A). B S e

Ezen kivil b1y = a;; és éu = é.,j, igy

(~1)6+1) det (4) = ai; det (é‘,j) ,
dmelybdl
det (4) = ai;(—1)"* det(é‘j) .
Mostmar be tudjuk bizonyitani a kifejtési tételt.

5.15. Tétel (Kifejtési tétel): Legyen 4 = (ai;) € M,[C]. Ekkor

det (4) = YO(-1)"ay det (4,)

j=1

Maz det (4)-t megkaphatjuk, ha A egy rdgzitett soranak elemeit rendre
-megszorozz'uk a hozzdjuk tartozg elSjeles aldetermindnsokkal is 6sszeadjuk éket. (Ha
&1 a sor az i-edik sor, akkor azt mondjuk, hogy a determindnst az i-edik sora szerint

\ festettik ki)

Bizonyitas: Defindljuk a é‘l), - ,g(") matrixokat a kovetkezé médon: az i-edik
soruktél eltekintve megegyeznek A-val, a é(j ) métrix i-edik soraban a j-edik elemen
kiviil mindegyik 0, a j-edik pedig a;;. Ezért az A métrix ¢-edik sora a _é(l), e ,g_(")
matrixok z-edik sorainak Gsszege.

A 5.10 segédtétel tobbszori alkalmazdséval kapjuk, hogy det (4) = det(B™) +
BNSS det(é‘")).

Az 5.14 segédtétel szerint det(ém) = ag;(—1)"* det(éij), igy

n

det(A4) = Z(—1)‘+J‘a,~,- det(4,) -

1=1

5.16 Kovetkezmény: j = l-re a fenti tételt alkalmazva kapjuk, hogy a
determinans 5.5-6s definiciéja kévetkezik az 5.3-as definiciébdl,

- 5.17 Megjegyzés: A kifejtési tétel igaz marad, ha sor helyett oszlopot mondunk,
mivel det(4) = det(_éT) és éT sorai éppen A oszlopai.

5.18 Megjegyzés: A fenti tétel bizonyitasinal bizonyos matrixok determinan-
sainak osszege egy djabb matrix determinansa. Altaldban nem igaz, hogy matrixok
dsszegének determindnsa az illeté matrixok determinansainak dsszege lenne. Példaul

(fl’g) + ((1)3) = (2)?), de determinansaikra 0 + 0 # 1.

5.19 Megjegyzés: A kifejtési tétel lehetdséget ad a determindns rekurziv
kiszamitasira. Kisebb példék esetén &ltaldban ezt alkalmazzuk. Szamitogépes
program irasakor viszont nem ez a legjobb algoritmus. Egyszerlibb, ha az 5.9
Tétel tulajdonsagait felhasznlva matrixokat d.n. “fels§ hdromszég” alakra hozzuk,
azaz kinullizzuk a f8diagondlis alatti részt. Egy ilyen métrix determinansa éppen a
fédiagonalisban 1év6 elemek szorzata.

Az inverz métrixra vonatkozé képlethez szitkségiink lesz a kovetkezd tételre.

5.20 Tétel (Ferde kifejtés): Ha egy A = (aij) € M,[C] matrix egy
sorénak (illetve oszlopanak) elemeit rendre megszorozzuk egy masik sorhoz (illetve
oszlophoz) tartozé eldjeles aldeterminanssal és &sszeadjuk 6ket, akkor 0-t kapunk.

Bizonyitds:. Elég sorokra bizony{tani,-oszlopokra hasonléan bizonyithata.

Az A matrix i-edik sordnak elemeit szorozzuk meg a k-adik sor elemeihez
tartozé eléjeless determinansokkal, és adjuk dssze bket. Ekkor egy olyan matrix

W)




determinénsat kapjuk, amely a k-adik sortdl eltekintve megegyezik A-val, k-adik
sora pedig az i-edik sorral egyezik meg. Igy az 5.9 Tétel (iv) tulajdonsiga szerint ez
a determinans 0.

5.21 Kovetkezmény: Legyen A = (a;;) € Ma[Cl és B= (bi;) € M,[C], melyre

Ekkor BTA = ABT =d- [, ahol d = det(4).
Bizonyitds: Kovetkezik a kifejtési tételbdl és a ferde kifejtésbél.

5.22 Kévetkezmény Ha egy A € M,[C] métrix requldris, akkor létezik A-nak
multiplikativ inverze, azaz olyan é"l matrix, amelyre g'l = é_lé = 1. Azinverz
egyértelmii és A™" = d—ﬂ‘(T_)[(-—l]"“" det(é‘.j)]’r.

h

Bizonyitas: Az 5.21 Kdvetkezmény szerint %_QT__@ = éﬁéT =1, igy -nak

inverze.

11~

BT

Q=

Az inverz egyértelmii, ugyanis, ha A-nak A~ és X két inverze akkor XA = [.
Ezt A™'-gyel jobbrél megszorozva, kapjuk, hogy X = A™".

5.23 Kovetkezmény (Cramer-szabdly). Ha 4 € M, [C) reguldris matrix,

Ty bl
akkor az Az = b,z = ( : >, b= ( : ) linedris egyenletrendszer egyértelmiien

Ty b,
megoldhaté.

Ha ¢; jeldli annak a matrixnak a determinansat, amely az i-edik oszloptdl
eltekintve megegyezik A-val, az i-edik oszlopa pedig b, akkor
2 =
! det(é)

1=1,...,n

Bizonyitas: Mivel A reguldris létezik A

lgy z = Iz = (é—‘é)g = A'l(é_a_:] = A7'b, mivel az egységmatrixszal valo

szorzas minden z € C” vektorthelybenhagy.— Nézzilk meg tiizetesebben mit is ad
ez z komponenseire.

A7'b i-edik sora =

A matrixszorzas szabalyai szerint z; = Z i-edik sora=

b
@[(—1)"*’5 det(_A_‘.J.)]T ( : ) i-edik sora.
bn

Ez pedig ae—:@—szor egy olyan matrix i-edik oszlopa szerinti kifejtése, amely az
i-edik oszloptdl eltekintve megegyezik A-val, i-edik oszlopa pedig b. Tehat az allitdst
bebizonyitottuk. N

HEd

5.24 Megjegyzés: Ha 4, B Gg métrixoknak van inverziik akkor AB-nek is van
és ez g’lé'l.

Bizonyitas:
(AB)(B™'A™) = A(BB ™A™ = AIA™ =447 =1
(BA™)(AB) = B (4" AB=B"1B=B"B=1

Az inverz egyértelmiiség miatt AB inverze g'l_A_'l.
Lattuk, hogy regularis métrixnak van inverze. Felmerill a kérdés, hogy lehet-e

szingularis matrixnak inverze. Ez nem fordulhat eld, ahogy ezt a kovetkezd tétel
mutatja, melyet az 5.34 Kéovetkezményben bizonyitunk.

5.25 Tétel (Determindnsok szorzastétele): Legyen A,B € M,[C]. Ekko’
det(AB) = det(A) det(B).

5.26 Kovetkezmény: Ha A4 € M;[C] szingulris matrix, akkor A-nak nem lehet
inverze.

Bizonyitas: Ha _A_’l létezne, akkor 1 = det(l) = det(_A__A_l) =
det(A) det(A™") = 0 lenne, ami ellentmondas.

5.27 Kévetkezmény: Ha A € M,[C] reguldris matrix, akkor det(47") = dml(é]‘
Bizonyitas: Mint az eldbbi kévetkezmény bizonyitdsdndl lattuk 1=
- -1 . 1y 1
det(AA™!) = det(A) det(A7"), tehat det(A™!) = =@
5.28 Kovetkezmény regularis métrixok nem lehetnek nullosztdk, azaz ha
A B € M,[C] métrixokra AB = 0, és sem A sem B nem 0 matrix, akkor 4>
B is szingularis matrixok.

Bizonyitas: Ha példaul A reguldris lenne, akkor az B =10 egyenl('iségét

szorozzuk be balrdl é‘l-zel.




Ekkor 0 = é_l(g) = (é"‘ A)B = IB = B. ami ellentmondés. Hasonléan

lathaté be? hogy B sem lehet regularis.

Ennek az dllitdsnak a megforditasa is igaz, amely majd a matrix rangjanak
definidlasa utan viligos lesz. Addig is feladatként tiizziik ki.

5.29 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha A € M, [C] szinguldris métrix, akkor A
nulloszté, azaz létezik hozza egy olyan nem azonosan 0 matrix X, hogy AX =0

5.30 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy reguliris matrixok szorzata reguldris.

5.31 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha A € M,[C] szingularis és B € M,[C]
tetszleges matrix, akkor AB szingularis.

5.32 Definicié: Hagyjuk el egy A € M,[C] métrix n — r sordt és n — r oszlopit.
Az igy kapott r x r-es matrixot, A—egy T X r-es minormdtrizdnak hivijuk. Ennek
determindnsa A-nak egy r x r-es aldetermindnsa. a t3bbi sor és oszlop taldlkozdsa
éltal meghatarozott (n — 1) x (n —r)-es minormétrix determinansit a fenti r x r-es
minor kiegészité aldetermindnsdnak nevezziik.

A kifejtési tételt dltalinositja az alabbi tétel, melybél r = 1 esetében éppen a
kifejtési tételt kapjuk vissza.

5.33 Tétel (Laplace-kifejtés): Legyen A € M,[C]. Jelsljik ki A-nak r db
sorat. Készitsiik el az dsszes ehhez tartozé r x r-es aldeterminanst és szorozzuk
meg a hozzajuk tartozé kiegészitd aldetermininsokkal valamint (=1)-nek az r x r-es
minormdtrix sor- és oszlopindexeinek Gsszegére emelt hatvényaival. Ezek 6sszege
éppen A determinansa. Hasonlé allitds igaz oszlopokra is.

Bizonyitds: Legyen 1 <4 < ... < i, <naz A= (@i;) métrix r kiilonbozé
sorindexe, 1 < j; < --- < j, < n az A maétrix r kiilonbsz8 oszlopindexe. Jeldlje
:_i;:;' az altaluk kijelolt r x r-es részmatrixot. Jeldlje 24;::;: azZ 21,...,0.-
edik sorok és a jy,...,j,-edik oszlopok elhagydsa utdn kapott (n —r) x (n — r)-
es részmatrixot. Ha det(é;;’r) egy kifejtési tagjat, megszorozzuk det(g‘:: ;:)
egy kifejtési tagjaval, akkor det(A) egy kifejtési tagjat kapjuk. Az dllitjuk, hogy e
kifejtési tag det(A)-beli elsjele (:l)’1+12+“+"'+"+j1+"'+j' ahol [ az r x r-es, I; az
(n—r)x(n-— r):as részmatrixban szerepld kifejtési tagokhoz tartozé inverziészam.
Ugyanis ha A tyedik sordt i1 — 1 sorcserével az 1. sorba vissziik, i;-edik sorat i; — 2

sorcserével a 2. sorba vissziik stb, 7,-edik sorat i, — r sorcserével az r. sorba visszik
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[ mys I ik soby r'edik
nt i;-edik oszlopat ji — 1 oszlopcserével az 1. oszlopba '\ 15?;‘:‘;1%;“ éJ_ ()
JE . - =1 8=\
oszlopdt j,—r osalopcserével az r-edik oszlopba visszth, atkz{; ;gy) zldet:mﬁné::ls
i G " & lop altal meghatarozotl deb{, , o .
matrixban az elso r sor €s T 052 e 5 odi

it} o hozzd tartozd det(B[T)7) iegészitd aldcterminans pecis

éppen det(A77) a hozz Sy - ifeitési tagidt adjdk. Legyen

d t(A""'""';’_‘J)“" Er;zek det(B)-nek ri(n — r)! szami kifejiési tag) oout

S e by. ) egy ilyen kifejtési tag. Ennek eldjele (—1) .
nT\n

15jele

valami

big(a) - -~ bro(r)brarrira2) - -+ Onrln) €8Y T
d;{(h)-ban az ennek megfeleld kifejtesi tag e
= IR E R SR ¥ P
( 1)!(0)+I(‘T)+i1+"'+"r+jl+"'+jf'(f+l)r = (—1)'(")*'1(*)""l+ e
a1 Lo 4 - = n!. igy a fenti
Mivel az r oszlopot (7)-féleképpen jelolhetjiik ki és (:} r‘.(nl i 'kZl‘ci;?é‘lt rXr-
. et zet pagtd kapjuk. A sor és oszlopcsere X1
5 A) dsszes kifejtés: tagjat meg . g i tiak
mod’cn de:(fes (n—r) X (n—r)-es részmatrix elemeinek inverziont nen‘f valtozt: ja
% 3 A i 1 . = oo Org(r)
?S re;z:(liil,....ir) ben és a det(ﬁx’."’f“"""‘)'be“ A% Giyjuyy + ** Firdatr) t’1¢='(})( ) ;;{
1Y GERE, =oathanle. tag eldjele I(T).
tag el&jelg I{-:f) 8Z Gipgyirrery *°° Hnir(ng) 511-{1] bnrtn) g ]

T (idd o ¢ -_,1;_,“,__,‘,'_,, )
det(4) = El<il<'"<ir5“(-1)z'=l( & det(éj: .J'r) de (=Jr+1|.....1n

5.34 Kdvetkezmény (A determininsok szorzéstételének bizonyitésa):

Legyen A = (ai;) , B =(bi;) € M,[C], C € M2,[C], melyre

A0
—Q-(—Z,, g)'

nti)g

e tétel szerint det(C) = det(4) det(@(-—l)ﬂ'rl’;
n esetén adjunk hozza az eisd oszlop bj1-szereset,
y _szeresét az n+ j-edik oszlophog,
[C] matrixhoz jutottuni

Ennek determindnsa a Laplac

i j=1,..
det(A) det(B). Minden j , : |
mésodik oszlop b;2-szeresét stb, az n-edik oszlop b,,, .
A determinéans nem valtozott, viszont a kovetkezé D € Mn

A A,g)
2=(—ln 0/

m T i | det(AB) = det(AB), m

, , = (-1
A Laplace tétel szerint det(D) = ( ) (4)det(B) = det(C) = det(D)

n 4+ 203 — p(9n 4 2) péros szém. Igy det
2
der(AB).

5.35 Példa:

1.) Legyen 4,

[[SS
Il

53




U.n. diagondlis mdtriz (azaz A Osszes nem 0 eleme a matrix fédiagonalisaban
t.a.la'.lhato). Ekkor det(4) = []i, di, mivel a matrixnak csak egy nem 0 kifejtési
tagja van, amelyhez tartozé inverziészam 0.

2.) Legyen
I dl *
A= : (4.n. felsé hdromszégmdtriz)
dn
vagy
d;
A= . (W.n. alsdé hdromszégmdtriz)
* d,

Azaz a diagondlis alatt (illetve ez utébbindl f6l6tt) 1évo Gsszes elem 0.

Ekkor det(A) = []i., di, amint az indukciéval lathatd az elsé oszlop (illetve a
masodik esetben az elsd sor) szerinti kefejtések egymasutdnjabdl.
3.)
1 - 1

mivel diagondlis matrixok szorzata diagonalis matrix.

5.36 Feladat:
a.) Legyen
1 1 1 1

1 Ty T3 T4
2
2 73 33 7

Bizonyitsuk be, hogy det(4) = [[;¢;cica(zi —2;) 1 Sj<i <4, Lassuk be, hogy

det(A) # 0 kivéve, ha z; = z; valamely i # jre i = 1,2,3,4 j =1,2,3,4.

é:

b.) Bizonyitsunk be analég allitdst n x n-es hasonléan felépitett matrixra is. (Ezeket
Vandermonde-mitrixoknak nevezzik illetve a determinansukat Vandermonde-
determindnsnak).

o4

6. 2x 2 tipusu hipermatrix
determinansa és inverze

6.1 Definicié: Legyen X € Mpym(Cl, n = my + ng, m = My + Ma. Osszuk
fel X-et négy részre. lLegyen A € My m[Cl, B € My m,[Cl & € Maym, [Cl,

D G—Mn,‘m,[C] és X az 4, B, C, D métrixokra oszthaté matrix. Ekkor X-et 2 x 2

tipusi hipermdtriznak nevezzik. Tehat
l

azaz a kapott 2 x 2-es matrix clemei szintén matrixok. Ezeket a Aipermdtriz

]

1l
Y 1
i]llss!

blokkjainak nevezzik.

6.2 Megjegyzés: A hipermatrixok hasznalatdnak elénye, hogy képleteink
egyszeriibbekké és tdmorebbekké valnak.

Azonos méretii és azonosan particionalt hipermatrixokat ssze lehet adni és ki
lehet vonni (komponensenként):
B,
D

J

5>
H,.

x
+

=<
[<)I=<

|

o] [P

(] [[s]
<<

|

2 x 2-es hipermétrixokat akkor lehet bsszeszorozni, ha kozonséges matrixoknak
tekintve dssze lehet ket szorozni, azaz az elsd matrix oszlopai szama egyenld
a masodik métrix sorainak szamaval, valamint ezek particionaldsa azonos. Az

eredmény matrix blokkjai a tényezék blokkjaibdl a 2 x 2-es matrixok szorzasi
szabalyaval kaphaté. Itt tgyelni kell a tényezdk sorrendjére.

@]k
ol
H

6.3 Példa: Legyen

P XY
-2 g}ﬁ“ig g]
Ekkor
uw = | A%+ EBY AY + BZ
=" |CcX+DV CY+DZ
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Ha az

(¢ 4]

hipermétrix n x n es blokkokbdl 4116 2n x 2n-es matrixot ad, akkor felmeril a
kérdés, hogy az 4, B,C, D blokkokbdl kiszdmithaté-e det(X). Ezzel kapcsolatban

igaz a kdvetkezd tétel.

6.4 Tétel: Felcserélhets négyzetes blokkokbd! 4116 hipermétrix determininsa az
U.n. hiperdetermindns determindnsa, ez a 2 X 2-es esetben az

A B
é= [ Z Z } € M2n.2n[C]
matrixra azt adja, hogy

det(X) = det(AD — BQ)

Bizonyités: A 2x2-es esetre végezziik el, abban a specidlis esetben, ha det(4) #
0. Az dltalanos eset bizonyitdsat 1isd (RP] kényvben.

[é £J=[c=f%“ ZH% g—c%‘ng

IS

Ebbél

AB]_ I 0], [4a B
det[é g]‘det[cfr‘ ;}det[g g—glg}

Az elsd tényezé alsé haromszég maétrix, melynek diagonéliséban csupa 1-es 4ll, igy
ennek determindnsa 1.

A masodik tényezét a Laplace-kefejtési tétel szerint szamitjuk ki. Régzitsik a
métrix elsd n oszlopat és szamitsuk ki az ezekhez az oszlopokhoz tartozd Ssszes n x n-
es aldetermindnst és szorozzuk meg Sket a megfelels kiegészité aldeterminanssal és
(—1)-nek a sor- és oszlopindex Osszegekre emelt hatvinysival. Ezek kéziil csak 1 tag
lesz nem 0. det(4) - det(D ~CA™'B) - (—1)+24-4n)2

Tehat det(X) = det(A) det(2 — CA™'B) = det(AD — ACA™ B).
Mivel a blokkok felcserélheték ez utébbi éppen det(AD — CB).

Hipermatrixok inverzérél szél a kovetkezsd tétel.

6.5 Tétel: Felcserélhets négyzetes blokkokbél 4116 2 x 2-es

[t 4

Il
IS

hipermdtrix inverze létezik, ha det(X) # 0
Ekkor 5

Tl

— BC)™!

Ennek a tételnek is igaz az n X n-es analogonja, lasd [RP].

Bizonyitds: Csak a 2 x 2-es esetre végezzik el.

|

(Y[R
(I It

112 7)-lz

0
0 (Q—Q)*]
AD - BC @w;_-‘i]
CD-DC -CB+DA

Ha a blokkok felcserélhetok akkor ez utébbi egyenld

]—vel,
C

42 &0

no
e

lgy

28 -1 2

[iY[nS
1o I

BC)~



7. Vektorterek

A linedris egyenletrendszerek 4ltaldnos megold4sahoz szlikségiink van a figgetlenség
fogalmira. Meg kell tudnunk fogalmazni, hogy mikor tekintiink fiiggetleneknek
bizonyos egyenleteket. Ehhez a fogalomhoz kapcsolédik a vektorok fiiggetlensége R3-
ban, R*-ben és C"-ben. A hiromdimenzids valds tér helyvektorainak tulajdonsagait
fogjuk osszegytdjteni. Ezeket a tulajdonsigokat axidmaként felvéve jutunk a
linedris tér masnéven vektortér fogalmahoz. Ha egy allitds ezekbdl az axiémikbél
levezethets, akkor az természetesen igaz R%-ban. De nem csak ott, minden
olyan halmazon, amelyre a vektortéraxiémak teljesiilnek. Igy egy &ltaldnosan
bebizonyitott tétel rengeteg konkrét tételt ad R3-on kiviil az n-dimenzids valds és
komplex terekre, polinomokra, matrixokra, figgvényekre, stb.

7.1 Definicié: Legyen V egy halmaz F egy test. A V halmaz elemeit
vektoroknak, F elemeit skaldroknak nevezziik.

Legyen V-n értelmezve egy +-szal jeldlt kétvaltozds miivelet és minden A € F
esetén legyen értelmezve V elemein a A-val valé szorzas. (Tehdt V zdrt ezen
miveletekre nézve). Azt mondjuk, hogy V F test feletti linedris tér (vektortér), ha
a kbvetkezé axidmak teljestilnek. (V-t Vp-fel is szokés jellni, ha nem egyértelm,
hogy melyik test feletti vektortérnek kell tekinteni V-t. A skaldrokat gorég
kisbetiikkel, a vektorokat egyszer aldhizott nyomtatott kisbetikkel jelsljiik).

(i) VyweVesetébnv+w=w+v (+kommutativ)
(ii) Vv, w,u € V esetén v + (w + u) = (v + w) + u (+asszociativ)

(i) Az € V,hogy Vo€ Vesetén z+v=v+z =0
ezt V nullvektordnak nevezziik és 0-sal jelsljiik.

(iv) Vv € V esetén 3! (v-tél fiiggd) y € V, amelyre
v+y=y+v=0
ezt v ellentettjének hivjuk, es —v-vel jeldljiik.
(v) Ha 1l € F az F test egységeleme, akkor

YVvEV esetén 1-v=rn
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(M) Ha 0 € F az F test O-eleme, akkor Vv € 17 esetén 0-v =0

(vii) VA e FésVuveV esetén

(Wii) VA, u € FésVueV esetén
Ay = A(uv)
%) VA, p€ FésVueV esetén
A+ pu=Iv+pp
(x) VA€ FésVuyweV esetén
AMe+w) =+ dw
7.2 Megjegyzés: Lehet nem kommutativ test feletti vektortereket is értelmezni.

Blikor (vii) nincsen feltéve, a skala ]
’ $ , alarokndl a vektorokat mindig u 5 5
(telrdl vagy jobbrél) kell szoroznunk. g uavennerdl s cldaind

3 I’De,lda. Felsorolunk néhany példat vektortérre. Az axiémaék teljesiilésének
ellendrzését az olvaséra bizzuk.

a) V=R} F=R

DV o— _ ; .
) ¥ R™, F = R. Vektorok oOsszeadidsa és skalarral vald szorzasa
komponensenként toérténik.

c) V =C", F = C. Miiveletek komponensenként végzenddk.
d) V=C,F=R

e) V' = [a,b] intervallumon értelmezett fi s fid
, , rte tt folytonos valds fiiggvények (ezt
Cla, b]-vel szokas jeldlni), savenek (e
F=R
f) V = Rlg],
F=R

g} V = { egy origén dtmend sik pontjainak helyvektorai R*-ban }
F=R

R0

h) V= {egy A€ Mpxm[C] métrix oszlopvektorainak linearis kombinaciéi},
F=C

i) Legyenek F1 C F, testek. Ekkor V = F, F = F, esetén Vp vektortér.

Nem alkotnak viszont vektorteret, példaul az [a, b] intervallumon értelmezett nem
folytonos fiiggvények, hiszen ez a halmagz nem zért az sszeaddsra.

Ha R3-ban egy sik nem megy at az origdn, akkor pontjainak helyvektorai nem
alkotnak vektorteret. Ez se zdrt az 5sszeadasra és nincs benne §-vektor sem.

Most bevezetiink néhany fontos fogalmat.

7.4 Definicié: Vi vektortérben {vy,...,0,} vektorrendszer, ha v; € V vektorok
i=1,...,n és egy vektor esetleg tobbszor is eléfordulhat benne.

7.5 Definfcié: Legyen Vr vektortér. u5.%g.--:Za V-beli vektorok F-beli
egyflitthatés linedris kombindcidjdnak nevezzilk a EL‘ a;v; vektort, ha minden
a; € Fi=1,....,k Egy linearis kombinacié trividlis, ha minden o; egyltthato

benne 0.

7.6 Definicié: Legyen Vi vektortér. Egy {vy,Vg,- .-, ux} V-beli vektorrendszert
F felett linedrisan figgetlennek nevezzik, ha

k
Za,-g,. =0-bdl a=0 i=172,...,k Kkdvetkezik.
i=1
(Az az csak a trivialis linearis kombinacidjuk adja a 0 vektort).
Fllenkezd esetben azt mondjuk, hogy a {Qﬂza---&k} vektorrendszer F felett
linedrisan Gsszefigge.
(Végtelen sok vektort akkor neveziink fiiggetlennek, ha minden véges

részrendszere fiiggetlen).
Szeretnénk jellemezni vektorok dsszefliggdségét.
7.7 Tétel: Legyen Vr vektortér. Egy {2y, 055,04} V-beli vektorrendszer

pentosan akkor bsszefiiggd F felett, ha 1étezik olvan 7 € {1,2,...,k}, hogy ¥;
kifejezheto v, = Do GG alakban.

61




Bizonyitas: Ha {vy, Vg, U} Osszefiggd, akkor létezik olyan oy, 00,...,ax
nem mind 0 egyiitthatdk, hogy Y i, eiw; = 6.

Legyen példaul o; # 0. Ekkor v; = — Y ... %’;2“- Megforditva, ha v; = 3. Bivs,
akkor 3., B, —v; = 0 egy nemtrividlis linearis kombinaciéja a {u;,vz,---» ¥}
vektoroknak.

7..8 Megjegyzés: Az viszont nem igaz, hogy &sszefiiggd vektorok mindegyike a
t6bbivel kifejezhetd lenne. Példdul R*-ben, ha a és b nem esik egy egyenesbe, akkor
a b, 2b dsszefiiggd vektorok, de ¢ nem fejezhetd ki b-boi és 2b-bol.

Az R2-ben két helyvektor pontosan akkor fiiggetien, ha nem esnek egy egyenesbe.
R3-ban pedig akkor, ha nem esnek egy sikba.

7.9 Definicié: Legyen Vi vektortér. Egy {v;,vs, .- , v} V-beli vektorrendszert
V-nek kaeletti generdtorrendszerének nevezzik, ha minden v € V vektor kifejezheto
vy = Y., oqv; alakban, ahol o; € F i =1,...,k (Végtelen sok vektor akkor

generatorrendszer, ha minden vektor kifejezhetd alkalmas véges részébdl).

7.10 Definicié: Egy VF vektortér figgetlen generdtorrendszerét a tér bdzisdnak
nevezzik.

Felmeriil a kérdés, hogy van-e minden vektortérben bédzis és hany vektorbdl all.

Errdl szdl a kovetkezd tétel, amelynek speciélis esetét késobb bizonyitjuk.

7.11 Tétel: Minden vektortérben van bazis és egy adott vektortér ésszes bazisal
&onos elemszamuak.

Ez alapjan értelmes a kovetkezd definicic.

. 7.12 Definicié: Egy Vi vektortér dimenzidjdnak nevezzik és dimp V-vel jeldljiik
V egy bazisinak elemszaméat. (Ez a fenti tétel szerint V' Osszes bézisanak kozods
elemszéma is).

7.14 Megjegyzés: Ebben a jegyzetben tébbnyire véges dimenzids vektorterekkel
foglalkozunk. A 7.11 Tételt is erre az esetre fogjuk csak bizonyitani.

Most megadjuk a fenti vektortér példék egy részének dimenziéjat és némelyikben
megadunk egy bazist is. Az allitasok helyességének igazoldsat az olvaséra bizzuk.

7.14 Példa:
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1 0 0\
i=(o), j=|1], E=|0 Ddidsé dimp R® =3 .

0 0 Y,

(egyébként barmely nem egy sikba esé harom helyvektor szintén bazis)
b) V=R", F=R esetén dimg R" = n.
) V=C F= C esetén dimc C* = n. Mindkeét esetben
1 G
D | g | béds
.0/ i
d Vv=C F=R: dimg C = 2, {1,1} bazis, és barmelyik két nem egy
egyenesbe esé komplex szam szintén bazis.

e) V=_Clab), F=R: dimpg Cla,b] = +o0. Ennek bizonyitasat péidaul
l4sd [FM-III}-ban.

f) V =R[z], F=R:dimr Rlz] = 400 {1,z 2% 2% ...2" .. .} bazis.

gV = A € M, xm[Cl oszlopvektorainak Jsszes linearis kombinacidi,
F — C. Ezt hivjdk az oszlopvektorok iltal generalt vektortérnek.
0 <dimpV < n. Pontosabbat késébb tudunk mondani rdla.

Szeretnénk a fliggetlenség, a generatorrendszer €s a bazis fogalmai kdz6tt néhany

tovabbi kapcsolatot mutatni.

7.15 Tétel: Legyen Vi vektortér F test felett. Ekkor tetszoleges V-beli

(i) fuggetlen vektorrendszer minden részrendszere fiiggetlen
(i) generatorrendszer minden kib&vitése generatorrendszer
{iii) bazis maximalis fiiggetlen vektorrendszer
(iv) maximalis figgetlen vektorrendszer bazis
(v) bézis minimalis generatorrendszer

{vi) minimalis generatorrendszer bazis
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(vil) véges sok vektorbdl allé generdtorrendszer lecsGkkenthetd bazissa

(viii) véges sok vektorbdl 4ll$ fiiggetlen vektorrendszer kiegészithetd bazissa,
ha van a térben véges generatorrendszer.

Bizonyitds: Az (i) és (ii) 4llitdsok helyessége nyilvanvalé a definiciébdl.

(iii) Legyen {v,,u;,...} V-beli bazis, ekkor természetesen {v1,v5,...}
fiiggetlen vektorrendszer. Ez maximalis fiiggetlen vektorrendszer, mert,
ha {v;,v,,...,v} a fenti vektorrendszernek egy kibdvitése, akkor v
kifejezheté {v,,v,,...} egy véges részrendszerébél, hiszen {v1,v5,...}
generatorrendszer. De ekkor a 7.7 Tétel szerint ez a véges részrendszer
v-vel egyiitt Gsszefiiggd igy {v;,v,,...,} is az.

(iv) Legyen {v;,v;,...} V-beli maximilis fiiggetlen vektorrendszer. Auzt
allitjuk, hogy ez bazis. Ha v € V, akkor ezt az eléz8 vektorrendszerhez
hozzdvéve, az mar Osszefiiggd lesz.  Tehit alkalmas vektorainak
nemtrivialis lineéris kombindcidja 0-t ad. De ebben v-nek 0-t8] kiilénbszd
egylitthatéval kell szerepelni, hiszen a kindulasi vektorrendszer fuggetlen
volt. Igy u egyiitthatéjdval leosztva, v kifejezhetd az eredeti
vektorrendszer bizonyos vektoraibdl, tehit a kindulasi vektorrendszer
generatorrendszer és igy bazis is.

(v

S—

Legyen {v,,v,,...} egy V-beli bazis. Ekkor természetesen a
vektorrendszer generitorrendszer. Ha egy v, elhagydsa utdn még
mindig generdtorrendszer lenne, akkor v; kifejezhetd lenne a maradék
vektorrendszer egy véges rendszerébdl, tehat a 7.7 tétel szerint a véges
részrendszer a u;-vel egyiitt Osszefiiggd igy {vy,v5,...} is az, ami

ellentmondés. Tehat {v,,v,,...} egy minimalis generdtorrendszer.

(vi) Legyen {v;,v,,...} V-beli minimélis generitorrendszer. Azt allitjuk,
hogy ez bazis. Azt kell bizonyitanunk, hogy ez a vektorrendszer fliggetlen
is. Ha valamely véges részrendszer nemtrivialis lineéris kombindcidja
0O-vektort adnd, akkor ennek a vektorrendszernek egy eleme 7.7 Tétel
szerint kifejezheté a tObbi linedris kombiniciéjaként. Ez esetben
viszont ezt a vektort elhagyhatnank a generatorrendszeriinkbél, hiszen a
maradék vektorokbé! minden olyan kifejezhetd, ami eddig kifejezhetd
volt. Ez ellentmond a generitorrendszer minimalitisinak. Tehat
vektorrendszeriink fiiggetlen és igy bazis is.

(vii) Vegyiink egy a vektorrendszeriinkben 1év$ minim4lis generdtorrendszert.
Ez (vi) szerint bézis.

64

(viii) Tekintsitk a fiiggetlen vektorrendszeriinket {v, ..

., v }-t tekintsik a

térnek egy véges generatorrendszerét {wy,...,w,}-et. A fiiggetlen

vektorrendszer elemeihez vegylink hozza a generétor'ren.dszerb’ﬁl 'annyit,
hogy az még mindig fliggetlen maradjon, de tov’ak.>b1 hozzavetelel«')r
a tér osszefiiggd lesz. Azt allitjuk, hogy Igy ba21st. kapunk. Ele.g
belatnunk, hogy ez generdtorrendszer. Ehhez azt f(?g_]}lk m?’grsult:'z;tm,
hogy a kiinduldsi generatorrendszer minden eleme kifejezheto belole, s

ily médon a tér dsszes vektora is el64ll ezek linearis kombinaciéjaként.

Ha az illetd generatorrendszerelemet hozzavettitk a vektorrendszeriink-

hoz, akkor persze kifejezhetd beldle.

k hozzd, akkor vektorrendszeriinkkel egyiitt &sszefiiggd

e kombinéciéjuk 0-t

rendszert alkot, azaz nem trivialis linears
ad Ebben a linedris kombindciéban, vektorrendszerben nem

generatorrendszerelem egylitthatéja nem lehet 0, mert akkor

16
e rrendszerelem

vektorrendszeriink dsszefiiggd lenne. Tehit ez a generato
vektorrendszeriinkkel kifejezhetod.

E tételbdl kovetkezik 7.11 Tétel elsd fele abban a specialis esetben, ha van a

térben véges generatorrendszer.

7.15 Kovetkezmény. Tegyitk fel, hogy Ve vektortérben van veges

generatorrendszer. Ekkor V-ben van véges bazis is.

Bizonyitds: Az el6zd tétel (vi) pontja szerint a generatorrendszeriinket
lecsdkkenthetjiik bazissa.

Most bebizonyitjuk 7.11 Tétel masodik felének specidlis esetét.

7.16 Tétel (Kicserélési tétel): Tegyiik fel, hogy Vr véges dimenziés vektorter.

Ekkor V barmely két bazisanak elemszama azonos.

= fiiggetlen
i itas: Legyen X ={v;--12m} B
o e w, } generatorrendszer. Indukciéval beldtjuk, hogy

vektorrendszer. ¥ = {wy, . hogy tovabbra is m elemszamui

X elemei helyettesithetok Y alkalmas elemeivel igy,
fiiggetlen rendszert kapjunk.
Hagyjuk el X-nek egy elemét.
sszefiiggd lenne minden 1 = 1,...,n-Te, &
nemtrividlis linearis kombinéciékbar{ w; cigy o
fiiggetlen. Tehdt Y Osszes eleme kifejezheté X'-bél es igy

Ezt a halmazt jeloljik X'-vel. Ha XU w
kkor, az osszefiiggést mutaté 0-t el6allito
iitthatéja nem lehet 0, hiszen X'
X' is generatorrendszer
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lenne, Ekkor azonban az elhagyott X-beli elem is kifejezhetd X'-bél, tehdt 7.7 Tétel
szerint X Osszefiiggd, ami ellentmondds. Tehat létezik olyan 1 < i < n, hogy X'Uw;
fiiggetlen. Ezt az eljirdst alkalmazva egymas utdn X &sszes elemei helyett Y-beli
vektorokat kapunk. Igy m < n. Tehat V tetszéleges véges fiiggetlen rendszerének
elemszdma kisebb, mint V egy tetszdleges véges generatorrendszerének elemszama.
Ha most V-nek két véges bazisat tekintjik, akkor ez azt adja, hogy a két bazis
egyenld elemszami. Ha V-nek {v,,...,v,} egy véges bdzisa és {e;,e,,...} egy
végtelen bdzisa lenne, akkor a fenti okoskoddst n-szer alkalmazva {e,,e,,...} bazis
n eleme kicserélhet$ {v,,...,v,}-re, hogy az igy kapott vektorrendszer tovibbra
is figgetlen. Mivel {v;,...,v,} bdzis, {€;,¢,,...} Osszes eleme ezekbél. kifejezhetd,
tehdt a kapott vektorrendszer csak akkor lehet fiiggetlen, ha nincs {v;,...,v,}-en
kivill més eleme. Ez ellentmond annak, hogy {e;,e,,...} végtelen.

7.17 Definicié: Legyen F tetszéleges test, A € M.xm[F]. A oszlopvektorai
legyenek {g,,-..,a,}. Tekintsik g,,..., g)':,’\ésszes lehetséges F-beli egytitthatos
linedris kombindcidjat. Ezt a vektorteret az A oszlopvektorai terének nevezziik.

8. Matrix rangja

Most konkrét vektorterekkel fogunk foglalkozni. Matrixok oszlopvektorainak és
sorvektorainak terével. A 4. és 5. fejezetekben a métrixmiveleteket és
determindnsokat komplex elemti matrixokra értelmezzik. Ezek, a konjugaldstdl
eltekintve, tetszSleges test feletti matrixokra analég médon értelmezhetoek és a
megfelel6 tételek igazak maradnak.

8.1 Definicié: Legyen F tetszdleges test, A € Muxm[F]. Tekintsik az
A oszlopvektorainak &sszes lehetséges linedris kombinacidja dltal meghatarozott
vektorteret. Ezt a vektorteret az A métrix oszlopvektorai terének nevezzik. Analdg
médon értelmezhetd A sorvektorainak tere is.

8.2 Tétel: Legyen A € Myyn[F], mint a fenti definiciéban.  Vegyiikk A
oszlopvektorainak egy maximalis fiiggetlen rendszerét. Ez bazis az A oszlopvektorai
terében. Analdg allitds igaz sorvektorokra is.

Bizonyitds: Ez a vektorrendszer fiiggetlen. Be kell litnunk, hogy
generatorrendszer is. Ehhez elég azt beltni, hogy A-nak tetszoleges oszlopvektora
belsle kifejezhetd, hiszen akkor az oszlopvektorok terének minden vektora is ezek
linedris kombinacidja lesz.

Legyen a; A-nak egy tetszdleges oszlopvektora. Mivel egy maximalis fiiggetlen
oszlopvektorrendszert tekintiink, a; hozzévételével dsszefiiggd rendszert kapunk. Az
bsszefiiggést mutaté 0-t el8allité nemtrividlis lineéris kombinaciéban g; egyiitthatdja
nem lehet 0, hiszen a maradék vektorrendszer fiiggetlen. Tehdt a; egyiitthatéjaval
leosztva a; kifejezhetd az adott maximélis fiiggetlen vektorrendszerbdl.

Az oszlopvektorok terének dimenzidja fontos szerepet fog jatszani a tovabbiakban.

Erre vonatkozik a kovetkezd definicid is.

8.3 Definicié: Legyen F test (Példaul F = R vagy F = C), A € Muxm[F]-
r(A)-val jeldljik és az A mdiriz rangjdnak nevezzilk az A F felett fiiggetlen

oszlopvektorainak maximalis szamat. (Tulajdonkéi)pen rr(4) a pontosabb jeldlés).

A métrix rangjat tobbféleképpen lehet jellemezni. Erre vonatkozik a kévetkezo
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Tétel.

8.4 Tétel. L itri 5 5
Iy e egyen F test, A € Mnynm[F] métrix. Ekkor a kévetkezdé szdmok

(i) A figgetlen oszlopvektorainak maximalis szdma, azaz r(A)

)
(i)
)
)

[FS

faggetlen sorvektorainak maximalis szama

(RS

(i1 oszlopvektorai terének dimenzidja

i1V

fl

sorvektorai terének dimenzidja

(v)

i

maximalis méretd nemszinguldris aldetermindnsanak mérete

Bizonyitas:

(1) és (il1) egyenl6séget lattuk.

(i1) és (iv) egyenldsége analég médon bizonyithatd.

(i) és (v) egyenl8ségét nem bizonyitjuk. Lasd példaul [FM-III]-ban.

(i) és (v) egyenl8sége az el6z6khdz hasonléan igazolhatd

8.5 Kovetkezmény: Ha A€ M., |C] szinguldris matrix, akkor A nullosztd.
) Bi?onyfta’\s: Ha A szingularis, akkor r7(4) < n, tehat A_ oszlopvektorai
ossz—efuggo’ek. Legyen A oszlopvektorai g,, .. ., a,. Ekkor léteznek ol_yan C1,C2y...,C
egyiitthatok, amelyek koz6tt van nem 0 és Y7, cia; = 0. T

Legyen B € M,[C] egy olyan matrix, amelynek elsé oszlopvektora
L1

&3

46bbi oszlopvektora 0. Ekkor AB = 0.

A matrix rangjdnak gyakorlati meghatdrozasandl fontos az aldbbi tétel.

8.6 Tétel: Legyen A € Myxnm[F] métrix, ahol F test (példdul R vagy C). A

fangja nem valtozik, ha
(1) két sordt (vagy oszlopat) felcseréljitk

(11} egy sorat (vagy oszlopat) F-beli nem 0 elemmel szorozzuk.

68

(i) egy sordnak (vagy oszlopénak) skaldrszorosat egy masik sorhoz (vagy

oszlophoz) adjuk.

Bizonyitas: Ezen miveletek sordn a sorvektorok (illetve oszlopvektorok) dltal
generalt tér nem valtozik, tehat annak dimenzi6ja is invaridns marad.

A fenti tétel alapjan a kdvetkezé algoritmust kapjuk egy matrix rangjdnak
szamitdsara.

A fenti t.n. sor- és oszlopmiiveletekkel elérjik, hogy matrixunk kdzel fels6
héromszdg matrix alakd. Ekkor a matrix rangja konnyen leolvashaté.

8.7 Példa:
1 0 -1 2 1 0 -1 2 1 0 -1 2
A=1{3 -1 0 1}~]G6 -1 3 -5|~10 -1 3 -5
2 0 1 1 2 0 1 1 0o 0 3 -3

Az elemi miiveletek a kdvetkezSk voltak:

az 1. sor (-3)-szorosat a 2. sorhoz adjuk.

az 1. sor (-2)-szeresét a 3. sorhoz adjuk.

r(A) < 3, mert maximalisan 3 fiiggetlen sorvektora lehet, r(A) > 3, mert van
3 % 3-as nem szingularis aldeterminans az A-bdl keletkezo métrixnak, példaul az elsdf
3 oszlop 4ltal meghatdrozott 3 x 3-as méatrix determinansa nem 0. Tehdt r(4 = 3.

8.8 Kovetkezmény: R illetve C" bizonyos vektorainak fiiggetlenséget vigy
tudjuk egyszeriien megallapitani, ha kiszémitjuk a beldlik, mint oszlopvektorokbé L
készitheté métrix rangjat. Ha ez megegyezik a vektorok szamaval, akko¢

fiiggetlenek.

8.9 Megiegyzés: A € Mnxm[F] esetén r(A) < min(n,m). Egy matrixX
rangjat dgy is meg lehet hatarozni, ha vektorok diadikus szorzatanak Osszegére 1i.n.

“diddokra” bontjuk.

8.10 Tétel: Egy A = (n;j) € Muym[F] matrix rangja egyenlé az /A matriX
minimalis szamu diddokra bontaséban a diddok szamaval. Egy ilyen felbontés 2
k5vetkezd algoritmussal kaphato: legyen valamely i-re és j-re ai; # 0. Jelslje v
A j-edik osziopat ul A i-edik sordt. Készitsik el az A — ﬁ‘-’lﬂr{ matrixot. Ezen

eljards sorozatos ismétlésével 4 kivant felbontisdt kapjuk.
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B € Muxi|F]. Ekkor r(AB) <

8.13 Kovetkezmény: Legyen Ac MaxmlFl, B

r(4)

Ezt a tételt szintén nem bizonyitjuk.

Bizonyitds: Legyen © = r(A). Ekkor A = T vyl alakban {rhaté. Ezért
y ) <r=r(4)

AB = Y, v:(uT B) AB-nek egy diddokra valé felbontésa. lgy r(AB

8.11 Példa: Bontsuk minimalis szamu diad Ssszegére az

1 0 -1 2
A=13 -1 0 1
2 0 1 1
matrixot
1 1 10 -1 2
v,=1(3 gf:(l,o,-—l,2) e =1 z—;gﬂt}: 3 0 -3 6
2 0 -2 4
0 0 0 O
é‘ﬂl!f= 0 -1 3 -5
0o 0 3 -3
0 ! 0o 0 0 O
v=|-1] ¥ =(0-13-5) an=-1 —wul=(01 -3 5
2 a2
00 0 O

000 O
___—ylyf—(—l)yzyf= 000 O
00 3 -3

0
Q3=(0) £=(0,0,3,—3) as3 =3 Usli3
as3

AN

0 000
A- vl — (-1)vu; ~3vqug = (0 0 00
tehat A = vul + ((—1)v,ul + (3u5)ul A minimalis szamt diddokra vald felbontssa,
fgy r(4) = 3.

8.12 Kovetkezmény: Ha A, B € Miym|F), akkor r(A + B) < r(A) + r(B)

U
Bizonyitas: Ar(4
bonthaté, igy A+ B legfeljebb r(A) + 7

Tehat r(A + B) < 7(4) + r(B)-

0
(A) darab didd Gsszegére bonthaté, B r(B) darab diad dsszegére
(E) diad dsszegére bonthaté.

7
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9. Linearis egyenletrendszerek

Vegyiink el8szor néhany egyszertd példat.

9.1 Példa:

a) A
2r+y=1
r—y=2

linearis egyenletrendszer metszé egyeneseket hatdroz meg a sikban, igy.

1 megoldasa van.

b) A
2r+y=1
2z +y=0

linearis egyenletrendszer parhuzamos egyeneseket hatdroz meg a sikban,

igy nincs megoldasa.

c) A
2r+y=1
4z + 6y =2

lineris egyenletrendszer kétszer ugyanazt az egyenest hatérozza meg a
sikban, igy végtelen sok megoldasa van.

Az altalanos esetben is hasonlé dolgok fordulhatnak elé. Errdlszédl a kovetkezd tétel.

T
9.2 Tétel: Legyen A € Mnxn[Cl, b€ C™, 2z = ( : ) Ekkor

Tn

a) az Az = b linedris egyenletrendszernek pontosan akkor van megoldasa,
har(4) = r(Alb), ahol (A|b) az éma’.t‘.rixnak_&asz]oppa,l valé kibovitését
jeloli.

b) Har(A) = r(Ald) =n, akkor a megoldas egyértelmi.

c) Ha r(4) = r(4ld) < n, akkor az egyenletrendszernek végtelen sok

megoldésa van, n —r(A) szabad paraméterrel.
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Bizonyitds: Egyelére a)-t bizonyitjuk csak. b) és c) bizonyitasa késGbb
kovetkezik.

Legyenek A oszlopvektorai g,,...,a,. Az = b a 4.15 megjegyzés utdni 2)
tulajdonsag szerint (*) z1ay + Z2a, + -+ - + Zng, = b alakban irhaté.

Tehit Az = b pontosan akkor megoldhats, ha léteznek olyan z,...,2, € C
szamok, amelyekre (*) teljesill, azaz ha b benne van A oszlopvektorai terében.
Tegyiik fel, hogy r(4) = r(Alb)) és legyen g ,...,q; bazis A oszlopvektoraj
terében. Ekkor ez bazis a kib&vitett métrix oszlopvektorai terében is, hiszen a két
tér dimenzi6ja egyenld. Tehdt b az g, ,...,g; vektorok linearis kombindci6jaként
kifejezhetd, vagyis b benne van A oszlopvektorai terében. Az elSbbiek szerint tehat

az Az = b egyenletrendszer megoldhaté.

Tegyik fel most, hogy Az = b megoldhaté. Ekkor b benne van A oszlopvektorai
terében, azaz annak bazisibdl kifejezhets. Igy A oszlopvekto'ra,ina.i: egy maximalis
fiiggetlen rendszere, (amely 8.2 Tétel szerint A oszlopvektorai terének egy bazisa)
az (A|b) kibdvitett matrix oszlopvektorainak is egy maximalis fiiggetlen rendszere.
Tehat r(A4) = r(Alb).

9.3 Definicié: Egy Az = b linedris egyenletrendszert homogénnak neveziink, ha
b=0.

9.4 Megjegyzés: Homogén linedris egyenletrendszernek mindig van megoldasa.
Ennek z = 0 megoldasat trividlis megolddsnak nevezziik.

A homogén lineéris egyenletrendszer megoldasainak szerkezetét irja le a kovetkezo
tétel.

. Ty
9.5 Tétel: Legyen A € Mmxa[Cl, z =
Tn
Ekkor az Az = 0 homogén linedris egyenletrendszer megoldasai vektorteret

alkotnak, melynek dimenziéja n — r(A).

Bizonyitds Ha u,v € C" megolddsai az Az = 0 egyenletrendszernek, akkor
A(u+v) =g+§+v=g+g=gmiatty_+gismegoldés.
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A € C esetén A(Mu) = MAu) = M0 = 0, tehdt lu is megoldds. Tehdt
a megoldasok halmaza zirt az osszeaddsra és minden A € C skaldrral valé
szorzasra. Mivel a megoldasok C™ részhalmazat alkotjdk a miiveleti tulajdonségok a
vektortéraxiémak koziil mind automatikusan teljesiilnek. A nullvektor is megoldas
és minden megoldas ellentett vektora is, tehat a megoldasok vektorteret alkotnak.

Legyen u,,...,u; egy bizis a megolddsok terében. Legyenek g,,...,a,
A oszlopvektorai. Ezek kozil valasszunk ki egy maximadlis fiiggetlen
-c)_szlopvektorrendszert, {ai,,- .- g, }-et, ahol r = r(4).

8.2 Tétel szerint ez b‘bézis az A oszlopvektorai terében.

Definidljuk C* v,,...,v, vektorait a kévetkez8képpen: wv;-nek legyen i;-edik
komponense 1, a tobbi 0,5 = 1,...,r. Azt allitjuk, hogy {u;,...,u,2;,-..,2.}
bazis C*-ben. ElGszor a fiiggetlenséget bizonyitjuk.

Legyen 35, ouy; + Y0y Biw; = 0, ahol i, 85 € Ci=1,...,k, j = 1,...,m.
Szorozzuk be balrél az egyenléség mindkét oldalit A-val. Mivel az els6 szumma

benne van az Az = 0 egyenletrendszer megoldést;ében, igy ennek A-val valé
szorzata Q—vektc;)_r. De Av, =g;;5=1,...,ra4.l5 megjegyzés utini 1) tulajdonsag
szerint. ) fAang |

Igy A3, Biv; YiiBie; = 0 Viszont {g,...,q;} fiiggetlen
vektorrendszer volt. Tehdt B; = 0 5 = 1,...,r Igy belattuk,

hogy {uy,.-.,%,0,..-,0,} figgetlen vektorrendszer. ~ Most belitjuk, hogy
generatorrendszer is C"-ben. Legyen w € C™ egy tetszdleges vektor. Ekkor Aw
benne van A oszlopvektorai terében a 4.15 Megjegyzés utdni 2)-es tulajdonsig
szerint. Igy Aw kifejezheté g, ,...,q; linedris kombinaciéjaként, azaz Aw =
Yoi-1 %ijg;;. Felhaszndlva, hogy a; = Av; j = 1,...,7 kapjuk, hogy Aw =
A- E;=1 vijv;.  Tehdt A(w — E;=1 Yijz;) = 0, azaz a zérdjelben 1évé vektor
megoldédsa a homogén linedris egyenletrendszernek, tehit a megolddsok terének
bazisival kifejezhetd. Igy w—377_; 7iju; = > iy Siy;, valamilyen §; € Ci=1,..., k
szamokra. X

Tehdt w = .5 6w + Yooy Vit azaz {Uy,. .. U, yy-.,2 ) C-ben
generatorrendszer is, igy bazis is. Ebbél az n = k+r egyenléség azonnal kévetkezik.

9.6 Megjegyzés: Ha u;,...,u,_, a homogén linedris egyenletrendszer
megoldasterének bazisa, akkor ezt az egyenletrendszer alaprendszerének vagy
alapmegolddsainak nevezik. Igy a homogén egyenletrendszer minden. megoldésa
Y."7 ciu; alakban kaphaté, alkalmas ¢; € C i =1,...,n — r skalarokra.

Ekkor azt is szokas mondani, hogy a homogén egyenlet altaldnos megoldasa,

n—r
Thet = )iy G-
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Most az inhomogén egyenletrendszer megoldasainak szerkezetével foglalkozunk.

1|
9.7. Tétel: Legyen A € My,x,[C], b€ C™, z =
Tn
Jeldlje z,, az Az = b inhomogén linedris egyenletrendszer egy rogzitett

megolddsat (d.n. ;z-a,rtikuléris megoldast). Ekkor az inhomogén egyenletrendszer
dsszes megoldésa (az d.n. altaldnos megoldds, roviden z;4) iy = Zip + L alakban
kaphaté meg, ahol z,, az Az = 0 homogén linearis egyenletrendszer altalanos

megoldasa.

Bizonyitas: Legyen z;, az az inhomogén egyenletrendszernek egy rogzitett, z
egy tetsz8leges megoldasa. ,

Ekkor é(g - z,) = b—-b = 0, tehat z — z,, megoldasa a homogeén
egyenletrendszernek.

Ha z, a homogén egyenletrendszernek egy tetszoleges megoldasa, akkor A(z,, +
z,,) = b+0 = b, tehat z;, + z, megoldasa az inhomogén egyenletrendszernek. Tehat

valéban ., = z,, + Z),-

9.8 Kévetkezmény: Most mar be tudjuk bizonyitania 9.2 Tétel b) és c) pontjait

b) Har = r(A) =r((A | b)) =n, akkor n —7 =0, tehat a homogén

linearis egyen]etrendzzernek csak a trividlis megoldasa létezik. Igy z,,, =

. , azaz az inhomogén egyenletrendszer megoldasa egyértelmii.

Zips
¢)Har = r(A) = r((A | b)) < n, akkor z; = 2z + i cig,
ahol u,,... ,Zn_r a homogén egyenletrendszer alaprendszere, ¢y, .., Car

tetszbleges C-beli skaldrok, az G.n. szabad paraméterek. Tehat ekkor

végtelensok megolddsa van az egyenletrendszernek.

Most egy gyors, szamitégépen is jol programozhatd, algoritmust ”.“ltja‘b}“,‘%(
a linearis egyenletrendszerek megoldasira. Ennek neve” Gaus.s-elmfzmi(:m.
Alapgondolata az, hogy a megadott egyenleteken olyan ’muve)le'tfaket végzink,
amelyek a megoldashalmazt nem viltoztatjak meg és  clérjik, ) hougy az
egyenletrendszer matrixa kozel “feisd haromszog” matrix legyen, amelyrol komlxyen
leolvashaté, hogy a 9.2 Tétel melyik esetével van dolgunk. Ha megoldhatd az
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egyenletrendszer, akkor ebbdl az egyszeriibb alaki egyenletrendszerbd! a megoldisok
is kénnyebben kiszamithatdak.

Most felsoroljuk azon miiveleteket (az dn. elemi sormiveleteket), amelyek a
megolddshalmazt nem véltoztatjdk meg. Egyszeriség kedvéért altaldban nem

magan az egyenletrendszeren végezziik a miveleteket, hanem az &t leiré kibévitett
matrixon.

Elemi sormiveletek:
az egyenleteken

e két egyenlet cseréje
o egy egyenlet szorzasa nem 0 skalarral

* egyik egyenlet skalarszorosit egy masik egyenlethez adjuk
a kibdvitett matrixon

o két sor cseréje

® egy sor szorzasa nem 0 skaldrral

e egyik sor skalarszorosat egy mésik sorhoz adjuk

Kénnyen ldthatd, hogy a fenti miiveletek elvégzése soran, ami eredetileg megoldas
volt az tovabbra is megoldds lesz. Ami az G egyenletrendszernek megolddsa, az
megoldasa a réginek is, hiszen az hason!é miiveletekkel visszakaphaté.

Tegyiik fel, hogy kibdvitett matrixunk a kovetkezs

a;; ... by

Ani cee Opg bm

ElSszor is sorcserével elérhetd, hogy aiy # 0. Ellenkezd esetben atsorszamozznk az
ismeretleneket, gy, hogy legyen x;-nck nem 0 egyiitthatdja.

Ha tehat a;; # 0, akkor az els6 sor megfelelé skalirszorosat a tébbi sorbél
kivonva elérhetd, hogy a matrix elsé oszlopa a masodik sortél kezdve kinullizédik.
Nevezetesen jelolje s7, ..., s7

, 8, a kibévitett méatrix sorait,

ekkor s] — 25T T m T végyi el az emlitett mitveletet.
: 211 c 431 =

Hasonlé 1nliveletek segitségsvel kinulldzznk a f6diagonalis alatti részét a
kibdvitett matrixnak.




Az eljarasunk legkésébb az m-edik lépésben befejezédik. El6fordulhat, hogy mar
egy r < m esetén az r-edik lépesben akadunk meg, mert az (r + 1)-edik egyenlettdl |

kezdve minden z; : = 1,...,n egyiitthatdja 0. .
= l
1. Ha r(4) =r(A | b)=n, akkor az &talakitott kibivitett matrixunk és [
egyenletrendszeriink kdvetkezo alaki: r /‘//;
H
I-
|
|
|
o
7. dbra
anz+ - +a1a%n = b
agry + +a32Zn =
6. abra QX + - + GrnZTn = Br
Itt =z, értéke csak Zey1,Tr42y--9%n figgvényeként adhato meg, te}.x:':'lt
anz;+--- + 12, = b Tr41,Tr42,- - -5 Tn Szabad paraméterek. a tébbi z,_1,Zr-2,-.., %1 ezek alapjan
o 7 Sbbi 5 hatarozhaté.
AT+ -+ G2azn = b2 az eldbbiekhez hasonl6an megha
3. Har=1r(A) <r(4A | b), akkoraz atalakitott kibdvitett matrixunk és
dnnZn = b egyenletren_dszerﬁnk a kovetkezd alaki: ‘
Igy zn, Tny1,- .-, 21 az egyenleteken alulrdl felfelé haladva meghatarozhaté.

2. Har =r(A) =r(A | &) <n, akkor az atlakitott kibovitett matrixunk és ]
egyenletrendszeriink a kovetkezo alaki: ‘
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-

n
r :
A
o
I
le
lo
8. abra
all:‘:l +-- + a@1nTn = i’l
a2z + +asz, = 52
&rrzr + e + drnxn . Br
0 = Br-Fl
0 = Bt+2

Tehat bizonyos egyenletek baloldala 0, jobboldala nem 0, ami ellentmondas.
Tehat az egyenletrendszerbdl is leolvashaté, hogy nincs megoldas.

Példa 9.9

1.

32y 4+2x, = 1
61‘1 + 3.122 1

A kibé6vitett matrix elsd sordnak kétszeresét kivonjuk a masodik sorbdl.

( 3 2 1 3 2 1
6 3 1 0 -1 -1
r(A) =r(A | b)=2= azismeretlenek szima, igy a megoldds egyértelmii.

on

Visszairva az egyenleteket:

3$1+2$2 = 1 }

-T2 = —l

-1
Ebbdl z; =1 és 2, = —3, tehdt z = ( 13)

2. Ugyanezt az egyenletrendszert megoldhatjuk Cramer-szabillyal is, mert az
egyiitthaté matrix négyzetes és determinansa nem 0.

det(A) = -3
1 2
o det(l 3)_L
VT det(d) -3
31
det(6 1)__3_1

===

2T T det(4)
3. A fenti egyenletrendszert felfoghatjuk 1,22, 3 véltozéban is. Ekkor
3 20 1 3 2 0 1
6 3 0 1 0 -1 0 -1
r(4)=r((A | 8)=2<3=n

Tehat 1 szabad paraméter van. (A homogén egyenletrendszer megoldasai 1

dimenziés teret adnak)

3z, +222+23 = 1
6zy +4z2 + 223 = 2

R1




51 kivon] s : sét
A kib&vitett matrix mésodik sorabdl kivonjuk az elsé sor kétszere

3 2
6 4

r(4) =r((4 | 8)=1 n=3 n—r=2

Tehat 2 szabad paraméter van.

Tiat =

Zip =

32
6 4

1=r(A)<r((4 | b)) =2 tehdt nincs megoldds.

(A visszairt egyenletek

szintén ellentmondast adnak).

11 3211>
9 2J7\0 00 O

10. Sajatérték, sajatvektor

Most a linedris egyenletrendszerek megoldasanak egy alkalmazasat mutatjuk

be.

3z, + 202+ 23 =1 Bevezetjilk egy matrix sajatértékének és sajtvektoranak fogalmat. E fogalmak
fontos szerepet jatszanak a geometridban, fizikiban és az operatorok elméletében.

T, = 0 A késdbbiek soran ki fogjuk terjeszteni e fogalmat métrixokrdl linedris operatorokra
is.
T3 = C3 .
L 2c - lC:a
T = 3737273 10.1 Definicié: Legyen A € M,[C] egy métrix. Egy 0 # s € C™ vektort az
: A maétrix A € C sajdtértékekhez tartoz6 sajatvektordnak nevezziik, ha As = As
1 = 2 teljesiil.
3
0] +e 1)+% 0
0 0 1 10.2 Példa:
1
3
1. Az )
(0) 1 0 0
0 -2 =1 éZ 0 -1 0
3 3 0 0 1
| 1 |+l 0
0 1 matrix R? vektorait a (zz) sikra titkrdzi. Ugyanis
1 0 0 a a
0 -1 0 bl=1{-b
3ai + 223 + T3 1 0 0 1 ¢ c

6z + 4z + 2z = |1

2 1 3 2 1 1)
2 1)"“000 =3

A (zz) sik nem 0 vektorai A-nak 1 sajatértékekhez tartozd sajatvektorai.

A (zz) sikra merdleges nem 0 vektorok A-nak -1 sajitértékhez tartozé
sajatvektorai.

2. I € M,,[C] egységmatrixnak C™ minden nem 0 vektora 1 sajatértékhez tartozo
sajatvektora.

3z, +2z2+ 23 = 1
0-'173 = =1

. 10.3 Definicié: A € M,[C] spektrumdnak nevezzi;k az A métrix sajétértékei
A halmazat. B N

Felmeriil a kérdés, hogy minden A € M,[C] métrixnak vannak-e sajatvektorai
~és ha van akkor hany sajitvektora \;;n, illetve ezeket hogyan lehet meghatarozni.
- Nyilvin sajitvektor tetsz6leges nem nulla skaldrszorosa is sajatvektor, igy az d.n.

9 {3




“sajatiranyok” érdekesek csak. A sajitértékek és sajatvektorok meghatarozasardl
szél a kdvetkezd tétel.

10.4 Tétel: Egy A € M,[C] matrix sajatértékei éppen a det(4 — AI) = 0
egyenlet gyokei. Ha Ao ennek az egyenletnek egy gyoke, akkor a hozzé tartozé
sajétvektorok az (A—Xol)s = 0 linedris egyenletrendszer megoldasaval hatarozhatok
meg. Ezen egyenletrendszer tetszdleges nemtrivialis megoldésa A-nak Ag-hoz tartozé
sajatvektora. N

Bizonyitas: Keresiink olyan 0 # s € C™ vektorokat, amelyekre alkalmas A € C
skalarra, As = As., Ez ekvivalens az (A—Al)s =0 homogén linearis egyenletrendszer
. s nemtrivialis megold4sdnak keresésével.

Tudjuk, hogy egy homogén linedris egyenletrendszernek pontosan akkor van 1-
nél t6bb megoldisa, ha az egyiitthaté-matrix rangja kisebb, mint az ismeretlenek
szama.

Teh4t ilyen nemtrivialis s megoldas pontosan akkor 1étezik, ha A € C olyan, hogy
r(A— M) <n. De A— AL n x n-es matrix igy r(A — M) < n. 8.4 Tétel szerint
pontosan akkor teljesiil, ha det(4 — AI) = 0. Ha A-t, mint valtozét tekintjiik, akkor
det(A— ML) A-ban egy n-edfoki polinom. Tehat A sajitértékei ennek a polinomnak
a gyokei. Az algebra alaptétele szerint multiplicitdsokkal szdmolva A-nak pontosan
n darab sajatértéke van, legyenek ezek Ay, ..., As. Ekkor az (A - Xil)s = 0 linearis
egyenletrendszer megoldasa adja a A;-hez tartozé sajdtvektorokat.

10.5 Definicié: A € My[Cl-re a det(4 — AL) A-ban n-edfokt polinomot az A

mdtriz karakterisztikus polinomjdnak nevezziik.

10.6 Megjegyzés: Annak idején a métrixokat és a determindnst komplex
elemii matrixokra értelmeztiitk. Hasonléan értelmezhetSk a matrix-miveletek és
a determinins akkor is, ha a matrix elemei a C[z] polinomgyird elemel, vagy
még &ltalénosabb esetben tetszéleges gyiirii elemei. Tulajdonképpen a det(A — AL)
kiszdmitasakor egy olyan matrix determinansat szdmoljuk ki, amelynek elemei a
C[)] egyvaltozés polinomgylrd elemei.

10.7 Megjegyzés: Littuk, hogy egy A € M,[C] méatrixnak mindig van a
komplex szamok korében sajatértéke. De A € M, [R] esetén nem feltétleniil teljesil,

hogy van A-nak valés sajatértéke. Példaul az

A= cos 30° —sin30°
=7 \sin30° cos30°

7—{‘\

esetén
det(_ﬁ__— AQ =X —-2c0s30°A+1=0

-

egyenlet diszkriminansa
D =4cos?30°-4<0,

tehdt nincs valds gyoke.
Nem igaz az sem, hogy egy A € My[C] matrixnak lenne mindig n-darab linedrisan

fiiggetlen sajatvektora.

10.8 Példa: Legyen

(RS

- (; i) € My[C]

Ennek karakterisztikus polinomja (1 — 2)?, tehat A-nak 1 kétszeres sajatértéke.
Szamitsuk ki A ) = 1 sajatértékhez tartozd sajatvektorait. Az

(4-Ds=0

01 m 0 ,
linedris egyenletrendszer s = (:;;)-re ( 0 0) (ml) = ( 0) tehdt my = 0 my

tetszoleges.

0 vektor nem nulla skalrszorosai, tehat é—nak
"

csak 1 linedrisan fiiggetlen sajatvektora van.

Igy A sajatértékei mind az

10.9 Definicié: Egy A = (ai;) € M,[C] métrix nyoma (trace, Spur), vagy elsé
skaldrinvaridnsa, az A matrix 84tl6ban levd elemei dsszege, azaz 3, aii- Erre a
ir (A) jelolést hasznaljuk a tovébbiakban.

Most egy kapcsolatot mutatunk egy matrix sajatértékei, nyoma és determinansa

kozott.

10.10 Tétel: Legyen A = (ai;) € M,[C] matrix. Ekkor A nyoma éppen A

sajatértékeinek dsszege, A determinénsa éppen A sajatértékeinek szorzata.

Bizonyitas: Irjuk fel A karakterisztikus polinomjat két kiilonbdz6 médon és

végezzink egyﬁtthatéésszehasonlftést.

(M) = det(_A_— Aé) =a\" + ‘111,—1A"_'l 4+ t+arta=

(AN




ap — A S Qin \

az ap — A a
= det ) "

Qn1 PR a"ﬂ/\

Masrészt irjuk fel a karakterisztikus polinomot gydktényezds alakban. Tudjuk, hogy
féegyilitthatéja (—1)" és gydkei éppen A sajatértékei. Legyenek ezek Ay,..., A,
Ekkor

p(A) = (1) 1:[(/\—/\6)

i=1

Az egyiitthatédsszehasonlitasbdl

ap = det é H )\g

10.11 Tétel: Legyen A = (ai;) € M,[C] és B = (b;) € M,[C].
Ekkor tr (AB) = tr (BA).

Bizonyités: Jeldlje ((AB); az AB matrix i-ediuk soranak i-edik elemét. Ekkor

tr(4B) = i (AB): = Z Z @ikbri = i Zn: briaix =

i=1 =1 k=1 k=1 i=1

3

=) «(BA: = tr(‘:/‘i) -
k=1

Most definidljuk matrixnak polinomba valé behelyettesitését.

10.12 Definicié: Egy A € M,[C] mdtrizota p(z) = S aizt € C[X] polinomba
ugy helyettesitiink be, hogy kiszamitjuk, a kévetkez6t:

aol+aiA+-- + a,é’. Ezt a matrixot p(é)—val jeloljiik és p-nek A helyen vett
helyettesitési értékének nevezziik.

10.13 Definicié: Egy p(z) € C[X] polinomot az 4 € M,[C] mdtrix
anulldldpolinomjdinak nevezzik, ha p{A) = 0.
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= J]6=2) = (1" A (=1 A+ A)A A

i = (=1)"A\"+H{=1)""an+an+t  +ap) A" 4t det(4)

An

10.14 Megjegyzés: Minden A € M,[C] matrixnak van anulldldpoiinomja
hiszen l,_d,é2,...,ﬁ"i az M,[C] vektortér n? + | eleme, dimcMq|[C] = n’
miatt linearisan Bss;fﬁggé. igy léteznek olyan rg,¢y,...,¢n € C skalérok hogy
ol+adA+--+ c,.zA":| = 0 és nem minden ¢; nulla. igy p(z} = E.:u ciz' A-nak
annulla,lopolmomja Most megmutatjuk hogy van minden 4 € M,[C] 1atr1~mak
n-edfoki annulldlépolinomja is.

10.15 Tétel (Cayley-Hamilton): Egy A € [C] mdtrix karakterisztikus polinomja
az A matrix annullalépolinomja.

Bizonyitds: Mint az inverzmatrix létezésének bizonyitdsanal lattuk, ha egy
matrixot megszorzunk az eldjeles aldeterminansaibél all6 matrix transzponaltjaval,
akkor az egységmatrixnak a matrix determindnsaszorosat kapjuk. Ezt az allitas
alkalmazzuk most A — AL matrixra. Erre tehat

(A= 20-astia= b= ()

ahol p(A) = det(A — A1), azaz

Masrészt

A karakterisztikus polinomja.

p(A)
= ((=1)"* det((4 — 3D )T (A = M)

p(X)

Itt ((=1)"* det((A —~ M), A — M eléjeles aldeterminansaibdl allé matrix
transzponaltja, tehit e matrix minden eleme A-nak egy legfeliebb (n — 1}- edfokn
polinomja. Ezt a matrixot szétbontjuk olyan matrixok Osszegere, amelyek A-nak
azonos foki tagjait tartalmazzak komponenseikbern.

fey ((—1)'+ det(A- \_L),-J))T = A A+ ~+)\""_A_n_‘, ahol 4/
M,[C].

Tehdt (A=-AD(AAAA 4+ 274 )= (A HAA + A A J(A-AD) =
p(M)L. Ebbdl leolvashato, hogy A felcserélhetd 4, A ,.... A . matrixokkal. lg\!
ugyanazi az eredményt kapjuk, ha elébb helyettesitjik be a szorzélényezékbe A-t

Ao A_ €

=n-~1

és utédna végezziik el a beszorzast, mint ha eldbb végezzik a beszorzast és utdna
helyettesitjiik be A-t. Igy 8 = p(4)I = (A).

10.16 Definicié: Fgy A € M,[C] matrix minimdipolinomjdnak nevezzﬁk&
minimalis fokd annulldlépolinom)at.

A
kovetkezd tétel egy mdtrix minimalpolinomjanak és tobbi annuilalépolinomjanale
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kapcsolatara mutat rd.

10.17 Tétel: Egy _A_ € M,[C] maétrix minimalpolinomja A minden
annulldlépolinomjanak osztéja. B

Bizonyitds: Legyen m(z) A minimélpolinomja és p(z) A tetszSleges
annulldlépolinomja. -

Ekkor p(z) = h(z)m(z) + r(z) alakban irhaté a 3.7 Tétel szerint, ahol vagy
r{z) = 0 vagy deg r(z) < deg m(z). Ha r(z) = 0, akkor készen vagyunk.
Ellenkez6 esetben helyettesitjiik be A-t. Ekkor 0 = p(4) = h(A)m(A) + r(4A A)
es m(A) = 0 r(4) = 0-t adja. Tehat taldltunk az A-nak egy deg m(z)-nél kisebb
foku annullalopolmomja,t ami ellentmondas.

10.18 Kévetkezmény: Egy A € M,[C] métrix minimalpolinomja
skaldrszorzétél eltekintve egyértelmii.

Bizonyitds: Legyen m,(z) és ma(z) A-nak két minimélpolinomja.

Az el6z6 tétel szerint osztéi egymdsnak, azaz léteznek olyan hy(z), hy(z)
polinomok, amelyekre mi(z) = hi(z)ma(z) és my(z) ha(z)mi(z). Ebbél
mi(z) = hi(z)ha(z)mi(x). Mivel a szorzat polinom foka a tényezok fokainak dsszege,
hi(z) és ha(z) csak konstans polinomok lehetnek.

A kovetkezé tétel a minimalpolinom gyékeit jellemzi.

10.19 Tétel: Egy A € M, [C] métrix minimélpolinomjinak gydkei A A sajatértékei
és A minden saJaterteke eléfordul a gyokok kozott.

Bizonyitds: A 10.17 Tétel szerint A m(z) minimélpolinomja osztéja A p(z)
karakterisztikus polinomjinak. Tehdt p(z) = h(z)m(z). Igy m(z) gydktényezdi
p(z) gyoktényezbinek részhalmazit alkotjsk. p(z) gydkeirdl viszont tudjuk, hogy
éppen A sajatértékei.

Tehat az llitds elsS felét belattuk.

Legyen most \q € C A-nak egy tetszéleges sajatértéke 0 # s, € C»
sajatvektorral. Megmutatjuk, hogy Ao gyke m(z)-nek.

Legyen m(z) = i, a;z’. Ekkor és = Asy, A’s é(é;o) = A(losy) =
AoAso = A3s, és hasonléan, minden 1 < i < ¢ esetén Alsy = Ais,.

88

[ L E T

Ekkor
t
0 =m(A)s, = aosy + ) aid'sy = aosy + Za.v\i)s() = m(Xo)so
i=1 =1

De sq # 0, tehat m(Xg) = 0.

10.20 Példa. Legyen

110
A={0 1 0
00 1

A karakterisztikus polinomja (1 — A)*

A minimélpolinomja (1 — X)?

Egy A matrix minimélpolinomjat meg lehet hatdrozni probélgatéssal.
karakterisztikus polinom azon osztéit kell megvizsgalni, amelyeknek A minder
sajatértéke gydke. Ezek kozlll a minimdlis fokd annuldlépolinom épp A
minimélpolinomja. Meg lehet azonban hatérozni prébalgatas nélkiil is az alabbi téTu
alkalmazdsaval, amelyet bizonyitas nélkil kézlink. Bizonyitasat lasd a fﬁggelékb(n!
F 1.12 Kovetkezmény cimszé alatt.

10.21 Tétel: Legyen A € M,[C]. Ekkor ha p()) jeloli A karakterisztikug

polinomjat, d()A) pedig az é__— AL elGjeles aldeterminansaibél allo ((=1)+! det((A~

Al)i;)) matrix elemeinek legnagyobb kizds oszt6jat, akkor A minimalpolinomja %\}}

10.22 Példa: Legyen

Ekkor
1-X 1 0

— M= 0 1—2A 0
- 0 0 1-2A
Az A — M elGjeles aldetermindnsaibdl allé matrix épp
(1-X)? 0 0
—(1=2) (1-=X)* 0
0 0 (1=A)2

[FS

Ennek elemeinek legnagyobb kézés osztdja d(A) = (1 — A). Igy Z(:\\) = T3
(1 - A2
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11. Matrixfuggvények

Mivel komplex értékii komplex matrixokon értelmezett fiiggvényeket szeretnénk
értelmezni el8szor bevezetjiik a komplex sorozat, sor, fliiggvénysor majd hatvanysor
konvergenciédjanak fogalmat.

11.1 Definicié: Egy {an} komplez sorozatrdl azt mondjuk, hogy konvergens és
hatarértéke o € C, ha barmely ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan N = N(e) kiiszobszam,
hogy minden n > N esetén |a, — a| < €.

11.2 Definicié: Egy Y oo, a; komplez szdmsor konvergens, ha az sn = Soga
részletdsszegek sorozata konvergens.

11.3 Definicié: Legyenek fy : C — C fiiggvények. Azt mondjuk, hogy a
S o f& fiigguénysor zo-ban konvergens, ha a Y v, fe(20) numerikus sor konvergens.

11.4 Definicié: Egy Y. ,ar(z — 20)* alaku fiiggvénysort zo kdzépponti
hatvdnysornak hivunk.

11.5 Tétel (Cauchy-Hadamard): A 3 [T,ai(z — z)F  hatvénysor
konvergenciatartoméanya egy zo koriili r sugard kérlap a komplex szdmsikon, ahol

1
r=—7—
lim{/]an| ’
alol Tim az illetd sorozat legnagyobb torlédasi pontjat jelzi. A korlap

hatarén 1évé pontokrdl csak kiildn vizsgdlat dontheti el, hogy beletartoznak-e a
konvergenciatartomanyba.

11.4 Definicié: Legyen A € M,[C] és legyen f(2) egy S5, arz* hatvanysor
bsszeghiiggvénye. Ha az sa(4) = Yo aké" métrix minden komponense n —
+oo esetén egy konvergens sorozatot ad, akkor azt mondjuk, hogy f(A4) =
S92 o axA* értelmezve van. A kovetkezd tétel elégséges feltételt ad arra, hogy egy
matrixfiiggvény értelmezve legyen. Ezt a tételt késSbb bizonyitjuk, lasd a 11.24

Kévetkezményt.
A




11.5 Tétel: Ha az f(z) = >.2,a;z' hatvénysor konvergenciatartomanya
belsejében tartalmazza az A € M,[C] métrix spektrumit, akkor a 3 72 a;A’
métrixsorozat konvergens, azaz J(A) értelmezve van.

11.6 Példa: Az e* = 5 o0, fl—': az egész komplex szdmsikon konvergens, tehat

A . " o A" v , ‘9. . ,
e< értelmezve van és egyenlé a 3 o, S sor sszegével. Specialisan minden ¢ valés

, AP
paraméterre &' = $°° &
n=0 n!

11.7 Megjegyzés: Legyenek z,(t),...,z,(t) differencidlhaté valés fliggvénvek,

71(t), ..., &a(t) derivaltfiiggvényekkel. Legyen u € R", A € M,[R], z({) =
1(t) B

: . Ekkor az
z,(t)
i1(t) (1)
#a(1) =4 zalt) r(0) =u
it al)

elsdrendd, linearis, allandé egyiitthatds differencidlegyenletrendszer megoldasa

z(t) = ed'u

11.8 Definicié: Azt mondjuk, hogy az A € M, [C] matrix nilpolens, ha létezik
olyan k € N, amelyre 4" =0

11.9 Megjegyzés: Ha egy nilpotens matrixot helyettesitiink be cgy
hatvanysorba, akkor a matrixhatvanysor véges sok nem nulla tagot tartalmaz, tehét
tulajdonképpen egy polinomba helyettesitiink be.

11.10 Definicié: Egy A € M,,[C] matrixot blokkdiagondlis matrixnak neveziink,
ha A olyan hipermatrix, amelynek nulldtdl kiilénbdzé blokkjai mind a f6diagonalis
mentén szimmetrikusan elhelyezkedd, négyzetes blokkok.

11.11 Megjegyzés: Blokkdiagonilis matrix polinomja (sora, fiiggvénye) olyan
blokkdiagonalis matrix, ahol a nem nulla blokkok az credeti matrix megfeleld
blokkjainak, polinomjai (sorai, fiiggvényei).

Legyen T € M,[C] egy regularis matrix. Ekkor, ha z végigfut C" kiilonbéh
vektorain akkor T 'z is megadja C" 3sszes elemeit. Ha z # y € C", akloy
T 'z # T y, mert ellenkezd esetben T-vel vald leszorzas utan z = y egyenloseg&
kapnank. Egy adott A € M,[C] matrixhoz meg szeretnénk adni egy olyan
B € M, [C] matrixot, a.mely ugyanugy mozgatja a {T 'zlz € C"} képvektorokat
ahogyan A az {z|z € C"} vektorokat, azaz B(I 'z) = I '(Az), Vz € A
Diagrammal szemléltetve:

T—l
-1 =

3]
18

L
B

~
.
[»S

Il

|
~(Az) Az

I~

Tehat B =T7'AT

11.12 Definicié: Azt mondjuk, hogy az A,B € M, [C] mdtrizok hasonldak, ha
létezik egy olyan T € M,[C] reguldris matrix, melyre B = T7'AT. Ekkor T
hasonldsdgi transzformdcidnek nevezziik. Azt, hogy A és B hasonlé, A ~ _vau
jeloljik.

11.13 Tétel: A matrixok hasonldsdga M,[C]-n egy ekvivalenciarelaciot ad, azax

(i) A~ A minden 4 € M,[C]-re (reflexivitds)
(ii) ha A~ B, akkor B ~ 4 (szimmetria)
(in) ha A~ Bés B~ C, akkor A~ C (tranzitivitds)

Bizonyitas:

(i) Az egységmatrix A-nak dnmagaval valé hasonlésdgat biztositja.
(i1) Ha _Z_lﬁl = B, akkor (g“)"ﬂ‘l = Z".BT_1 = A, tehdt B ~ A.

(iii) Ha T7'AT = B és §7'BS = (, akkor (TS)7'ATS = S~ Vi
S” B.S—(/.TehatA C.

TAT)S =

11.14 Tétel: Hasonlé ratrixok karakterisztikus polinomjai, sajitértéld
nyomali, determinansai megegyeznek.
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Bizonyitds: Legyenek A, B € M,[C] hasonléak T € M,[C] hasonlésagi

€
transzforméci6val, azaz B = T™'AT. Ekkor det(B — Al) = det(T'AT — A\]) =
det(T AT — g'l)\g) = det(_z_'l(é -ADT) = det(_Z_'l)det(é — M) det(T) =
det(A — AT).

Itt felhaszniltuk, hogy az egységmaétrixok A-szorosival minden matrix
felcserélhetd, a determinansok szorzdstételét és azt, hogy inverz matrix determindnsa
az eredeti matrix determinansinak reciproka.

Ezzel a karakterisztikus polinomokra vonatkozé allitist beldttuk. Mivel a
karakterisztikus polinom gyokei éppen a matrix sajitértékei, igy A és B sajatértékei
megegyeznek. A matrix nyoma a sajitértekei Osszege, determinansa pedig a
. saj4tértékei szorzata, igy a nyomra és determinansra vonatkozé allitds is azonnal

kovetkezik.

11.15 Megjegyzés: A fenti tétel megforditdsa nem igaz, azaz lehet két
métrix karakterisztikus polinomja azonos anélkiil, hogy a két matrix hasonlé lenne.

Példaul az (1) i) és ((1) (IJ) métrixok karakterisztikus polinomja (1 — A)%.

A két métrix nem lehet hasonld, hiszen az egységmadtrixot minden hasonlésigi

11 . . pplld
0 1) Ml példa, hogy nem minden mdiriz
Rhasonldé egy diagondlis mdtrizhoz. Hiszen egy hozza hasonlé matrixnak ugyanaz
a karakterisztikus polinomja, teht ha hasonlé lenne egy diagonalis métrixhoz az
csak az egységmétrix lehetne, amelyrél mér lattuk, hogy ez nem lehetséges. Viszont

l4tni fogjuk, hogy minden mdtriz hasonld valamely felsé hdromszdg mdtrizhoz.

transzformacié fixen hagyja.

11.16 Definicié: Egy J € M,[C] métrixot Ao sajdtérickhez tartozd, r Xr-es felsé
Jordan-blokknak nevezfmk_, Ha J fels6 hiromszégmétrix, melynek diagonalisaban
minden elem Ag és z-edik soranak i + l-edik eleme 1, minden 1 <: <r —1 esetén.

A kdvetkezd tétel azt mutatja, hogy M,[C] minden hasonlésigi osztalydban
van egy olyan felsé hiromszdg métrix, amelyr6l a métrixnak sok tulajdonsdga
leolvashatd. A tétel bizonyitasa a Fiiggelékben taldlhato.

11.17 Tétel (Jordan-féle normalalak): Minden A € M,[C] matrix hasonld
az A sajdtértékeihez tartozd felsé Jordan-blokkokbdl dllg_blokkdiagondlis mdtrizhoz,
ezt A Jordan-féle normdlakjdnak nevezzikk. A Jordan-féle normalalak a blokkok
sorre_ndjétb'l eltekintve egyértelmt, azaz, ha A hasonlé egy felsé Jordan-blokkokbol
4ll6 blokkdiagondlis matrixhoz, akkor egyér&:lmﬁen meghatirozott, hogy egy-cgy
sajatértékhez hany és milyen méreti blokk tartozik. A A;-hez tartozé blokkok szima
megegyezik A Ai-hez tartozé linedrisan fiiggetlen sajatvektorai szamaval. A A;-bez

tartozé, maximalis méretii Jordan-blokk dimenziéja éppen A minimalpolinomjéban
a (A — X;) gyokiényezd kitevoje. B

A tovabbi blokkméreteket az iin. “invarians faktorok” alapjin lehet
meghatarozni, amelyeket a kovetkezékben definidlunk.

11.18 Definicié: Egy A € M,[C] métrix determindnsosztdi a kdvetkezok:

Dn(A) = det(A—AI)=A karakterisztikus polinomja
Di(A) = lnko{A— Al (ixi)— es aldetermininsai}

Do(/\).

I
—_

11.19 Definicié: Egy A € M, [C] matrix invaridns faktorai

Dn(’\)
Dos (V)
Dn«l (’\)
Dn-?(A)

E.(\) =

Enn() =

D;(})
Diy(2)

Ei())

Di(X)
Dy(A)

Ey(})

11.20 Megjegyzés: A determininsoszték definicidjabél kdnnyen kovetkezik,
hogy minden 1 < i < n — 1 esetén D;()) osztédja D;;1(A)-nak és igy E;()) €
C[A] polinom. A 10.21 Tételbsl pedig az kovetkezik, hogy E,()) éppen A

minimalpolinomja.

11.21 Tétel: Egy A € M, [C] Jordan-féle normélalakja leolvashaté A invaridns
faktoraibdl. A ); sajatértékekhez tartozé blokkértékek csokkend sorrendben éppen
" az E,()), Eoo1(}), . .., E1(X) invaridns faktorokban a (); — A) gyoktényezé kitevéie.
A tétel bizonyitésat 1dsd a Fiiggelék F 1.11 pontjiban.
| a5




1.22 Példa: Legyen

Dy(A) = (1=A)° Es(A) = (1-x)°
D(A) (1=2X) Ey(A) = (1-
Dy(A) 1 Ei(X) = 1
Do(X) = 1

1.23 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy minden A € M,[C] matrix hasonld a
izponaltjdhoz. (Mutassuk meg, hogy azonos a Jordan-féle normalalakjuk).

kovetkezd tételben kiszamitjuk egy négyzetes métrix polinomjat.

1.24 Tétel:

Legyen J Ao sajatértékekhez tartozs r x r-es felsé Jordan-blokk, p(z) =
Zf‘:o a;z; € C[z] polinom.

Ekkor
p(o) P(Ro) 2 . )
po) P(o)  ELd
p(L,) = p(Xo)
p(Xo)

azaz P(J,) felsé hdromszég matrix, melynek diagonalisiban minden
elem p(Ao), és a matrix i-edik sordban a diagonalistSl kezdve az elemek

P(Ro), P/ (Ro), G2l . ET2000),

Ha
J

=1

I~
1~

Jo !
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Jordan blokkokbdl &ll6 blokkdiagondlis matrix, akkor

p(d,)
p(d) =
p(L,)

Haegy A€ M_[C] métrix hosonld J-hez, azaz c- 1AC = J alkalmas c
reguldris métrixra, akkor p(4) = Cp(J)C".

Bizonyitds: Irjuk fel a p(z) polinomot (z — Ao} hatvanyai szerint: p(z) = co +
ar(z—Ao)+c2(x—Ao)?+- -+ (x— Xo)'c:. Kénnyen ldthatd, hogy p(Ao) = cg, 2 '\° =
¢, rr_.‘” =Cz.n - —{—ml- B ’-'mf_.'\" = ¢, azaz p(z) = Yi_, 200) )\o){.

gy p(Ly) = (o)L + EU(L, = Aof) + -+ + ZoR8N(J — XoD). Tt (4, — AT )
olyan 2 x ‘) es hipermatrixnak felel ineg, amelynek elsé hipersoranak masodik eleme
egy (r — 1) x (r — 1) méretl egységmatrix, tébbi eleme nullmatrix, ha 7 < r. Ha
v > 7, akkor (J — Aol)* nullmétrix.

A beszorzasokat elvégezve az allitasban szereplé matrixhoz jutunk

b) Az allitas elsé fele a 11.11 Megjegyzésbél kévetkezik. g
akkor A = CJC™!, igy p(A) = (101+Z( 1aA = ao]+Z:l ; ai(
a0/+2'1aC’=g gaol%—Z!laJ )C™! = Cp(L)C.

I

—l)i

11.25 Koévetkezmény: Ha az f(z) = *,a;z" hatvanysor konvergencia
1=0 g

tartomdnydnak belsejében tartalmazza az A € M,[C] matrix spektrumaét és
J

=
= A Jordan-féle normalakja, melyben minden 1 <

I
&

1 < k esetén J € Mnlr[_t] Ai sajatértékhez tartozé felsé Jordan-blokk, akkor
F(Ly)s - f(L), F(D) és f(A) is értelmes, f(4) = Cf(NC™

f(,)
f(d)= ,
f(Z,)
ahol
y ) f(r =1}
FOF(N) e
f(é.')— :
f(x)
Bizonyités: Mivel i és é sajatértékel  azonosak a  fenti

Ir




o konvergenciatartomanyanak belsejében tartalmazza i’él""’ik sajatértékeit
i€,
Mivel f(z) = liMp_seo sn(2), ahol sn(z) = YiLgai' N-edfoki polinom,
Q(z)-re az eldzd tétel alkalmazhaté, tehit sy(4) = gsN(i)g_l, sn(d) =
snidy)

€s
snlL,)
{sn(Xi)  sh() : {I«.—.;_\:\!']
SN(E‘L) = k e
sn(A)

Mivel s () tart fO(\)-hez az allitds azonnal kovetkezik.

11.26 Kovetkezmény: Ha A € M,[C] métrixnak Ao k-szoros sajatértéke és
L@-‘) = Y =, a:z' hatvanysor a konvergenciatartomanyanak belsejében tartalmazza
) sajatértékeit, akkor f(A)-nak f(Xo) legaldbb k-szoros sajatérteke.

Bizonyitas: Legyen Q“__A_C_ =J,A Jordan-féle normélakaja. Ekkor Ao J-nek lego-
wos sajatértéke. Az eléz6 kovetkezmény szerint f(J)-nek f(Xo) legalabb k-szoros
suptérteke, f(A) = Cf(L)C" igy ez f(A)ra is teljesiil.

11.27 Megjegyzés: Egy A métrix Jordan-féle normalakra hozéasdhoz sziikséges
C hasonléségi transzformaciét megkapjuk a Fiiggelékben bemutatott konstruktiv
By tasbol.

A computer algebrai érdeklédésii olvasék szamara megjegyezzilk, hogy példaul
a MAPLE szimbolikus szémolasokat témogatd programcsomag ki tudja szamitani
adatt matrix Jordan-féle normalakjat és a hozzé tartozé hasonlésagi transzformaciot.

11 1
Ha A = 0 1 1|, akkor a MAPLE scgitségével a kovetkezé modon

0 0 1

@anithaté ki A Jordan-féle normalakaja és a C hasonldsagi transzformacio:
with (linalg);

a : = matrix([{1,1,13, (0,1,1], [0,0,1]11);

Jordan (a, ‘c’ );

a

print (c);

A Jordan-féle normalakra hozds nélkill is kiszamithaté egy métrixfﬁgg\éb
Hermite-féle interpolacié segitségével. Az Hermite interpoldciardl szélé tételt qap
kimondjuk, itt nem bizonyitjuk. Bizonyitdsa megtaldlhaté példaul [SZP]-ben.

11.28 Tétel: (Hermite-féle interpolacié): Adottak zy, ..

., T, € C kilonbs
alappontok és 2+

f(zl)vfl(zl)’ . '7f(ml-l)(‘r1)

f(xn)f’('rﬂ)’ o 'vf(mn—l)(rn)

derivaltértékek az illleté pontokban.
Ekkor létezik egyetlen olyan p(z) € C[z] legfeljebb N = (3°7_, m;) — l-ed+
dolz

polinom, amelyre minden 1 < 7 < n esetén

p(zi) = f(z:)

pm I (z) = f N ()

teljesil.

11.29 Megjegyzés: A fenti tételben szereplé p(x) polinomot ismeret
tew egyiitthatés polinomnak felvéve, a fenti feltételeket felhasznalva, D
egyenletbdl 4116 linedris egyenletrendszerekhez jutunk, amelybdl p(z) ugyan—
&say Y i, mi darab egyiitthatéja meghatdrozhats. Ha n =1, akkor p(z) éppen az
%4 kériili N-edfoku Taylor polinom, ha m; = 1 1 < i < n, akkor p(z) a megfe-~
Leb’ Lagrange-interpoldcids polinommal egyezik meg.

11.30 Példa: Legyen

cldeok
zy = 1 Tz =
flz) =1 flz2) =
filz) = 0

m=2my=1N=3-1=2p(z)=az’+bz+ec.
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feltételeket behelyettesitve kapjuk:

f(z1) = p(z1), azaz l=a+b+c
f'(z1) = p'(z1), azaz 0=2a+b
f(zz) = p(zs), azaz 0=da+ 2b+ ¢

ebbél 2
a=-1, b=2, c¢=0, tehat p(z)=-z"+2z

A kovetkezd tétel megadja, hogy hogyan lehet matrixfiiggvényeket Hermite-féle
iNerpolécié segitségével kiszdmitani.

11.31 Tétel: Legyenek A kiilonbozo sajtértékei Ay, ..., A, és tegyiik fel, hogy A
vinimalpolinomjaban a (A — );) gyoktényezd kitevdje legfeljebb m;. Legyen f(z) =
Zaio a;z* hatvanysor, amely konvergenciatartomanyanak belsejében tartalmazza A

qrektrumét.

Ekkor f(A) = p(A), ahol p(l’) € C[z] a M,..., A, alappontokhoz és az
_(.p\ L™ i =1, s értékekhes tartozd Hermlte féle interpolacids
pglmom

Bizonyitas: Ha C7'AC = J A Jordan-féle normalakja és J blokkjai J ,...,J,,

slkor a 11.24 Tétel szerint

p(Ad)=Cp(H)C™' =C c!
p(d,)

Ka J, € M, [C] prhez tartozé Jordan-blokk, akkor létezik olyan 1 <z < s, hogy
—_\ és r; < m;, hiszen a A;-hez tartozé maximalis Jordan-blokk méret legleljebb

ma 11.17 Tétel szerint.

Ezért =1 (A
PO E
p(d,) =
p(X)
ami az interpolaciés polinom tulajdonsagai szerint megegyezik a
l
S,
NSO e
= f(L)
f(x)

[co

matrixszal. De a 11.25 Kovetkezmény szerint

f(L,)
fA)=¢grde =¢ o,
(L)
igy az el6z6 egyenlSség miatt f(A) = p(4).
11.31 Példa: Legyen
-1 4 2
1 -2 -1
Szamitsuk ki ed'-t, ahol ¢ valés parameéter.
Ekkor f(z) = e, det(4 — AL) = (1 + A)%(1 — A).
—1 -1 1
Ekkor A Jordan-féle normailakja ~1 vagy ~1 , atté L
] 1

figgden, hogy A minimélpolinomja (1 + A)(1 — A) vagy (1+A)%(1 = )).
Az el8z6 tétel szerint ennek eldontése nélkiil is meghatirozhatd f(A).
A1 = —1és Ay = 1 lesznek az alappontok m; = 2 és m; = 1.
Ekkor N =m; +my — 1 =2, p(z) = az(t)z? + ay(t)T + ao(t).
A feltételek

F(M) = p(A), azaz e'= a(t) — a1(t) + ao(t)
fi(M) = p'(\), azaz te™ = —2a,(t) + ay(t)
f(A2) ‘

p(Ra), azaz €' = as(t) + ax(t) + ao(t)
Az egyenletrendszert a,(t), a1(t), ag(1)-re megoldva,

ax(t) = %(e’ — (14 2t)e™)

6‘ _ e~-t
al(t) = -—_2_._

w(t) = L'+ (342067

lgy e = az(t)é2 + a1(t)A + ao(t) mér behelyettesitéssel kiszamolhats.

A matrixfiggvenyeket legegyszeribb abban az esetben kiszamolni, ha a matrix
hasonlé egy diagonalis matrixhoz.

{o1




11.32 Definicié: Egy A € M.[C] matrixot egyszerd struktirdju mdtriznak
vezink. ha A hasonlé egy diagonalis matrixhoz.

11.33 Tétel: Egy A € M,,[C] matrixra a kdvetkezd allitasck ekvivalensek
(i) A egyszerd struktiirdjt matrix
() A minimalpolinomjdnak minden gydke egyszeres
(lﬁ) A-nak létezik n darab linedrisan fiiggetlen sajitvektora
(f-v)) C"-ben létezik olyan bazis, amely A sajatvektoraibdi all.

Bizonyitds: (i) — (ii) Mivel A hasonlé egy diagonélis métrixhoz ez egyben
k]ordan-féle normalakja is. Tehdt mindegyik sajatértékhez tartozé Jordan-blokk
A nl-es. Igy a 11.17 Tétel szerint A minimalpolinomjanak minden gydke egyszeres.
(ii) — (i) Ha A minimélpolinomjanak minden gyéke egyszeres, akkor A Jordan- e,
> normélakajiban minden blokk 1 x 1-es. Igy A hasonlé egy diagonalis matrixhoz.

(i) — (iii) A feltétel szerint 1étezik egy olyan C € M,[C] regularis matrix, amelyre

dy
“lAC

I

dn

dregonilis matrix. Jeldlje ¢, ..., ¢, C oszlopvektorait. Ekkor

dq \
é{&»---,gﬂ]=[9ﬁ---,gﬂ]{ )
dn

\

awe [Ac,,...,Ac,] = [dig,,...,dnc,]. Mivel C reguldris ¢;,...,c, matrixok
Egetlenek, specidlisan egyik sem nullvektor. Igy ¢ = 1,...,n esetén ¢ A-nak d-
Hajatértékhez tartozé sajatvektora.

| (iii) — (iv) Legyen {¢,...,c.} A-nak n elemszamd linearisan figgetlen
33}¢tvektor rendszere. Ekkor ¢, ...,¢, bazis C"-ben.
(iv) = (i) Legyen {g,,...,c,} C"-ben bazis, amely A sajatvektoraibdl all. Legyen
‘ M= Xig; i = 1,...,n-re. Definidljuk azt a € matrixot, amelynek oszlopvektorai
Ly -1 En- Ekkor C reguldris és

A
A___C= [AQU'-"’\Q"] = [91;'-',£n]

An

do T

Tehat
/\1 Y

I’
I
[
>
~—

és igy
A Y

I
[

Il
N

11.34 Megjegyzés: Ha A egyszerd struktiraji matrix és
(o
(_l—l A — Wy )
An

akkor

fla=¢ ¢,
f(Aa}
ha f(z) = Y.2,a;z' tartaimazza konvergenciatartomanyanak belsejében A
sajatértekeit. Ekkor f(A4) = p(4), ahol p(z) & Ciz] 4 kitlonbozo sajatértékeihez
mint alappontokhoz tartozo Lagrange-féle interpolaciés polinom.

Most mutatunk néhany peidat egyszer struktiirdjd métrixokra.

11.35 Példa: Ha egy A € A,{C] métrix sajitértékei kiilonboedk, akkor A
egyszeril strukturaju.

Bizonyitds: Ekkor 4 karakterisztikus polinomja egyben A minimalpolinomja is
és minden gydke egyszeres, {gy a 11,33 Tétel szerint A egyszeri strukturdji matrix.

11.36 Definicié: Egy A € M, B] matrixrél azt mondjuk, hogy

(1) szimmetrikus, ha A=’T =A

T

(ii} antiszimmetrikus, ha 4" = -4
(i) ortogenalis, ha AT = A~
(i) gonalis, ha 47 = A
(iv) normalis. ha A7 4= _1_-_{T.
Egy A ¢ Mu[(,] matrixrdl azt mondjuk, hogy

o

N




(v} énadjungalt. ha _/_:4___ =4
Vi) ferdén énadjungdlt, ha AT = —A

vii} unitér, ha A* = é_l

viil) normalis, ha A" A = AA".

11.37 Megjegyzés: Minden A € M,[R] matrixra A € M,[C] is automatikusan
Leljesiil. A fenti tulajdonségokbcﬁ- mind kévetkezik (viii). Viszont a késGbbiekben
Latni fogjuk, hogy minden normalis métrix egyszerl struktirajd. Igy a fenti 6sszes
raatrix tipus példa egyszerii struktirdjd matrixra. Az viszont nem feltétlentl igaz,
Rogy egy valés elemii normaélis métrix hasonlé egy valds, diagonalis matrixhoz.

Példaul a .
cos 30° —sin30°
sin30°  cos 30°

wrtogonalis matrix sajatértékei komplexek.
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12. Vektortérkonstrukcidk,
linearis operatorok

Ebben a fejezetben adott vektorterekbdl djabb vektortereket konstrualunk. A
kévetkezd konstrukciokkal ismerkediink meg.

- vektortér altere

— alterek &sszege, direkt dsszeg
- vektorterek direkt szorzata

- faktortér

- linedris operatorok vektortere
- dualis tér

- vektorterek tenzorszorzata

12.1 Definicid: Legyen F test Vi vektortér. Azt mondjuk, hogya {0} # W <V
részhalmaz altere V-nek, ha W maga is vektortér a V-beli miveletekre nézve. Ezt a
tulajdonsagot W < V-vel jeléljik. A {0} és V altereket trividlis altereknek nevezzik.

12.2 Definicié: Legyen Vg vektortér, {v,,...v,} < V.  Ekkor e
W = {Zf:o oiv;]ai € F} halmazt a v;,...,v, vektorok&; altal generdlt altérnek
nevezziik, és W = (v,, ..., v, )-val jeldljik.

12.3 Megjegyzés: A fenti definiciébeli W halmaz valéban altér, hisze
zart az Osszeadasra és az F-beli skaldrokkal vald szorzdsra, valamint teljesiti a
vektortéraxiémékat. Ez az altér a v,,...,v, vektorokat tartalmazé legsziikebb altér
hiszen W elemei minden vy, ...,v,-t tartalmazé altérben benne vannak.

12.4 Feladat: Igazoljuk az alabbi allitdsok helyességét. Véges dimenzids altér
esetén adjunk a szereplé alterekben bézist.

(i) R*ban egy origdn atmend sik (vagy egyenes) pontjainak helyvektorai
altér R3-ban.

(ii) Egy A € M,[C] matrix oszlopvektorai tere altér C"-ben, ez épp az A
oszlopvektorai altal generalt altér.
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([liﬂ) M, R]-nek alterét alkotjdk a szimmetrikus matrixok, egy masik alterét
alkotjak az antiszimmetrikus matrixok.

(v} Az R — R fiiggvények vektorterének alterét alkotjak a folytonos valds
fuggvények.

& Rlz]-nek alterét alkotjdk a legfeljebb n-edfokd polinomok.

(%) R3-ban nem origén atmend sik (vagy egyenes) pontjainak helyvektorai
nem altér R3-ban.

Qt)‘) M. [R] ortogonalis matrixai nem alkotnak alteret az M,[{R] vektortérben.

(WI)‘)AZ R — R fiiggvényeknek nem alkotjdk alterét a nem folytonos valds
fuggvények.

C\_\) R{z]-nek nem alkotjak alterét a pontosan n-edfokd polinomok.

12.5 Megjegyzés: Konnyen lathatd, hogy vektortér bizonyos altereinek
pekszete szintén altér. Unidjuk viszont nem. Példaul R?*-nek altere az z-
—ugely pontjaihoz tartozé helyvektorok halmaza és az y tengely pontjaihoz tartozd
hely vektorok halmaza is. Ezek unidja viszont nem zart az dsszeadasra.

12.6 Definicié: Legyen Vi vektortér, Wy, W, < V alterek.

Azt mondjuk, hogy W a W, és W, alterek ésszege vagy generdtuma ha W =
{_‘M +wy|w; € Wy, w; € Wa}. Erretényrea W = W+ Wailletvea W =< Wy, W, >
{eloléseket hasznaljuk.

12.7 Megjegyzés: W altér V-ben. Sét W az a legsziikebb altere V-nek amely
Vﬁ-et és Wi-t is tartalmazza. De egy w € W-beli vektor nem feltétleni] all eld
R¢4értelmien w, + w, alakban. Analég médon értelmezhetd tobb altér dsszege is.

12.8 Definicié: Azt mondjuk, hogy a Vr vektortér W altere az W;,... . W,
olterek direkt Gsszege, ha W minden w eleme egyértelmiien all el w = Zf___l w;
olakban, ahol w; € W;i = 1,...,k. Ekkora W = W, ®.. .®W, vagya W = @le W,
je'8lést hasznaljuk.

12.9 Feladat:

(i) Igazoljuk, hogy R3 az z,y és :z tengelyek altal meghatdrozott alterek
direkt Osszege.
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(ii) Igazoljuk, hogy R® az (zy) és (yz) sitkok altal meghatdrozott alterek
osszege, de nem direkt Osszege. Mutassunk olyan vektort, amely
tobbféleképpen is eldall a két altérbeli vektorok Ssszegeként.

Most sziikséges és elegséges feltételt adunk arra, hogy egy altér bizonyos alterelg
direkt 8sszege legyen.

12.10 Tétel: Legyen Vr vektortér W, Wi, ..., Wy alterek V-ben. Ekkor W =
@:;1 W; pontosan akkor teljesiil, ha

(@) W =Wy 4+ W és
(11) Wr{n<W],Wg,...,VV“_l,W.'.'.l,...,Wk >= {D_}l:l,,k

Bizonyitas: Tegyiik fel elészér, hogy W = @, Wi

Ekkor nyilvin W = W; + .- + Wi Ha w; € Wit =«

Wi, o, Wisy, Wig, ..., Wi >, akkor 0 4+ -+ + w; + - + 0 = w -
wy+ w0+ w4 - +w, wi-nek két elGallitdsa Wi, ..., Wi-beli vektorokbéll,
Az eldéllitds egyértelmiisége miatt ez csak ugy lehetséges, ha w;, = 0=w; =---=

wy.

Tegyiik fel most, hogy (i) és (ii) teljesil. Ekkor minden w € W elddll w =
w, + -+ + w, alakban, ahol w; € W; 1 = 1,...,k. Ha lenne egy masik eléallita ¢
is, w = w, + - + w}, ahol w} € Wi i = 1,...,k, é példaul w; # w}, akkov
0#4w,—w = Z#i w; — w; és ez a vektor eleme a W;N < Wy,... ,W.-_l,VVH_l,Wk}
metszetnek, amely (ii) szerint ellentmondast ad.

12.11 Tétel: Legyen V véges dimenzids vektortér Wy, ..., W, altereinek direl +
osszege. Ekkor dimV = Y | dim Wi,

Bizonyitds: A bizonyitist az n = 2 esetre végezzik el, az altalanos esek
hasonléan bizonyithato.

Legyen V = Wy ® W,, Wi egy bazisa {e,,...,e.}, Ws egy bézisa {f ,...,f}~

Azt allitjuk, hogy {e,. .., &k, L, e ,L} V-nek bazisa. Belatjuk, hogy ez fiiggetle n
generdtorrendszer.

Ha S5 | oue;+ Z:'=1 Bif, = 0, akkor mivel minden V-beli vektor egyértelmiien 4 |\
el8 egy W;-beli és egy Wa-beli vektor dsszegeként 5 aie; = 0és Y, Bif, = 0. De
{er, - ent és {f,, - ,f,} fiiggetlen vektorrendszerek voltak, igy az e 1 = 1,..., ke
és Bii=1,...,1 egyiitthaték mind nullék.

Legyen v € V tetsz8leges vektor. Ez eldall v = w; +w, alakban alkalmas w; e\,

t = 1.2 vektorokra.
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De w, kifejezhetd W; bazisdval w, pedig W, bézisival. Tehdt v az
{e15---, €3, Fyreee ’iz} vektorok linedris kombindcidjaként el6dll, tehdt ez a
vektorhalmaz V-ben generdtorrendszer, és igy bézis is.

Ebbél dimV =k + I = dim W, + dim W,.

12.12 Definicié: Legyen V vektortér, W < V altér. Egy W, < V alteret W
direkt kiegészitdjének nevezzik, ha V = W @ W;.

12.13 Tétel: Legyen V véges dimenziés vektortér. Ekkor minden W < V
altérnek van direkt kiegészitdje. A direkt kiegészité nem egyértelmli, dimenziéja
- viszont az.

Bizonyitis: Vegyiink a W altérben egy ¢,, ..., ¢, bazist. A 7.15 Tétel szerint ez
kiegészithetd V egy e,,..., 64,6441, -, €, bazisdvi. Legyen W) =< Cy1r- s Cp >
Ekkor V = W 4 W}, hiszen minden v € V vektorra v = 3.5 ae; + Yoiekg Bigi
alkalmas «;, f; skaldrokkal. Igy v € W + W;. Ha 0 #z € WnN W, akkor z =
Ef=1 @ig; = 3 x4 Pie; alkalmas o, B; skaldrokkal, amelyek nem mind nulldk.
Igy Ele ae; — Z;‘zk“ Bie; = 0 nemtrividlis linedris kombinacid, amely ellentmond
{€1,--.,¢,} fliggetlenségének. Igy W n W, = {0}.

Tehat V =W @ W;. Az el6z8 tételbdl 1atjuk, hogy dim W, = dimV — dim W.

A direkt kiegészité6 nem egyértelmd. Példdul R%*-ben az z tengely 4ltal

meghatdrozott altér direkt kiegészitéje tetszOleges origén dtmend, z tengelytél
kiilénboz6 egyenes.

12.14 Definicié: Egy W < V altér kodimenzidjinak nevezzik a dimV — dim W
szamot. '

Az 1 kodimenzids altereket hipersikoknak nevezzik.

12.15 Definicié. Legyenek Vi,..., Vi vektorterek F' test felett. A Vi,...,Vi

vektorterek direkt szorzatdnak nevezziik és Vj x. .. x Vi-val jel6ljiik azt a vektorteret,

X Ve = {(vy,-- 0 )y € Vid = 1,...,k}
Descartes-szorzat halmaz, a miiveleteket pedig komponensenkent végezziik, azaz

amelynek alaphalmaza a ¥ x ...

(21,---,2;‘)‘{‘(2;,“-,2;):(21 +2’1>'--n2k+2;;)
Awyy - u) = (Mg, ey Ay

Koénnyen lathatd, hogy a vektortéraxiémak teljesiilnek).
y g

(09

12.16 Példa:

c*=Cx...xC, GF(P)":gF(p)x.;x GF(p)

n

= ..xR,
R —E._Xwi_/

n

n

x V3. Bizonyitsuk be, hogy dimV =dimW; +

12.17 Feladat: Legyen V =¥ e o s Vienek osy

dim V4. Konstrudljuk meg V' egy bazisat, ha adott Vi
L,...,L bazisa!

W < V altér. V/W-vel jeldljik és V-nek
W altér szerinti faktorterének nevezzik a.z't a vektorteret, amely;im:i({ ala.l:::}r:;i:'lr;anz; ::(
ckvivalencia osztdlyai (mod W). Egy v; €5 €gY U vektort (mod W) e

jelolji iveleteket
neveziink, ha kiilonbségik W-beli. Ezt y; = v, (mod Wu)l;vel iiloljuk. Aemmg:; :3 -1;
: 2 # . » - » ova az er 4
i az ekvivalencia osztalyok reprezentans elemeivel végezziik s dm

azt az osztalyt nevezzik a miivelet eredményének.

| 12.18 Definicé: Legyen V vektortér,

A; miiveletek
(mod W) és
e W, tehat
Av, (mod

12.19 Megjegyzés: A fenti relaci6 V:n ekfi\:al'?.]crmlécz.v
¢redménye fiiggetlen a reprezentans elem va;la.sztasati .v )z:- 'ilu '__ :;2 :
o = v (mod W), akkor (1; + 1) — (va+v2) = (ﬂa) Eﬂ‘s:v 53 -
v+ ¥} = vy + ¥ (mod W), My — Ay = Aoy — 2 , v

W),

Az is konnyen lathatd, hogy V/W-re a vekto
W altér eltoltjai,

rtéraxiémak teljesiilnek.

={v+WpeV}
V/W elemei tulajdonképpen a azaz V/W = {v |

12.20 Példa: Legyen v = R3 W = az (z,y)-sik.
Ekkor V/W elemei az (zy) sikkal parhuzamos sikok.

12.21 Tétel: Legyen dimV = n, W < V altér, melyre dimW = k. Ekkor

dimV/W =n— k.

gészitsik ki ezt V-nek

: bazisa. E
Bizonyitds: Legyen Y nek egy ba ., &, ekvivalencia

ey (i 160 Bupas -1 Ca) Diisivi. Ast 4llitjuk, hogy €x1s--
\ iy rty 3 b} ? -:ﬂ 0 i
osztalyai V/W-nek egy bazisat adja. -
Tegyiik fel, hogy ezeknek egy lineris kombinact

UE . n 5. ‘1,-'

je}entl, hOgy E :i—k F1 GHE; € i -

ifej & - ha-t i=k4+1 a.e'

De ekkor ez k fe[ezheto {8 g ae ,e,‘} va.l, te E i ; i

- E 1 ﬁ-e- =0 Ilché"l.t. minden egyutthato nulla. Igy €ky1r- -
i=1 M= =t 1

A04

1NN

4ja a faktortérben nulla. Ez azt

' = i B, anaz
I ., e, (mod
S DR
- W) figgetlen.




Azt allitjuk, hogy €,,,.. ... €, ekvivalencia osztalyai Vi -ben generatorrendszert
glkotnak.

Le@en v € V V/W egy ekvivalencia osztalydnak reprezentins eleme. Ekkor

Y= Z‘ L e + E' —r41 Bie; alkalmas «;, B; skalarokra.
Tehat v = 37, Big; (mod W).

12.22 Megjegyzés: A faktortér konstrukciét gyakran haszndljak a dimenzidra
vpnatkozé indukciéval toérténé bizonyitasoknal.

12.23 Definicié: Legyenek Vi, V, vektorterek az F test felett. Egy ¢ : Vi — W
lesépezést (homogén) linedris operdtornak neveziink, ha p(v + w) = w(v) + »(w)
¥v € V) esetén, p(Av) = Ap(v) Yo € Vi és YA € F esetén teljesill. Ha V) = V2,
akkor (homogén) linedris transzformdcidrdl beszéliink.

Ha a ¢ linearis operator kolcsonosen egyertelmt, akkor -t vektortérizomorfiz-
misnak nevezziik, ha emellett V; = V3, akkor invertdlhatd linedris transzformdciord!

beszélink.

12.24 Példa:

[i) Legyen a ¢ : Riz] — R|z| leképezés olyan, hogy p{z)-hez annak p'(z)
derivaltjt rendeli hozzd. Ekkor ¢ linedris transzformacio.

(i) Legyen ¢ : R* — R™ az a leképezés, amely egy z € R" vektorhoz az
A - z vektort rendeli hozzd egy rogzitett A € M, «n[R] matrix esetén.
Ekkor ¢ linedris operator.

(i) R3-ban egy origbn atmend sikra (egyenesre) valé titkrdzés, vetites R3-
nak linearis transzformaciéi.

(iv) R3-ban egy origén atmend tengely koriili elforgatas, vagy a tengely
irdnyaban vett nydjtds R3-nak linearis transzformacidi.

(v} R>ban az origé kézépponti centralis nydjtds R3-nak linedris
transzformacidja.

(A) Nem origén 4tmené sikra (egyenesre) valé tiikrGzés, vetités, nem origon
dtmend tengely koriili elforgatds nem homogén linedris transzformacié
R3-ban. (Ezeket szokdsos affin transzformaciéknak vagy inhomogén
linearis transzformacidknak hivni).
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(vii) Legyen V tetszoleges vektortér. Legyen idv : V. — V leképezes,
amelyre idy(v) = v, minden v € V esetén. £zt a V vektorter identikus
leképezésének nevezzitk. Ez V-nek invertalhato linedris transzformacioja.

(viii) Legyenek Vi, V; tetszOleges vektorterek ¢ : ¥y — Vi egy olyan ieképezés,
amelyre p(v) = 0y, minden v € V; esetén. Ekkor p linedris operator.
Ezt az azonosan nulla leképezésnek hivjuk és 0-val jeldljiik.

12.25 Megjegyzés: Ha ¢ : Vi — V} linedris operdtor, akkor @(0y,) = Gy, és
o(—v) = —p(v) minden v € V} esetén.

Bizonyitas: (G} = #(0- 0y = Op(0y) = Oy, w(-v) = (-1} =
(—Dep(v) = -

Il
=
=

12.26 Meg)egyzes Ha o Vi — V) Jektoxterlzomorhzmm akkor iétezik egy

-1 -1 -1t

olyan ¢~} : Vi — V, leképezés, amelyre 7 p = idy, és we™! = idy, és p7' is

vektortérizomorfizmus.

Bizonyitas: Mivel p kdlcsénesen egyértelnt minden v, £ ¥ vekiorhoz létezik
egyetlen olyan v, € Vi vektor, melyre p(p;} = v;. 18y ¢~ M vy) = vy egyenloséggel
egy Vo — Vi leképezést definiaitunk, amelyre ¢ 1y = idy, és ™" = idy,. Tehat

-1 mivelettarto is.

71 is kdlcsonosen egyérteimi. Belatjuk, hogy v
Ha v,w € V; azt aliitjuk, hogy v (v + w) = ¢ ' (2) + ¢~ {w).
Alkalmazzuk o leképezést a baloldali és jobboldali kifejezésre is. Ekkor a
ole M v+w) =v+wésaple (v +vwl) = plp @) +ely (W =vtuw
egyenléségeket kapjuk. Mivel o injektiv o+ w) = ¢ (o) + ¢ )

Hasonléan lathaté be, hogy ¢~ H{Ay) = Mo~ Hv}) Ye e W eset( n.

12.27 Definicié: Azt mondjuk, hogy Vi és Vi F test feletti vektorierek izomorfak,
ha létezik egy ¢ : Vi = Vi vektortérizomorfizmus. Ezl a tényt V) = Va-vel jeloljiik.

12.28 Példa: R =~ {p(z} € Rz}|deg p(z) < njr-

Bizonyitas: A (ag,a1,...,an) = go b ayr+ o0 F a.z"-nel definialt leképezés
vektortérizomorfizmus a két vektortér kozdtt.

12.29 Definiicié: Legyenek Vi,1; F test feletti vektorterck., FEkkor azt a
vektorteret, amelynek alaphalmeza a {9?!&,9 . Vy — V, linedris operétor } halmaz és
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yajta a miiveletek {1 +v2)(u) = @1(v) + 2(v) és (Ap)(v) = Ap(v) egyenldségekkel
vannak definidlva, a V;-b61 V;-be képezé linedris operdtorok vektorterének nevezziik
es L1, V2)-vel jelsljiik.

_12.30 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy L(V;,V;)-ben a vektortéraxiémak
Ydjesiilnek.

Ennek specidlis esete, amikor Va-t F-nek, mint 6nmaga feletti vektortérnek

Yilasztjuk. Ennek a vektortérnek a dimenzidjaval a kdvetkezs fejezetben fogunk

glalkozni.

1'2.31 Deﬁnfcié: Egy Vr vektortér dudlis terének hivjuk és V*-gal jeldljiik az
L \ FF) vektorteret. V* elemeit V-n értelmezett iinedris funkciondloknak hivjuk.

12.32 Példa:

(1) Ap(z) — 'f: p(z)dz definicidval adott leképezés linedris funkcional R{z]-
en

(i) Legyen @ € R? régzitett vektor. Ekkor a v aTy =30 aw; leképezés,
(a-val valé skaliris szorzds) linedris funkcional az R? vektortéren, {s6t
az is igaz, hogy R® duailis terének minden eleme ilyen alakban 4ll el8)

12.32 Definicié: Legyenek Vi,..., Vi vektorterek az F test felett. AWV, ...V
Vektorterek tenzorszorzatdnak nevezziik és N®- - ®Vi-val jeldljiik azt a vektorteret,
afSE]‘}-‘m—r‘k alaphalmazaa §_ q, 405 @@y, alakii formalis kifejezések ekvivalencia
?Szla.l}'al‘ ahol o, ., € F, v;; € V) és két kifejezés ekvivalens, ha a kévetkezd
stalakitdsok sorozatdval kaphatdk egymashé!.

) M1 ®-®u,)=0,@ - @A\, ® - Qu, i =1.....k

() 2@ @+)® 88 =1,@ - QuE  But+1,8  OUE- -y,
ahol A € F, v, € Vieooo ot €V oy €V =1, k.

A fenti kifejezések Gsszeaddsa azt jelenti, hogy az 1j tagokat egy + jel utan
hozzdirjuk a régiekhez. Skalirral ugy szorzunk egy ilyen kifejezési, hogy az
«qgyutthatékat beszorozzuk.

.&.2':_34 Tétel: Legyenek V4,..., Vi F test feletti vektorterek. dim Ve @V =
-ﬂ{:zl dim V..

e e

Bizonyitas: k = 2 esetben bizonyitunk. Legyen V egy bazisa a {¢,,....¢e,}. W
egy bazisa {f ,...,f }.

Azt allitjuk, hogy Vi @ Vo-nek az {e; ® L} t=1,...,n 75 =1,...,m vektorok
bazisat alkotjak.

Legyen z;’::l anzl Qi € @ i] = Q E}\]'\OT ZT:](E?:I a‘ng) & ij = Q

Mivel f...., [ fliggetlenek, ez csak akkor lehetséges, ha 370 aje; =0, ) =
1,...,m. Deg,,....e, figgetlensége miatt a;; =02=1,...,n, 5 = 1,...,m. Tehat
{e; ® L} i=1,...,nj=1,...,m fuggetlen vektorrendszer.

Legyen v®@w € Vi ®1,. Ekkorv =57 | cve, w = Z;n:] /3J-I_j. atkalmas oy, 3; € F
i=1,...,n7=1,...,megylitthatdkra.

lgy vow = Z«',j aiﬂjg{@\ij. Mivel V4 &V, minden elemének minden reprezentansa
v ® w alaki vektorok linearis kombinacidja, igy {e;, © L} t=1,....,n5=1,...,m
generatorrendszer és igy bazis is.

Tehat dim(1] @ V) = dim V] - dim V7.

12.36 Definicié: A Vr vektortér p-szeresen kontravaridns és g-szorosan

kovaridns tenzorainak nevezzilk a V@ - @ VoV @ - & V7 vektortér elemeit.

P )

A tenzorok tdrgyalasara a késgbbiekben még visszateérimk.
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13. Koordinatazas

A koordinatazas lehetdvé teszi, hogy absztrakt vektortér vektorai helyett R*,C™, F"
vektoraival szamoljunk. Linedris operatorok alkalmazésa helyett pedig matrixokkal
szorozzunk.

Elészor bebizonyitjuk egy vektortér bézisainak egy fontos tulajdonsigat.

13.1 Tétel: Legyen V egy vektortér az F' test felett. Ha {e;,...,€,} V-ben egy
bézis, akkor minden y € V vektor egyértelmien llithaté elé

Q=Za,~g‘- aeFi=1,...,n
alakban.

Bizonyitas: Mivel {&,--+,€,} genertorrendszer, ezért létezik v-nek ilyer

elodllitasa.
Hav = 31, gy = iy Bigi, abol ai, B € Fi=1,...,n, akkor 3 i (o -
3;)e; = 0 és mivel {ey,.- - &n} filggetlen vektorrendszer o; — i = 0¢=1,...,n,

azaz o; = Bi i = 1,...,n. Tehdt v fenti tipust eloallitasa egyértelmd.

13.2 Definicié: Legyen V egy F test feletti vektortér, {&;,..-,€,} C V egt
bézis V-ben. Egy v € V vektor {g,..-, e, } bdzisra vonatkozd koordindtavektordnak
nevezziik és [v]-nevezzitk és csal jeldljik az

[03] n
€ F™ vektort,ha v = Za;g_,- .

Qn i=1

13.3 Példa: Az
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~ektor koordinatavektora a

-1 1 1
0 1 0] 511
0 1 1
bazisb
isban 0
1
0
13.4  Tétel: Egy Vg vektortér {e4,....e,} Dézisra vonatkozo

lkoordindtavektoraira teljesiil

(i) v+ w] = [v] + [w] Yo, w € V esetén

(i1) [Av] = Mu] Yu € V és VA € F esetén

Tehat a v — [v] leképezés V és F™ kozdtt vektortérizomorfizmus.

Bizonyitas:

(i) Legyen v =Y aie;, w= 3 0, Aie;

o B o + 5
W+l ={ : |+{ i ]= ; = v+ w]
(8.0 /jn an + /371
lii)
a Aoy
Ma=r{ i )= e
Qan Aay

(i) A v — [v] leképezés injektiv, mert ha v =} 7, aig ésw=Y_ Big és
v # w, akkor létezik olyan 1 <7 < n, hogy o # 3, tehdt [v] # [w].
A leképezés sziirjektiv is, hiszen

an
e F

Qn

Son, aqe; vektor képe.

13.5 Kovetkezmény: Minden F test feletti n dimenziés vektortér F™-nel
izomorf.

13.6 Definicié: Legyenek Vi és V; F test feletti vektorterek. Legyen
{e1,-..r€.} Vamek {f,....,f } Vo-nek egy bézisa. Legyen ¢ : V1 — Va
egy linedris operator. [p]-vel jeldljik és -nek az {e,...,e,} {f,--- [}
bdzispdrra vonatkozd koordindtamdtrizdnak nevezzik azt az Mpx»[F]-beli matrixot,
amelynek oszlopvektorai ¢(e,),...,¢(e,) az {f,...,f } baazisra vonatkozé
koordinatavektorai, azaz

[¢] = [lele))s- - - [ple)]] -

Ha V4 = V;, akkor az ¢; = f. i = 1,...,n vélasztds a szokasos.
—

0
¢ : R? — R? lineéris operator legyen az origd koriili +a szogi elforgatds.

Ekkor

13.7 Példa: Legyen V) = V, = RY ¢ = (1>, (= ((1)) bazis R%-ben. A

w(e;) = cosag; +sinag,

— sin ag; + cos agy

p:y
foo
™~
—
I

Ay

L

9. abra
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Az elforgatds [@] matrixa az e;, €, bazisban:

e,| cosex -sinox W
|
=1

g |sines  Cosx

10. abra

Felmeriil a kérdés, hogy mennyire szabadon lehet megadni egy linearis operatort.

Erre ad vilaszt a kdvetkezo tétel.

13.8 Tétel: Egy lineéris operdtor bazison eléirhaté, azaz, ha a Vi, V; F test
feletti vektorterek, {e,,...,e,} C Vi egy bazis és {v;,...,1,} C V; egy tetszlleges
V,-beli vektorrendszer , akkor létezik egyetlen olyan ¢ : Vi — V; linedris operator,

amelyre p(eg;) =v; 1 =1,...,n.

Bizonyitas: Elészér az egyértelmiséget bizonyitjuk.

Ha létezik a fenti tulajdonsigokkal rendelkezé ¢ : Vi — V; linedris operator,
akkor (Y0, cig;) = Yor, ciple;) = Yoio; iy, tehdt Vi minden vektordnak képe
egyértelmiien meghatdrozott, azaz csak egy ilyen  lehet.

Definidljuk ezért a ¢ leképezést tgy, hogy (> i, cig;) = 2 sty

Ekkor ¢ linedris operator, hiszen, ha v = Y.I_, cue; és w = ) 7, Bie;, akkor
elv+w) = (35, (ai + Ai)e) = Tis (e + fi)ui = (0, aiey) + (2, Bier) =
o(v) + () és

(M) = oA Y aie) = (Y daie) = ) daww; =
i=1 i=1 =1
=A Za;g‘- = dp(v) .
i=1
A kovetkezd tétel a koordinatamatrix bizonyos tulajdonsagairdl szol.

13.9 Tétel: Legyenck Vi, V; F test [eletti vektorterek, és ¢, ¢ : ¥ — V, linearis
operatorok. Legyen {e,,...,e,} CViés {f .. o[} C Vs egy-egy bazis.
Ekkor ¢ és ¢ fenti bazisparbeli [¢], [1] koordinitamétrixaira a kévetkezo

tulajdonsdgok teljesiilnek.

() [ + ] = [¢] + [4]
(i) [Ae] = Al¢]
(iii) a ¢ — [ip] leképezés bijekcié L(V1,V3) vektortér és M, ,.iF} kézsit.

Tehdt a ¢ —  [p] leképezés LOViiVi) és Mo iF] kozott
vektortérizomorfizmus, o

Ezen kivil teljesiil még

(iv) [p(v)] = [pl[v] Vv € W esetén

aza 5 n . IR
z a i leképezésnek az F™ vektortér vektorainak l] métrixszal valé
szorzasa felel meg.

Bizonyitas:

(i) [¥ + ] definiciéjabs!l indulunk ki,
e+ o)l e+ edel] = flple) + ¥le, 1. fiote, ) + le, )]
Ez a 13.4 Tétel (i) szerint a kovetkezdvel egyenié
= lelell+ ()], lele ] +Hple)] = (lpte, i ..

= Lol + [#]
(i1) [M¢] definicijabdl indulunk ki.
el = [N el - ole))]

amely a 13.4 Tétel (it} szerint a kévetkezlvei egyenld

[eleli+v(e ). ..

= [Mele] - Alplea)l] = Meleg, -, 0(e, )] = A .

(iit) ElSszor az injektivitdst fatjuk be. Ha p #F ¥ € LI, W), és (@] = [v]
lenne, akkor [p(e;)] = e i=1 ... n | :
A 13.4 Tétel (iii) pontja szerint ehbél wie;) = wle)i = 1,...,n
kbvetkezik. A 13.8 Tétel szerint viszont ebbd) @ = ¢ kdvetkezik. Legyen
é = ('a,-,) € Muxm [F} matrix. Konstrudljunk egy olyan o : ¥} — V,
linedris operatort, amelyre [p] = A. A 13.8 Tétel szcrint elég -t megadni
82 €q,...,€, bazison.
Legyen p(e;) = ar S+ + amif . i=1,....n

Ekkor o] = A, tehdt a ¢ -+ [¢] leképezés sziirjektiv.

MY




) Legyen v = ) i, it Ekkor ¢(v) = Yim; civle): A 13.4 Tétel szerint

@l = 3 alpled] = llple) - fotenl | £ | = 16

Mielstt ratérnénk a koordinatamatrix tovabbi tulajdonsagaira, megis-
merkediink a lineéris operatorokhoz kapcsolédd két fontos altérrel.

13.10 Definicié: Legyenek W, Vo F test feletti vektorterek, ¢ : Vi — Vg’
linedris operator. ¢ magterének nevezziik és Ker p-vel jeldljitk V;i-nek a kévetkezo
részhalmazat:

Ker ¢ = {v € Vilp(v) = 0y}

¢ képterének nevezzik Es Im p-vel jeldljiik V,-nek a kdvetkezd részhalmazat.

Imp = {v € Va|u e Viip(y) =1}

13.10 Tétel: Legyenek Wi,V F test feletti vektorterek, ¢ : V, — Vi linedris
operator.

Ekkor Ker ¢ < W; altér és Im e < V, altér.

Ezen kiviil ¢ pontosan akkor injektiv, ha Ker ¢ = {0y, }, és @ pontosan akkor
sziirjektiv, ha Im ¢ = V2.

Bizonyitas: Kery # 0 hiszen a 12.25 Megjegyzés szerint Oy, € Kerg. Belatjuk,
hogy Ker ¢ zart a V;-beli miveletekre.

Ha v,w € Ker ¢, akkor plv+w) = o) + wlw) = 0y, + 0y, = Uy, tehat
v+ w € Kery szintén teljesil,

(M) = dp(v) = Ay, = 0y, -

Kénnyen lathaté, hogy Ker <,.9-re a vektortéraxiomak teljesiilnek, fgy Ker¢ < W
altér. ,

Im ¢ # 0, hiszen 0y, = ©(0y, ), ezért Oy, € Im . Belatjuk, hogy Im e zart a
V,-beli miiveletekre is. .

Ha v.w € lm¢, akkor v = plu), w= ols) alkalmas u,s € V, vektorokra. lgy
v+ w = o(u) +e(s) = plu+ s), tehdt v +w € Ime. Av = Ap(u) = p(Au), tehat
Av € Im . '

Konnyen lathaté, hogy Im p-re a vektortéraxiomak teljesiilnek, igy Im ¢ < V3
alter.

191

R

Ha ¢ injektiv, és v € Ker ¢, akkor ¢(Qy,) = p(v) = 0y, miatt 0y, = v, azaz
Ker = {0y,

Ha Kerp = {0y, } és p(u) = ¢(s), valamely u,s € Vi vektorokra, akkor p(u~s) =

0y,, tehat u — s € Kero. Igy u —s = 0y,, azaz u = s, vagyis ¢ injektiv.

;;;;;

13.11 Példa:
(i) Legyen a ¢ : R[r] — R[z] linedris operator a derivalas. Ekkor
Ker ¢ = {konstans polinomok }
Imy = R[z] .

(ii) Legyen ¢ : R®™ — R™ lineris operdtor az A € M, ,[R] matrixsszal
valé szorzds, Ekkor

Kerg = {z € R"|Az = 0} =
= {az

Il_)l

r = 0 homogén linearis egyenletrendszer megolddsai}

Imp={be Rm\HQGR":é_l;:b} =
= {A oszlopvektorainak &sszes lehetséges linearis kombinacidéi} =

= {A oszlopvektorai altal generalt altér R™-bem}

Egy lincaris operator fontos jellemzéi a linedris operator rangja és nullitdsa.

13.12 Definicié: Legyenek Vi, V; F test feletti vektorterek, ¢ : Vi — V, lineédris

operator. y rangjdnak nevezzik dim Im e-t, nullitdsdnaek nevezzitk dim Ker -t.

példaban ¢ rangja éppen az A matrix rangja, -

13.13 Példa: A fenti (ii)
0 homogén linearis egyenletrendszer megoldasterének

nullitdsa pedig az Ax =
dimenzioja.

a 9.5 Tétel altalanositasanak tekinthetd a kovetkezd tétel

13.14 Tétel: (Rang-nullitasi tétel): Legyenek Vi,V F test feletti véges
dimenziés vektorterek; v : V4 — V; linearis operator.

Ekkor
dim V; = dim( Ker ) + dim( Im ¢)
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Bizonyitas: Ha a ¢ linearis operator egy A € Mn(R] mé.trixsza] valo szorzas,
alkor a @ : R* = R™ leképezésre a tétel allitasa azt mondja ki, hogy

n = dim R"® = {Az = 0 fiiggetlen megoldésainak szama} + r(A) -

€2t a 9.5 Tételben bebizonyitottuk. Hasonlé médon lathaté be arra a? esetre is, ha
¥ Fr - Fmegy A€ M, x| F) matrixszal val6 szorzas, ahol F tétsz?lf:ges teft:,
Hap: ¥V o Vo linearis operator, akkor rogzitett ,Vl, éis ‘/g-b'F‘h‘ba.ZlSl!i'lﬂ f(:lﬁ(r):(a)
ek egy [¢] matrixszal valé szorzas felel meg, igy az allitas a matrixokra vona
Aiitashol kovetkezik. N .
A 13.11 Példa (i) pontja mutatja, hogy egy lincaris t Iran'szformamo -l.ehet'szirj(l' .11\'
anélkiil, hogy injektiv lenne. A kovetkezd eredmenybol viszont az kovetkezik, hogy

{

lven eset véges dimenziés vektorterek esetén nem fordulhat eld.
13.15 Kovetkezmény: Legyenek Vi, V2 [ test feletti véges dimenzios
. =~ ’ ) 7 . s ) ;t -
vektorterek, melyekre dimV; = dimV,. Legyen ¢ : Vi — V, linearis operator
Ekkor v pontosan akkor injektiv, ha sziirjektiv.

Bizonyitas: Ha ¢ injektiv, akkor Kery = {0, }, tehat d.im Keryp =’0._AI Rang.;-.
aallitasi tételbsl dimV, = dimV; = 0 4+ dim Im e kovetkezik. I?jkkor \.’2 = m g,; is
teljesiil, hiszen véges dimenzids vektortér valédi altfzréhez. ?/'an direkt kiegészito, 1gy
dimenziéja hatdrozottan kisebb, mint a vektortér dimenzidja. o

Ha ¢ sziirjektiv, akkor dim Im ¢ = dimV, = dimV, mlat? a Ra:ng—nulhtasn tétc
azt adja, hogy dim Ker ¢ = 0, tehat Kerp = {0y, }, azaz  injektiv.

13.16 Megjegyzés: Végtelen dimenziés térnek lehet vele azonos dimeflzios:
altere, példaul R{z]-ben azon polinomok, amelyekben z-nek csak paros hatvanyai

szerepelnek egy ilyen alteret ad.

13.17 Kéovetkezmény: Legyenek Vi, V, F test feletti véges dimenzids
vektorterek. Ekkor Vi és V; pontosan akkor izomorf, ha a dimenzidik megegyeznek.

Bizonyitas: Ha dimVj = dim Vs, akkor a 13.5 Kovetkezmény szerint izomor’falk:
Ha V; és V; izomorf, akkor 1étezik egy v : Vi — Vs izomorﬁzrr'lus. A Rai]n’g-xz/ull'lta;x
rétel szerint dim V; = dim Ker ¢ + dim Imyp = 0+ dimV, = dim V,. Tehat Vv es V.
azonos dimenzids vektorterek.

13.18 Megjegyzés: Egy V F test feletti n dimenzids vektortérnek barmely ke b

bazisahoz létezik pontosan egy olyan linedris transzformacidja V-nek, amely az elsd
bazis elemeit a masodik bazis elemeibe viszi. Ez vektortérizomorfizmus is.

Bizonyitas: Legyen {¢;,...,€,} és }e!,..., €.} V-nek két bazisa. A 13.1 Téte(

szerint létezik egyetlen olyan ¢ linearis transzformacidja V-nek, amelyre o(g;) =&"
1=1,...,n.

Azt allitjuk, hogy ez vektortérizomorfizmus. A 13.15 Kévetkezmény szerint e]@lg
azt beldtni, hogy v injektiv.

Ha v = 30 aie; € Ker ¢ lenne, akkor ¢(v) = 3°7_ aie! = 0. De mivel
{e},...,€.} V-nek bazisa volt, ebbél o; = 07 = 1,..

= .,n kovetkezik. Igy v =@
Tehat o injektiv.

13.19 Definicié: Legyen V egy F test feletti vektortér. Legyen {e,,..., ¢,

és {€1,...,en} V-nek két bazisa. Ekkor azt az egyértelmiien létezd ¢ : V — Vv

linedris transzformaciét, amelyre @(e;) = €' ¢ = 1,...,n a fenti bazisokhoz tartozd
bdziscseretranszformdcidnak nevezziik.

Miel6tt tanulminyozndnk a béziscsere hatdsit a koordinitavektorokra es
a koordindtamatrixokra,

bebizonyitjuk a koordindtamdtrix néhany tovabhi
tutajdonsagat.

13.20 Tétel: Legyen V F test feletti vektortér, ¢, : V — V lineins
transzformacidk. Legyen {e;,...,e,} C V egy bazis.
Ekkor

(i) [p¥] = [p][¥]
(i) [idv] = L

(iii) Ha @' Iétezik akkor [@] ™" is 1étezik és [p~!] = [p]~!. Ha [ip]™! létezik,
akkor 7' is létezik.

Bizonyitas:
(i) A koordindtamatrix definiciéjdbél indulunk ki.

[e¥] = [[(e¥)e)ls- - () (el = (le(ble)]s - - - [e((ea))]]

Ez a 13.9 Tétel (iv) pontja szerint egyenld a kdvetkezovel

= [lellvle)]s - - el (el = [lll(e)]; - - - [¥(e)]] = [][¥]
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{1i) A koordinatamatrix definiciéjabdl vilagos.

(i) Ha ™! létezik, akkor ¢~ = idy. Ezért az elézéek alapjan lelle™'1 =1,
tehat [¢]™! létezik és egyenld [¢~]-gyel.

Ha [gp]™! létezik, akkor [¢]lp]™ = I = [o]7'[¢]. Legyen ¥
egy olyan linedris transzformacié V—n,—amelynek a fenti bazisbeli
koordinitamatrixa [¢] ™. Ilyen ¢ a 13.9 Tétel (iii) pontja szerint letezik.
Ezért [o)[¢] = [idv] = [#][¢], igy ugyanezen tétel szerint pip = idy = P,

tehat ¢ = p7!
13.21 Megjegyzés: Az elézd tétel (i) pontjabeli allitds akkor 1s igaz, ha

v Vi = V@V, — Vi linedris operatorok, és mindhirom vektortérben adott egy-
egy bazis [1] és [p] pedig a megfeleld bazisparokra vonatkoz6 koordinatamadtrixok.

Most megvizsgaljuk, hogy hogyan véltozik a koordinatavektor baziscsere esetén.

13.22 Tétel: Legyen V F test feletti vektortér {€1,-..,€,} C V egy bazis
{€),..., €L} C V egy masik bazis.
Legyen 7 : V — V baziscseretranszformacio, melyre T(e!) = ¢;. Jelolje

(]regir [v]gj egy v € V vektor koordinatavektorait az elsd és a masodik bazisban.

Jelolje [T] ¢gi a T linedris transzformacié matrixat az elsé bazisban. Ekkor

[olgg = (T2 oheg

(851 &1
Bizonyitas: Legyen [vlegi = | & |, [y =] ¢ |- Ekkor v = Y., oig; =
oy, ay,
S ael = Yoo, 8T(g). A koordindtavektor 13.4 Tételbeli tulajdonsigait
felhasznalva ebbél a kovetkezd egyenléséget kapjuk:

U]regl Z &[T (g ]régi == [[T(el)]régia 0 [T(Qn)]régi] = [T]régi[y.]ﬁj

Ebbdl a [T]l_egl[v]regl = [v]y egyenldséget kapjuk.

13.23 Példa: Legyen = + xyz + yz° = 3 egy felillet egyenlete az

1 0 0

i=o], j={1}. k=10

0 0 1
124

bazisban felirva.

el szeretnénk irni e feliilet egyenletét a

1 1 1
v,=10 v, =11 vy ={ —1 bazisban .
1 1 —1
Legyen T : R®> —» R® az { — v, J — vy, k — v, baziscseretranszformacié.
Ekkor
11 1
[T]régi =0 1 -1
1 1 =t
Legyen egy R3-beli pont koordinatavektora a régi bazisban
z
y
z
az 4j bazisban
z
y
z
Ekkor
x 1 1 1 z
vl=(o1 —1)([s],
z 11 -1 z
tehat z =2+ g+ 2, y=§— %, 2=2Z+y— 2 lgy a felillet egyenlete az 4j bazishp

E+i+5)+@E+i+E-DE+T-)+T-2E+i-2°=3.

13.24 Megjegyzés: A fenti tételt gy is szoktak fogalmazni, hogy a V vekter
elemeinek koordinatavektoral kontraveridnsan valtoznak. el

Most megvizsgaljuk, hogy hogyan valtozik egy linedris transzformd
koordindtamatrixa baziscsere esetén. o

13.25 Tétel: Legyen V egy F test feletti vektortér, ¢ : V — V line-

e o

anr.t_nanszformaao. Legyenek {e,,...,e,} C V és {e€},...,€} C V bazisolk

< rf V=V bazns.cseretra.nszformé‘cié, melyre T(g;) = e 7 = 1,...,n. Jeldl
(¥lrégi> [#)sj » matrixat a két bazisban és [T}eg T matrixat a régi bézishan. Elc

lkor 2 ] [T]regl[‘ﬁlregl[T]regl .
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Bizonyités: Jelolje [Ulregi €s [ty egy v € V vektor koordinatavektorait a két
bazisban.

A koordinatamatrix definiciéja és az €l8z6 tétel alapjan

-1

[pls; = L€ - - -+ lp(€ gl = (7]l ()] egis - - [Tzl (en)lregil =
= [T];élgi[[‘P(Q’I)]régis R [‘P(e;)]régi] = [T]r_élgi [‘P(T(Ql))]régiv R} [SD(T(f;n))]régi]
A 13.9 Tétel (iv) pontja szerint ez egyenld a kovetkezovel

-1

[T]-l [[SO]régi[T(El )]régia EEX) [‘P]régi[T(Qn)]régi] = [T]régi[ﬂolrégi[T]régi ‘

régi

13.26 Megjegyzés: Ha ¢ : Vi — V; linearis operator és T : V4 = V1, SV —
13, baziscsere transzformaciék, akkor analég médon igazolhatd, hogy

[l = [STregilPlregil Theegi

13.27 Megjegyzés: A fenti tételekben irhattunk volna [T helyett [I’]uJ
at is hiszen [Ty = [T];élgi[T]régi[T]régi = [T)r¢gir azaz a baziscsere transzformacié
métrixa a régi és az \j bazisban azonos.

Ha F = R és a baziscsere transzformédcié matrixa ortogonalis matrix, akkor
az uj koordindtamatrix kénnyebben szamolhaté, hiszen inverzképzés helyctt csak
transzponalni kell. Az ortogonalis matrixok kénnyebb felismerése érdekében hasznos

a kovetkezo tétel.

13.28 Tétel: Egy A € M,[R] métrixra a kovetkezd allitasok ekvivalensek

(i) A ortogonalis matrix (_A_T =A").

(ii) Ha A oszlopvektorai @;,..., @y, akkor (a;,a;) = 8;; (ahol b}-j az .
Kronecker-féle delta fiiggvény, amelynek értéke 0, ha ¢ # 7 ¢ 1, ha
i=7)

(i) Ha A sorvektorai sT,... ,sT. akkor (s;,8;) = 8ij.

Bizonyitas: (i) — (ii) A feltétel szerint 4Té = I. A szorzatmatrix
i-edik soranak j-edik eleme éppen g?gj = (a;,4;) Masreszt. az
egységmatrtix i-edik sordnak j-edik eleme &;;. Igy az allitas kévetkezik.

(ii) — (i) Az el5z6 pont Iépéseit forditott sorrendben végezve kapjuk az
eredményt.

(1) — (iii) A feltétel szerint ﬁ_Aj = [. A szorzatmatrix z-edik soranak

j-edik eleme épp Q;-TQJ = (8;,8;)- Mdsrészt ez az elem 6,;. Tehat az allitas
kovetkezik

(1ii) — (i) Az €lozé pont 1épéseit forditott sorrendben végezve kapjuk az
ercdményt.

13.29 Megjegyzés: A fenti tétel allitasait ugy is szoktak fogalmazni, hogy egy
ortogonalis matrix sor-és oszlopvektorai ortonormdlt veklorrendszert alkotnak.

13.30 Definicié. Legycuek a,b € R? vektorok. A g és b vektoridlis szorzatdnal
nevezziik és a x b-vel jeldljitk azt az R3-beli ¢ vektort, amelynek hossza az a €
b veklorok altal meghatédrozott paralellogramma teriilete, irdanya pedig az a ésb
vektorok sikjara merdleges ugy, hogy az a, b, ¢ vektorok t.n. “jcbbrendszerth
alkossanak (azaz ¢ iranyabdl nézve az a vektor pozitiv iranyban x-nel kisebb szf')ggul
a b iranyaba forgathatd).
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13.31 Tétel: Egya = | a; ) < R3 vektorral vald vektoridlis szorzas egy linearfy
as




Kénnyen lathatd, hogy a x b= —b x q, gy

transzformacié az R? vektortéren, melynek matrixa az t,j.k bazisban
+g)_><g és (Ag_)szA(QXQ)

0 —as as (ttw)xa=vxa v
A=) aa 0 ‘6“ is teljesill.
—a a
? ! Igya=aji+ azj +azk, v=vii+ v2J + u3k esetén, felhasznalva, hogy i x l‘l‘
(%1 _ix_/g=gés&xi=_i,kapjuk,hogy
Eev v = [ vy | vektoresetén axv = i(ﬂzvs—vzas)_i(alv3_v1a3)+k(alv2_v}a2)’ _ _ '
T vs axy = (a1itazj+ask) x(vittvpj+vsk) = i(azv3—a3v;)+j(asv1 —a,v3)+k(asv2—
amelyet dgy kaphatunk meg, hogy “kifejtjik” az , : o
melyet ugy kap g - %Vz); amely éppen Auv. Ebbdl Az, A:],é_k értéke leolvashatd.
i j ok
ar dz a3 13.32 Megjegyzés: A vektorialis szorzas tovabbi tulajdonsagait ldsd példs ~
v Uz Y3 W o [FM-III] jegyzetben.

Most R® néhany linedris transzformaciéjanak matrixat hatdrozzuk meg.

“determinanst”.

Bizonyitas: ¢ x v-t megkaphatjuk, ha v-t felbontjuk egy a irdnyu v, és egy 13.33 Példa:

a-ra mer8leges v, komponensre. Ezutdn az a-ra merdleges komponenst az a tengely
k an (1} A z tengely kériili +60°-os elforgatas matrixa g, j,k béazisban

kériil pozitiv irdnyban 90°-kal elforgatjuk és megszorozzuk |al-kel
cos60° —sin60° 0

sin60°  cos60° 0

0 0 1
1
Vi /v (i) Meg szeretnénk hatarozni a v = [ 1 irdnyd origén &tmend tengely
7 ; :
/ 7 ) korili +60°-os elforgatas matrixat.
{ |2m| = IQ( sin 7y
{ /_’T A feladatot visszavezetjitk az elézére. Attérink egy olyan ortonormalt g’l,g'zlg‘(
.,YP aq bazisra, amely jobbrendszer és ¢}, v iranydba esik. Péld4ul
1 1 1
c?':L 1 e':L -1 e;=eyxe =1 1 1
axy AT 72U o) V6
12. ibra €}, €5, €5 az ij koordindtarendszer z',y’, 2’ tengelyeit jeloli ki.
A vektorialis szorzds ezen interpretaciéjabdl kénnyen kovetkezik, hogy Ebben a bazisban a linearis transzformaciénk matrixa
cos60° —sin60° 0
ax(p+w)=axvtaxw é ax(h)=AMaxy), A= sin60° cos60° 0 az (i) pont szerint.
0 0 1

azaz az a vektorral valé vektoridlis szorzas linearis operator.
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2l5lje 4 a linedris transzformacionk métrixat az 2,7,k bazisban, legyen T az 1 — ¢,
— ¢}, k — ¢} baziscsere transzformacié matrixa.

Ekkor

oy
S-S

I=|-

1]
»
Hie

=T7'AL,

5
2 A
V& VA

ortogonalis matrix A = TATT. lgy A a beszorzds

xzaz A = TAT™'. Mivel
2lvégzésével meghatdrozhat

N 2o

[o1N

13.34 Megjegyzés: A fenti médszer alkalmazhaté titkrézés, vetités nyujtas

esetén is.

13.35 Definicié: Legyenek a,b € R3 Az g, b vektorok hagyomanyos skaldris
szorzatdnak nevezzik és (a, b)-vel jeldljitk az |al|b| cosy € R szdmot, ahol 7 az a és
b vektorok altal kézbezart szog.

13.34 Megjegyzés: Konnyen lathatd, hogy (a,b) = (b a), (g, b) = 0 pontosan
akkor, ha a és b merdleges egymasra. Ha a® jeldli az g irdnyaba es6 egységnyi
hosszisagd vektort, akkor (b,a%)a® éppen b vektornak g irdnyi vetiilete. Ha a b
vektort felbontjuk egy a-ra merSleges b, egy a-val parhuzamos b, dsszetevdkre, akkor
la.b) = (g,b,). Ebbdl kénnyen lithatd, hogy (a, (b + c)p) = (a,b,) + (a,¢,) amibdl
(2.5+¢) = (g, B)+(a, ) é (a, Ab) = Ala, b) kévetkezik. Ebbé] (b+e,a) = (b.a)+(c.a)
és (Aa, b) = Mg, b) is levezethetd az (a,b) = (b, a) tulajdonsag segittségével.

13.34 Tétel: A skalaris szorzat fenti definicidja megegyezik 4. fejezetbeli
definicidval, n = 3 esetén.

Bizonyitas: Legyen a = a1 + azj + ask b=b1i+ by + bsk. Felhasznalva, hogy
'L‘l) =1, (lvl) =1, (kak) =1és (lsl) =0, (17&) =0, (lak) =0 kanUka hogy
(a,b) = (a1 + azj + ask, bii + byj + bsk) =

= ayby + azb; + azb; .

A skaldris szorzat és a diadikus szorzat segitségével, egy masik mddszerrel is
meghatéirozhatjuk vetités, tiikrozés illetve nyijtds matrixat.

13.35 Példa: Legyen v = | 1 |. Adjuk meg a v iranyd vektori origon atmend
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egyenesre vald vetités matrixat 1, j, k bazisban.

13. abra

EgTy r vektor v irdnyd vetiilete r’ = (r,2%)v° = v°(r,v%) = v°(2% 1) = go(voTwr}:
(%% )r

Tehat a vetités matrixa

! 35 3

1 3
L=t =111
3 1 1 1 1

3 3 3

A béziscsere egy masik alkalmazasa a gorbék és feliiletek kanonikus alakra hoza/-
¢a, amelyhez sziikségiink lesz a kovetkezd tételre, amelyet egyelore bizonyitds nél-
kgt koézlink.

13.36 Tétel (Fotengelytétel): Minden A € M,[R] szimmetrikus mat-
vix sajatértékei valosak és létezik A-nak ortonormalt sajatvektorrendszere sy, ... Iy
Legyen M az az ortogonélis matrix, amelynek oszlopvektorai s,,...,s,. Ekkor

A1
MTAM =

An

diagondlis matrix, ahol A,..., A, az s;,...,s, sajatvektorokhoz tarto—
24 sajatértékek.
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13.37 Példa: Egy maésodrendii gorbe egyenletének iltalanos alakja:
anz?® + 2apzy + any’ + iz + by +c=0

) koordindtarendszer alkalmas vélasztasival megallapithaté, hogy a gorbe ellipszis,
higerbola, parabola, metszd egyenespar, kettds egyenes, parhuzamos egyenespar,

by
pat vagy fres. Az A= G 412 ) o immetrikus métrixot és a b= (b vektort
= a1z a2 i 2
herezetve a gorbe matrixegyenlettel adhaté meg:

(:)Té(j)+f(;)+c=o

Legvenek A sajitértékei A1, Az, a hozzéjuk tartozé egységsajatvektorok s,, s,.
legven M az a matrix, amelynek oszlopvektorai s;, s,.
Bkor M az i — &, ] — 8, baziscsere transzformacié métrixa.

g z z

H-q( {) az (z) pont koordinatéi az s,, 8, bazisban, akkor (y) =M (3,7) lgy
¥ y

agorbe egyenlete az dj bazisban

A , . .
A elézé tétel szerint MT AM = ( ! \ ), tehat azt kapjuk, hogy egyenletiink
2
M2+ MG+ 0 E+ b +c=0

|

| gl lesz.

Ebben sziikség esetén i-ben és §-ban teljes négyzetté egészitiink ki, majd eltoljuk

koordinatarendszert.

Példdul, ha Ay = 1 A, = 2 ¥ =1 b, =0 c = -1, akkor az 24252 +2 =1
etvenletbd] Z-ban teljes négyzetté alakitas utén az (% + 3)2 +29° = 2 egyenletet
kepjuk.
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Bevezetve az 7 = £ + 3 ¥ = § jeldlést kapjuk, hogy

tehdt egyenletiink ellipszis.
A koordindtarendszert tehdt elészér s,, s, irdnyaba forgattuk, uténa eltoltuk.

Feliileteknél analog lépéseket kell tenntink 3 dimenzidban. A gérbék és feliiletelg
lehetséges kanonikus alakjait 1dsd [FM-1IT}-ban.
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14. Linearis transzformaciok
tovabbi tulajdonsagai

Az eddigiek soran lattuk hogy egy vektortér linearis transzformaciéit dssze lehet
adni, skalarral lehet szorozni, és két transzformaciot dssze lehet szorozni. Most
polinomba fogjuk behelyettesiteni.

14.1 Definicié: Legyen V egy F test feletti vektlortér p : V. — V linedris
transzformacié, p(z) = a0+ @12+ + @ T" € F{z] polinom. y-nek a p(x) pelinomba
vald behelyettesitésénck nevezzitk és p(ip)-vel jeldljik az agidy + ayp + - + anp”
linearis transzformaciét. p(z) w-nek anulldlopolonomja, ha p(p) = 0.

14.2 Definicié: Legyen V egy a komplex szamtest feletti vektoriér, p: V =V
linedris transzformacié. A @ linedris transzformdcié karakterisztikus polinomjdnak
nevezzik, ¢ koordinatamétrixanak karakterisztikus polinomjat, v determindnsdnak
nevezziik ¢ koordindtamatrixanak determinansat. o minimdipolinomjinak nevezzik
¢-nek minimalis fokd anulallépolinomjat.

14.3 Megjegyzés: A fenti definicié értelmes, hiszen ¢ kiilonbozd bazisbeh
koordinatamatrixai hasonléak és hasonlo matrixok karakterisztikus polinomja
és determinansai megegyezenek. minimalpolinomja éppen matrixanak a
minimalpolinomja.

14.4 Definicié: Legyen V egy a komplex szamtest feletti vektortér, ¢ : V = V
linedris transzformacié. Azt mondjuk, hogy egy 0 # v € V vektor p-nek A € C
sajatértékeihez tartozo sajdtvektora, ha p(v) = Av.

14.5 Tétel: Legyen V a komplex szamtest feletti vektortér, @ : V — V lineans
transzformacié. Egy 0 # v € V vektor @-nek pontosan akkor A € C sajatértekhez
tartozs sajatvektora, ha koordinatamatrixanak, [y]-nek, v koordindtavektora fu],
) sajatértékhez tartozd sajatvektora.

Bizonyitas: @-nek v pontozan akkor 3-hoz tartozé sajatvektora, ha v # 0 és
o(v) = Av. Fz ekvivalens azzal, hogy [p(2)) = [Av] és [u] # 0, azaz (¢l = Alz)
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és [v] # 0. Amely pontosan azt jelenti, hogy {¢]-nek [v] A sajatértékbez tartozé
sajatvektora.

Lattuk, hogy egy linearis transzformacié matrixai hasonléak.  Ennek a
megforditdsa is igaz.

14.6 Tétel: Legyenek A, B € M,[F] maétrixok hasonléak és legyen T € M, [F]
hasonlésagi transzformacié, melyre T I 1AT B.

Ekkor ha V az F test feletti n-dimenzids vektortér és {e;,...,¢e,} V-nek egy
rogzitett bazisa, akkor egyértelmien iétezik egy ¢ : V — V linearis transzformacié
és egy 7 : V — V baziscseretranszformacié, amelyre {¢lrsei = A, [plyj = B, [7] =

Bizonyitds: A 13.9 Tétel szerint létezik egyetlen olyan ¢ : V' — V linedris
transzformacié, amelynek matrixa az {e;,...,¢e,} bazisban A és létezik egyetlen
olyan 7 : V — V linearis transzformacid, amelynek a matrixa I. Mivel T regularis,
a 13.20 Tétel szerint 7 invertalhaté linearis transzformacié.

Azt allitjuk, hogy {re,,...,7e,} V-ben bazis. Mivel dimV = n, ezért elég
azt belatni, hogy ez a vektorrendszer fiiggetlen, hiszen akkor mar bazis is. Ha
S i(te;) = 0 valamely o; € F i = 1,...,n esetén, akkor 7(3°1_, aig;) = 0.
De 7 vektortérizomorfizmus, igy Y i, e, = 0, és mivel {¢),...,¢,} fiiggetlen
vektorrendszer, ezért a; = 0 ¢ = 1,...,n. Tehdt 7 az {g;,...,€,} {T€,-.- 7€}
bazisokhoz tartoz(') baziscseretranszformacié. Ebben az utébbi dj bézisban [¢]y; =

[r}~ [ﬁolregl [r]= - AT = B.

14.7 Kovetkezmény: A matrixok Jordan-féle normalakjardl szdlé tételbdl
kovetkezik, hogy ha ¢ egy V komplex szdmtest feletti véges dimenzids vektorter
lineéris transzformacidja, akkor létezik V-ben olyan bazis, emelyben ¢ matrixa
Jordan-féle normalaki.

Bizonyitas: Legyen A = [p]. A Jordan-féle normélakrdl szols tétel szerint
létezik olyan T reguldris matrix, hogy T~ 1AT = J, ahol J Jordan-blokkokbdl allo
blokkdlagonahs matrix. Az elézé tétel szerint létezik V-ben olyan bazis, amelyben

] =L

14.8 Definicié: Legyen V egy F test feletti vektortér ¢ : V. — V linedris
transzformacié. Azt mondjuk, hogy V-nek egy W altere p-nek invaridns altere, ha
e(W)CW.
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14.9 Példa:

(i) Legyen V egy a komplex szamtest feletti vektortér ¢ : V. — V line-
71's transzformacié. Legyen v ¢-nek sajatvektora A sajatértékkel. Ekkor

(v) = {av]e € C}
w-nek 1 dimenzids invarians altere, ugyanis
plav) = ap(v) = alv € (v) ,
minden a € C esetén.

ii) Legyen V egy a komplex szamtest feletti vektorter, ¢ : V - V linec‘\-

—

X transzformécié. Legyen Ao ¢-nek egy sajatértéke. Ekkor p-nek Ao-hoz tarte-
2-,& sajatvektorai és a 0 vektor o-nek egy invarians alterét alkotjak.
Ez épp Ker (¢ — Ao idv} = {z|(¢ — Aoidv)u = 0}. Ebbdl latszik, hogy al~
ke, Belatjuk, hogy w-re invarians. Ha v € Ker (p — Xoidv), akkor (¢ — Aoidy ) (e
ol — Aoidy) (1) = p(0) = 0, azaz p(v) € Ker(p ~ Aoidv), tehat ez az altér ¢p-
e invarians.
(i) Legyen V, ¢, Ao mint a (ii) pontban, k € N, k > 1. A fentiekhez hasonld
~n bebizonyithatd, hogy Ker ((¢ — Xoidy )¥) szintén p-re invarins zltér és

Ker (¢ — doidy)¥) < Ker (¢ — Aoidy)¥+1).

—_

14.10 Definicié: Legyen V egy a komplex szamtest feletti vektortér, ¢ : VAV
linedris transzformacié, Ao w-nck egy sajatértéke. Ekkor a Ker (¢ — oidy ) £V
alteret Ag-hoz tarto=zd sajataltérnek, Uk(Ker((cp—)\gidv)k) < V alteret A\g-hoz tarhs

<f dltaldnostiott sajdtaltérnck, Ker ((p — Xoidy )¥) nem 0 elemeit legfeljcbb k-indezﬂ:
Me-hoz lartozé dltalinositott sajdtvcktoroknak Ker ((¢ — Xoidy )¥)\Ker ((¢ — /\idvs )
elemeit pedig pontosan k indezidi Ao-hoz tartozo dltaldnositott sajdtvektorole

ral nevezziik.

14.11 Feladat:
a) Legyen V egy a komplex szamtest feletti vektortér ¢,¢ : V SV
linedris transzformaciok, amelyekre gy = . Bizonyitsuk be, hogy ¢-nek =
ko sajatértékhez tartozé sajataltere i-nek invarians altere.

b.) Bizonyitsuk be, hogy @-nek és y-nek a fenti feltételek mellett van ka-
868 sajatvektora.
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) Bizonyitsuk be, hogy V-nek akérhany pdronkeént felcserélhetd linedris 4v qanse—

- szforméciéjanak van kozds sajatvektora.

'
Most megvizsgaljuk, hogy egy linearis transzformacié invaridns altere, hogyan I£ =

nerhetd fel o matrixan.

14.12 Megjegyzés:

k,;_\'en V egy F test feletti vektortér ¢ ; V — V linearis transzfurmé.cié"'."-
Legyen W < V g-re invaridns altér. Legyen {e;.....&x} W egy bazisa,

(4. ks Exq1s-- -1 8a) V €BY bazisa. Ebben a bazisban p matrixa a kovetkezo alq —

k.

15. abra

PV = @{ (Wiés W, SV pre invarians alterek i = 1,...,1, valamint V-nek egy
= - ’ . . .2 N
ofvan bazisat tekintjiik amely a Wi, ..., W, alterek bazisainak unidja, akkor ebben

abézisban ¢ matrixa a kévetkezd alaku:
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azaz blokkdiagonadlis.

< E

o

O N
§ OO

16. abra

(ii1) Legyen V, W, mint az (i) pontban. Ekkor a V/W faktortéren értelmezhetd egy

© linedris operator a kovetkezé médon: v ekvivalencia osztalydhoz rendeljiik ¢(v)
ekvivalencia osztalydt. Ez a definicié értelmes, hiszen, ha v; = v, (mod W), azaz
v; = v, + w alkalmas w € W-re, akkor ¢(v;) = (v, + w) = ¥(v,) + ¢(w). Mivel
w(w) € W, ebbél p(v,) = ¢(v,) (mod W) kévetkezik.

Az is kénnyen lathatd, hogy @ linearis operator. Irjuk fel B matrixat V/W-nek
€ks1rEkizs - -2 &y Osztdlyal dltal meghatdrozott bazisiban. Ekkor [¢] = C a (i)
pontbeli jeldlésekkel.

Legyenek Vi, V, egy F test feletti vektorterek. Legyen {e,,...,e,} Vi-nek egy
bézisa, {L, e ,im} Va-nek egy bézisa. Legyenek ¢ : Vi — V,, ¢ : Vo — V; lineéris
transzformacidk. Legyen A = (ai;) € M,[F] ¢ maétrixa az {e,,...,¢e,} bazisban,
B = (b;) € Mn[F] ¢ métrixa az {f,,---» [} bézisban.

Definialjuk Vi ® Vao-nek azt a linedris transzformécidjat, amelyre

Q.'®L"“‘"P(§.‘)®¢(f_j)-

Ennek métrixa az {e; ® f].} i=1,..n bazisban a kdvetkezo.
- j=l,..m
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eefieef, Q;“fm"'%n“fm
e®fi T
é,0f. Abp |+t | £Dby,
| :
|
] |
oL
e#f,
éb'ﬂl . _A_bmn
.?’nsf."' - B

17. abra

haz egy M m[F)-beli matrix, amely a B matrixbdl igy kaphatd, hogy minden e]emt'e he—
Lyére egy n x n-es matrix kerill, amelynek értéke A megszorozva az ott levo B-beli ¢-
lenmel. Ezt az A és B matrixok Kronecker-szorzatdnak hivjak.

15. Tenzorok

Ebben a fejezetben elészér a vektortér és dudlis terének bizisai kozatti kapesolatot
vizsgdljuk. Utdna megvizsgaljuk hogy hogyan valtoznak egy tenzor koordinata
béziscsere esetén, Bevezetjiik a tenzorok jeldlésére szolgdls Einstein-féle konvenciét
is a fejezet végén.

Lattuk, hogy dimzV = n esetén dimpV* = n. Most erre adunk egy uj bizonyitdst
és egyben V*-nak egy bdzisat is megkonstruiljuk V egy bizisinak segitségével.

15.1 Tétel: Legyen V egy F' test feletti vektortér, €1y-.-,€, V-nek régzitett
bézisa. Ekkor azon B By V*beli elemek, amelyekre E,-(gj) =ébj5i=1,...,n
J=1,....n, V*-nak egy bazisat defimaljk.

Bizonyités: Mivel linedris operator bazison eléirhato, (13.8 Tétel), igy By, ..., E, e
V* ezéltal definialva van.

Belatjuk, hogy ez bazist alkot V*-ban.

Ha E:-;l a;E; = 0, akkor ezt a lineiris funkciondlt az g Yektorra alkalmazva
kapjuk, hogy @ =0. Igyi=1,... n esetén a; = 0, tehdt Eil,...,E,, fiiggetlen
rendszer V*-ban. ‘

Ha o € V*, akkor azt allitjuk, ogy ¢ =3 " (e E;.

Helyettesitsiik be ¢-be az €1+, &, vektorokat. Mivel a jobboldalon szerepld
linedris funkcional értéke &, -+, &n Vektorokon megegyezik ¢ értékével, ezért a két
linedris funkcional egyenld. Itt ismét felhasznaltuk, hogy linedris operator bazison
el6irhaté.

15.2 Definicié: Legyen V egy F test feletti vektortér, {e&1,-..,€,} C V bizis.
V*-nak azt az {Ey,...,E,} bazisét, amelyre Ei(e;) = 6, az [e1,. .., ¢,] bazishoz
tartozé dudlis bdzisnak nevezziik.

15.3 Megjegyzés: Ha ¢ ¢ V* azaz v : V = Fp linearis operator, és
€15.--16, V-beli | € Fg-beli bazisok akkor, ¢ métrixa erre a bézisparra [p] =
[e(er)s ., p(e,)]. Ez éppen a V* vektortér ¢ elemének E,,... E, duslis bazisra
vonatkozé koordinatavektoranak transzpondltja. Lattuk, hogy (@) = [l Ezt

And




= 1'*.ra alkalmazva azt kapjuk, hogy V" minden eleme ugy hat V—n,’ rﬂll:]td[’(p]l
\?él:torra] valé skalaris szorzas V vektorainak koordinatavektorain. Tehat példau
R" elemei éppen az R"-beli vektorokkal vett skalaris szorzasok.

. . e s Lot
Most megvizsgaljuk, hogyan valtozik egy ¢ € V* linearis funkciondl matrixa, ha

V-ben egy masik bazisra tériink at.

1% s
15.4 Tétel: Legyen V egy F test feletti vektortér, {g;. - > gn-}, {g’l . ,_c;n_} k?lt
bazis V-ben. Fp-ben vegyiik l-et bazisnak. Legyen ¢ € v lmians funkc}loriall}.
- - —-p » . » ] ' 1} és 'E_] s Eﬂ
< ol i .; jeloli p matrixat az { &g €L} { 3 u
Egzﬁz;éf'ﬂ:gan[wlﬁzgen T . V — V baziscseretranszformaci6, melyre T(e) = €.
i=1,...,n. Ekkor [¢lg = [@lrégi - [Tlregi

Bizonyitas: [ilg; = [p(€l):--- #(en)] = [p(T(e): - -»(T(en))] = [T hesgi =
[PlregilT)regi

15.5 Megjegyzés: A fenti tételbeli tulajdonsagot 1igy szoktak monda;ul, -h.ogﬁ'
{] koordinatai kovaridnsan valtoznak. V elemeit kontravaridns vektorokna 1}1»33 \(
| =1t] . - szabaly érvényes. V© elemeit
mert koordinatavektoraiban a [v]g; = [T ]LLJréjgl .b,‘a‘bal_\ rt.r\en-\'e; e
kovaridns vektoroknak hivjak, mert koordinatamatrixaikra (amelyek sorve .
;= - ily érvényes.

a [‘r’]ﬁj = [‘P]regl[T] szabaly / N A
Most megvizsgaljuk, hogy mi a kapcsolat a V' vektortér egy béaziscseretransz

' ’ Y. . . . ’ ,l . e s
formaciéjanak matrixa és a dudlis tér megfeleld dualis bazisailioz tartozo héziscsere

transzformacié matrixai kézott.

15.6 Tétel: Legyen V egy F test feletti vektortér. Legyenck {glf,i.l.”, QT};’\S
- . : ! kik megfelelo dualis
{e},...,en} V-beli bazisok, {E,...,Ex} és {E},.... E.} uckik mcg
bazisok V*-ban. . . )
Legyen T : V. — V cgy baziscseretranszformacid, melyre T(g) =€ 1= ,.I..i.\l,\ \
7 : V i6 ' = E i =1,....n Fkkor
B . V* — V* baziscserctranszformécié, melyre B(E:) = £, L= 1.,.. I = l;o
(B} = ([T]")"" kapcsolat all fenn a T és B koordinatamétrixai kézott a meglele

bazisokban.

. 17 - 2 et — TQ; —
Bizonyitas: Legyen [T] = (t;), [B] = (bi;), jB = (huLnb krérF_[_l( - a
by + oo+ o Ty Bile)) = Bi(Te;) = Bi(ia tuga) = Lim tii Bl f
]_éE’ = F! b(;l E, = B'E! = b;E{ +- + b E! kdvetkezik. lgy Ei(€))
et biiBiley) = b

7
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Ebbol (t:;) = (b3,), azaz {T] = {B7'}T és [B] = ({T17}7" kévetkezik.

4

Y =n

15.7 Megjegyzés: Lattuk, hogy ha egy V; vektortér egy bazisa {eg....
S}, akkor ¥7 @15 egy bazisa {g; ® i}]

és egy V3 vektortér egy bazisa {L,.

r=1,...,n,7=1,...,m.
Ennek az allitasnak a tobbtényezés analogonja is igaz.

AVaaVal™a. 0V té, a p-szeres kontravarians és g-szorosan
P 7

kovarians tenzorok tere, dim 1’ = n esetén n**? dimenziés, és ha V-nek egy bazish

{e1:--.,e,} és a hozza tartozé dualis bazis V*-ban {Ey, ..., E.}, akkor a fenti tév

egy bazisa

A
A

{e,, @ e, D Es D Es ) abol 1< o), a, <y <A 3 <n

S

Most megvizsgaljuk, hogy mi trténik egy tenzorral, ha a vektortérben egy masil
bazisra tériink at.

15.8 Tétel: Legyen 1" egy F test feletti vektortér {er, - - e.b és {ef, ..., €]
V-ben bazisok. Legyenek {Ey,.... E.} és {E},...,E.) az ezekhez tartozs dualis

bazisok V*-ban. Legven 7 :V — V baziscserctranszformacié, melyre 7'(¢;)

t=1,...,n. Legyen T mitrixa az {e,,....¢,} bazisban [T} = (1), legyen [T
(t:‘])‘

Vegviink egy p-szeresen kontravarians g-szorosan kovarians tenzort V-n. Ezt

fl e

o

fenti baziselemekkel kifejezve, nP47 egviitthaté hatérozza meg, azaz tenzorunk

j \ Xy = L - ‘ o
ot a’ﬁ]...ﬂiq '6—1':1 W... ¥ -Eo'p C;) Eal ?) ces i) ‘qu
1<ay,napsn
12810 f2n n
alaku.
Terjitsl at V-ben az {¢},...,¢,} V"-ban az {E£],..., £} bazisra.

Ekkor a fenti tenzor az ezekhez tartozé
' . W e I e o
{-(4'1 oo ® g,—p R b_,-l .. qu}

1 <,.

IA

catp S n

IA

]Sj],...,jq Tl

bazisban.

[ TPPN- VIR w . . R ) / 4 - ’

§ : a@]...,{iq oy ti,.opi’ﬁ)_h e [iquq € ... Ekp ® EJ] Q... E]q
1€ig, o fpsn
101 e dn &1
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alaku lesz.

Bizonyitas: Mivel 77'(¢,) =
€)= & & = Yoo tnel, a 156 T >
> 4Bl gy, ha E v ik étel szerint B =

Za»@: ;:201®"'®§ap®501®'-~®5'5q=

I] .1 ’
_E P_ ®CI®E“® /()IFI
sendq=t1 =ip i) e AN "'j

akkor a baloldalon az ¢,-ra és Ek-ra kapott kifejezéseket behelyettcesitve k = 1

e !

indexekre ¢é j igal "
ekre és a tenzorszorzat tulajdonsdgait felhasznalva kapjuk, hogy
1} _ Oy .Qp ym
= E ag TP L. (*)
e 1<ay,.,apln BreBg "1 z'P“ptal-“ tee tﬁqlq : (*)
1<81,-.,8,<n

. tel{i.(i lf\(:Igeag];]]:efzfazkes: a? e.lozéi tétel b‘iz?ny.fta'sa'han bevezetetlt képlet lehet8séget, ad
P tenzmtmaks“auta‘ be:/e’zetesereils, fxm(z]yd tébb konyv is hasznal, példaui
o e 2 & a kovetkezdképpen difinidljak: Azt mondjuk, hogy a V' F test

vektortéren adott egy p-szeresen kontravarians és g-szorosan kovarians tenzor

ha mlnd(’n {e I 1
=1 = } C
’ L baZlShOZ y
n nleg van a(]\«(l n (1a[dl) [4 l)(]] (g lltl\hat()

(az illetS tenzor komponensei)

Haegy T : ¢ — €l i = 1,..

= .,n baziscserét hajtunk végre V' o
. ; ‘ are V-u, akkor
bazisban a tenzor komponensei ° az uj

{ ai.]""..; } 1 Silﬂ"'\ipsn
Trede 1<pn,....5, <n
€s a tenzor régi és 1j bazisbeli kom i kozdtt a (
ponensel kozdtt a () Ssszefilggés &l fe {
(T) = ), [T = (t;j)- gg enn, ahol
At s vt e
] er.l?torok felirdsdt egyszerlsithetjik, ha hasznédljuk az G.n.  Einstein-féle
nvenciot j 1 : :
- enkczfol." Ez azt jelenti, hogy a tenzor kontravaridns komponenseinek megfelels
e ia
o .xe’ be iil, a kovaridns komponensekhez tartozé indexek alul szerepelnek. Ha egy
’l - ” ’ ’ . ' ‘ i
ejezesben ugyanez az index fels6 és alsé indexként is el6fordul, arra ésszegezni

kell.
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15.10 Példa

=), helyett z = x'g;
i=Y" G helyett I=i'e
€= 2i=1 tkc helyett ef = tfe;
Fi= S tiz; belyett &' = t*ix?
a (*)-gal jelolt formula helyett a
f1oefp _ apeGpyei iy 401 Bq
ajlqu 8. ﬁ:t ot apptjl ...tjq

kifejezést kapjuk az Einstein-féle konvenciéval.

15.11 Példa:

(i) I-szeresen kontravaridns tenzor minden r € V koordinatavektora. Ha z = x'e,, és
;= I'¢l r felivdsa a régi és Uj bézisokban, [T] = t') a béaziscsere tramzformamo
J
métrixa és [T]71 = (t7}), akkor &' = = ti7’.

(i1} [-szcresen  kovaridns  temzor minden ¢ €  V*-beli linearis  funkcional
koordinatamatrixa.

Legyen ¢ = @(&) @i = o(el) a matrix komponensei a régi és az 4j bazisban,
(T] = (t}) a baziscsere transzformacid métrixa.

lor G = vt
Ekkor @i = w;t;
. s - ~f
(A tenzortérben p-t felivva p = ¢; E=p,E)
(i11) [-szeresen kontravaridns €s [-szeresen kovarians tenzor
minden linedris operator matrixa. Ez sorindexben kontravaridns és oszlopindexben

‘kovarians tenzor. Legyen ¢ € L(V,V) [p] = (a}) = A, 9] = [T]7'A[T) = (@), ahol

j
(1] = (1)) a baziscsere transzformacié matrixa [T = (£7).

Ekkor
=} ka‘t = (th-!t

A p lincaris transzforméciénak az a;»e,' & E7 tenzor felel meg.
15.12 Definicié:
Legyen V egy F test feletti vektortér ¢ : V x V — F leképezés, melyre

(1) @y + L2 w) = (v, w) + vy, w) Yoy, 05, w € w

(i) p(Au,w) = dp(y,w) Vo, € V,YA € F
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(Rp e 4 +2,) = (w,v) + p(w,2,) Yoy, 15,0 € V
(W2(v dw) = Mp(v, w) Vo,w € V VA € F.

(Azaz, @ régzitett masodik valtozd esetén az elsd valtozéban lineéris, rogzitett
els6 valtozé esetén a masodik valtozéban linedris). Ekkor w-t a V-n értelmezett
bilinedris figgvénynek nevezzik. Ha F = R akkor -t V-n értelmezett valds
bilinedris fiigguénynek nevezziik.

15.13 Példa:

((]) Haa (,) : R x R® — R leképezés a valés skalaris szorzas, azaz (a,b) = Y " a;b;,
akkor ez valés bilinearis fiiggvény.

(%) : Rlz]xR[z] — R melyre o(p(z), ¢(z)) = f: p(z)q(z)dz, valds bilinedris fiiggvény.

15.14 Definicié: Legyen V egy F test feletti vektortér, oV x V — F bilinedris

figgvény, {e,,...,e,} C V bazis. ¢ mdtrizinak nevezziik az {e4,...,£,} bazisban
azt az A = (a;;) € M,[F) matrixot, amelyre aij = f(en€;)-

15.15 Példa: Egy ¢ : V x V — F bilinedris figgvény matrixa kétszerescn
kovaridns tenzor. Legyenek {err- e}y {€},-. ., €.} bazisok V-ben, T : V — V'
baziscsere transzformécié, melyre T(e,) =€ i=1,...,n. T matrixa {e1,- .16}
bazisban [T = (t;). Ekkor, ha A = (ai;) ¢ matrixa az elsd, 4 = (a;;) y métrixa a
masodik bazisban, akkor

- ! kgl
@i = (e &) = p(tien, they) = thilo(c,, ) = thtlay

A p bilinearis fiiggvénynek a tenzortér ai; E'® E? eleme felel meg, ahol {E',..., E"}
az {¢,, ..., e, }-hez tartozé dulis bazis V*-ban.

i vektortér. Vxo o xV o F
15.16 Definici6 Legyen V egy F test feletli vektortér Egy p: V x x V —

i

ieképezést multilinedris figguénynek neveziink, ha
[{};(21,---,_@,‘+Q:’,---,Qn) = ()o(gly'-'vgia"'vgn) +‘ro(ﬂla'--vg$'-<van)
[ﬁ F(gl’ . "1Ag'.:"" agn) = AV(QI"" y Dy e on 7Qn)

teljesii‘] Va,,...,a, € V,VA€EF és Ya, e Vi=1,...,n esetén.

15.17 Példa: ¢ : R" x ... x R* - R, melyre

(@15 --18,) = det([q,].. . |g,])
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multilinearis fiiggvény.

15.18 Példa: Legyen V egy F test feletti vektortér {e1,...,¢,} bazissal,

prVX...xVaF

n
multilinedris figgvény.
@i,.in = P(€&,»--.,€n) a hozzdtartozé tenzor komponensei. Ez a tenzor n-

szeresen kovaridns tenzor

a’ = 1M S o

1).tn i Yy Qay...an

w-nek a tenzortér a;, ; E" Q... ® E™ eleme felel meg.

A tovabbi fejezetekben nem hasznéljuk az Einstein-féle konvenciét.

AU




16. Bilinearis fiiggvények valds
és komplex terekben

A valés bilinedris fiiggvényt definidltuk mér az el826 fejezetben. A komplex bilinearis
figgvény definicidja egy kicsit eltér ettol.

16.1 Definicié: Legyen V C feletti vektortér. Egy ¢ : V x V — C leképezést
komplez bilinedris figgvénynek nevezziik, ha

(1) o(y + v 1) = oy, w) + (v, w) Yo, 0w eV
(i) e(Az,w) = Ap(v, w) Yo,w € V VA EC
(i) (W, v, +2y) = plw,vy) + plw, . v,) Yu, vy, 25, €V

(iv) »(w, Av) = Ap(w,v) Yuw,v € V ¥X € C.

Tehat komplex bilinedris fliggvény rdgzitett elsé valtozé esetén a mdasodikban
linearis, régzitett masodik valtozd esetén az elsShen konjugaltlinearis.

16.2 Példa: A (,) : C*" x C* — C leképezés komplex skalaris szorzas, ha
(a,b) = >°°_, @;bi. Ez komplex bilinearis fiiggvény.

i6.3 Megjegyzés: Egy komplex bilinearis fiiggvény matrixat analég médon
értelmezziik, mint a 15.14 Definiciéban.

16.4 Tétel: Legyen V valds (illetve komplex) szamtest feletti vektortér p V-
n értelmezett valés (illetve komplex) bilinearis fiiggvény. Legyen {e,,...,e.} V-
ben egy bazis, legyen p matrixa ebben a bazisban A. Legyen u,v € V. Ekkor
olu,v) = [y)TA[y] (illetve a komplex esetben Wé[y]), ahol [u],[v], az u és v
koordinatavektorai az adott bazisban. Megforditva, minden A € M,[R] (illetve
A € M,[C]) esetén az [u]T Alv] (illetve az [tFéfg]) V-n értelmezett valés (illetve
Q)mplex ) bilinearis fiiggvény, melynek matrixa A. A ¢ — A = (a;;), ai; = p(g;, €;)
leképezés bijekcid a valds (illetve koruplex) bilinearis fiiggvénynek és M,[R] (illetve
M. [C]) matrixai kozott.
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Bizonyitas: A valos esetet hizonvitjuk csak, a komplex eset hasonléan
igazolhatd.

Legyen u = 9 ._y 0& U= Yoo Bigs Fkkor
olu,0) = 9D e, > Biej) =
=1 1=1

o ! B1\
= Za;ﬂjv(g,_@,) =1 Al
i an B
Megforditva, kénnyen ellendrizhetd, hogy [E]Té[g] valés bilinearis fiiggvény VA €
M, [R] matrix esetén.
(.7 Ale;] = aij, tehit ennek a bilinedris fiiggvénynek a métrixa A.
Ap — A= (aj) a; = olene;) leképezés injektiiv, hiszen mivel @(u,v) =
()T Afv], ha egy v bilinedris fiiggvény matrixa A, akkor ¥(u, v) = [yTAl], tehat
¢ =1

= [u)T Aly] -

A szirjektivitds abbdl kévetkezik, hogy VA € M,[R] esetén ()T Alv] olyan
bilinearis fiiggvény, amelynek a matrixa A.

Bair a 13.15 példidban mar levezettitk, most egy Kicsit mas formaban ismét
megmutatjuk, hogy hogyan valtozik egy bilinedris fliggvény maétrixa baziscsere

esetén.

16.5 Tétel: Legyen V valés (illetve komplex szamtest feletti) vektortér. Legyeri
{ei,... 6.} C V bazis, {eh,... €} TV egy masik bazis. Legyen M :V — V
baziscsere transzformacié, melyre M{g) = e i = 1,...,n. Legyen a ¢ Vv
n értelmezett valés (illetve komplex) bilinedris fiiggvény matrixa A az f£y,-- 01,
bazisban. Ekkor ¢ matrixa az €,...,€n bazisban [M]TA[M] (illetve [MTAM]).

ahol [M] az M baziscsere transzformacié matrixa.

Bizonyitas A valds esetet bizonyitjuk, a komplex cset bizonyitasa hasonl(:):
Legyen u,v € V és [, (), (@], [B] ezek koordinatavektorai a régi <s az
bazisban. Ekkor, mivel {u] = M][1], [v) = (M][D], igy p(u,v) = [1!_}1/1{!_?]
([M][a))T A[MI[E) = (@ [M]T A[M][D)-

Most a bilinearis fiiggvényck leggyakoribb tipusait ismerjitk meg.

16.6 Definiciné: Legyen V cgy a valos szamtest feletti vektortér, @ = Vo> R
valds bilinedris figguény. Azt mondjuk, hogy ¢

{50

(i1 ssimmetrikus, ha (v, w) = p(w,v) Yo, w € V eseten.

(ii) szimplektikus, ha (v, w) = —p(w,v) Yo, w € V esetén.

Legyen V egy a komplex szamtest feletti vektortér és o : V x V' — C komplea
bilinedris fiigguény. Azt mondjuk, hogy »

(ii) Hermite-féle, ha p(v, w) = ¢(w,v) Yo, w € V esetén.

16.7 Példa:

(i) A valds skalaris szorzas (,) : R* xR" — R, amelyre (g. &) = 3o

=1

a;b,. szimmetrikusg
bilinearis figgveény

(ii) A determinansképzés p : R? x R? — R, amelyre p(a,b} = det]a. b], sziraplektikug
bilinedris fliggvény.

fiii) A komplex skalaris szorzés (,) : C* x C" — C, amelyre (g, b} = S0 aibi, Hermite~
féle bilinearis fliggvény.

16.8 Tétel: Egy bilinearis fiiggvény pontosan akkor szimmetrikus (szimplektikug
illetve, Hermite-féle), ha a bilincaris fiiggvény inatrixa szimmetrikus {(antiszimmetri =
kus illetve 6nadjungait).

Bizonyitds: Csak a szimmetrikus alesetet bizonyitjuk, a tobbi bizonyitasy
hasonlé. Legyen ¢ : V' x V. — R szimmetrikus bilivedris liggvény. Legyen
{¢gy...,6,} a V-ben egy bauis. Ekkor ple;.e;) = ple;e) tehat p matrixa

szimmetrikus matrix.  Ha ¢ matrixa szimmetrikus mai-rix7 akkor w(u,z) =
WA = (W7 ARDT = [7ATy] = [T Aly] = (g, u), tehit » szimmelrikug

bilinearis faggvény.

16.9 Definicié: Legyen p egy valés (illetve komplex) bilinedris figgvény a 1/
vektortéren. A o-hez tartozd kvadratikus alok-nak nevezzik azta g : vV — R (illetve
V — C) leképezést, amelyre g(y) = w(v,u) Yo € V esetén.

16.10 Példa:

. A velés skaldris szorzds, (g,b) = ¥.I_, a;b; esetén, a hozza tartozé kvadratikus alale
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(9 A komplex skalaris szorzds (g, b) = Do, @b esetén a hozza tartozé kvadratikus
alak: (a,a) =377 |a|?

1=1

((id) A ldet[g, b] a,b € R? bilinearis figgvényhez tartozé kvadratikus alak det[a, a, azaz
nulla. o

(M A 2 au, = [u]"Alv] valés bilinearis figgvényhez tartozé kvadratikus alak
s iy = [u]T Alu]

M A Y e f_[y]_Té[y] komplex bilinearis fiiggvényhez tartozé kvadratikus alak
2, aistiv; = [T Alu).

) 1"6.11" Tétel: A komplex bilinedris figguények és a kompler kvadratikus alakok
kdzdtt kélesondsen egyértelmi megfeleltetés a e(u.v) — oy, u) leképezés.

Egy _komplea: bilinedris fiigguény pontosan akkor Hermite-féle, ha a hozzd tartozd
k‘l-'adratzkus alak valds értéki. Valds bilinedris figgvények és kvadratikus alakjaik
kéz6t1, a fenti leképezés nem kélcsonésen egyértelmd. De minden kvadratikus alakhos=

Ictezik egyetlen olyan szimmetrikus bilinedris fiiggvény, amelyhez épp a megadot:
kvadratikus alak tartozik.

Bizonyitds: Legyen ¢ komplex bilinedris fiiggvény a V' vektortéren. Ekkor frjuk
fel a kévetkezé azonossagokat

PUt v+ w) = o(n,0) + e(v w) + (W, v) + o(w, w)
Plin+w, v+ w) = —p(, ) - ip(2, w) + iv(w, v) + p(w, w)
—eutw,~v+w) = (v, v) — ey, w) ~ p(w,v) + plw, w)
A=+ w, —iv + w) = —p(v,v) + ip(y, w) — ip(w,v) + P(w, w)

) Szorozzuk be (i)-et +1-gyel, (ii)-t Z-vel (ii)-at (-1)-gyel (iv)-et (-i)-vel és adjuk
ossze az egyenleteket. Ekkor a jobboldalon minden kiesik kivéve a (v, w)-ket
tartalmazd tagok. Igy megkapjuk a kévetkezd 1i.n. “polarizécids formulat™

1
plv,w) = 2P+ w, v+ w) +ip(iv + w, v+ w) + (~ (- + w, -0+ w) +
(=9) - e(~1v + w, —iv + w))
Tehat, ha két komplex bilinearis figgvényhez tartozé kvadratikus alak azonos, akkor

a-f.enti polarizacids formula jobboldala a két bilineris fliggvényre azonos, igy a két
bilinedris fiiggvény is azonos.

Szorozzuk be most (i)-et 1-gyel, (ii)-t (—i)-vel, (iii)-at (-1)-gyel (iv)-et i-vel é‘
adjuk 6ssze az egyenleteket. Ekkor a jobboldalon a ¢(w, v)-ket tartalmazé tagokow
kivil minden kiesik, igy

1 . . .
elw,v) = Z[v(y+ w, v+ w) + (=)ol + w, v+ w) + (=1e(-v+ w, ~v+ wl
(+1) - p(=1v + w, —1w + w)]

Ha a @-hez tartozdé kvadratikus alak valds értékd, akkor p(v + w,v + w), ¢(tv+
wovtw), e(—v+w, —v+w), (—iv+w, —iv+w) valdsak és igy a fenti formuldkbd L

latszik, hogy w(v,w) = ¢(w, v).
Ha ¢ Hermite-féle bilinedris fiiggvény, akkor ¢(v,v) = ¢(v,v) azaz a @-hew
tartozé kvadratikus alak valds értéku.

Valds bilineéris fliggvények esetén eléfordulhat, hogy tobb bilinearis fiiggvényhea
ugyanaz a kvadratikus alak tartozik. Péld4ul, ha ¢ szimplektikus, akkor p(u,u) =
—p(u, u), tehdt p(u,u) = 0. Tehat hozza ugyanaz a kvadratikus alak tartozik, mint
az azonosan nulla bilinedris fiiggvényhez. Ha ¢ : V XV — R szimmetrikus bilinedns

fiiggvény, akkor

elv+w, v+ w) =p(y,n) +er,w) + pw, v) + elw w) ,

azaz 1
pleiw) = sl +w v+ w) — e(ew) — w.w)) .

Tehat ha két szimmetrikus bilinearis fliggvényhez tartozéd kvadratikus alale
azonos, akkor a fenti formula jobboldala a két bilinearis figgvényre azonos, tehat a

két bilinearis fiiggvény azonos.

16.12 Definicié: Egy valds értékli kvadratikus alak matrirdnak nevezziik a hozad

tartozo egyetlen Hermite-{éle vagy szimmetrikus bilinearis figgvény matrixat.

16.13 Példa:

{11 Adott [Q]Té[g] bilinearis fiiggvény, a hozzd tartozé kvadratikus alak [u]TA[u] =

e

ayta _ [, Tatd ] . p L,

Z{u,- aGun; = Zi,d’_{}z—}_‘ui“i = [uf'=7[u]. Az az egyértelmien létee

szimmetrikus bilinearis fiiggvény, amelyhez ugyanez a kvadratikus alak tartozile

éppen [u]T ===[v]. Ezt az credeti bilinedris fiiggvény szimmetrizaltjdnak nevezziile
L. A4 AT
Matrixa ==

(i) 3, aijTa komplex téren értelmezett kvadratikus alakhoz tartozé egyértelmiew

letez8 komplex bilinedris figgvény éppen 3, - ai;uv;.
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i) A kvadratikus alakok az analizishen is el6fordulnak.

A df(a) = fl(a)dx + f'y(a)dy elsé differencidl differencialjaként kapott
d2 e 2 "
fla) = fi(a)(de)* + f1,(a)dzdy + fy.(a)dydz + [, (a)(fy)*

masodik differencial egy kvadratikus alak.

d*f(a) =
T ' ¥ ¥
_ (d:c " (a) Jl:y(.‘l) dz de\T £ (a) S5 (a)+ S (a)
) \JLl@ fi@)) \dy)~ dy) (h@—f?ﬁ ) (d>
2 fo() dy
Valés értékii kvadratikus alakok jellegét fogjuk most definidlni.

16.1 (cié: , o
. ‘(1.1113:ﬁn1c10. L:’:‘gyen g : V — N valds értéki kvadratikus alak. Azt mondjuk
"gy g 1 ? ve a hozzd tartozé egyetlen Hermite-féle vagy szimmetrikus bilined ¥
fiiggvény) jellege ilinedris

(i) pozitiv definit, ha minden v € V\{0} esetén g(v) > 0

(]]) ])O/}]t] V SZC n]ld(’hﬂ]t l]a. n]ll]den v " esete g y
9 e t n v > “ €es e' ez} ()I a v ‘/ "

(i) negativ definit, ha minden » € V\{0} esetén g(v) <0

(iv) negativ szemidefinit, ha mind 5
) en v € V esetén < 0 és létezi
amelyre g{v) =0 9(v) < 0 és 1étezik olyan v € VA{0},

(v) indefinit, ha g felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

16. . . P
15 Megjegyzés: Az [ tobbvaltozds figgvénynek egy a stacionarius

g?&lt‘]aba.n,, a .széls6érték letezésének elegséges feltétele, hogy a d?f(a) masodik
ifferencial, mint kvadratikus alak definit legyen. Ha pozitiv definit a—kkor a-b
5 a-ban

mint 1 i i
mml.n, ha negativ definit, akkor g¢-ban maximum van. Ha d? f(a) indefinit, akk
a-ban nincs széls6érték. - ’ @

16.16 Példa: Legyen a € R™ > 2. Ekkor a

(i) g(a) = >or, a? kvadratikus alak pozitiv definit.

(ii) g(a) = — Y i, a? kvadratikus alak negativ definit.

(iii) g(a) = a? kvadratikus alak poziliv szemidefinit.
1(v) g(a) = ai - a2 kvadratikus alak indefinit.

Két kritériumot mutatunk kvadratikus alak jellegének meghatarozasara, melyek

bizonyitasa 18. fejezet végén talalhaté meg.

16.17 Tétel (1. definitségi kritérium): Egy V valds (vagy komplex) szamtest
feletti vektortéren értelmezett valés értékii kvadratikus alak pontosan akkor

(i) pozitiv definit, ha matrixdnak minden sajatértéke pozitiv.

(i) pozitiv szemidefinit, ha méatrixanak minden sajatértéke nem negativ és 1étezik nulla

sajatértéke.
(iii) negativ definit, ha matrixanak minden sajatértéke negativ

1

(iv) negativ szemidefinit, ha maétrixdnak minden sajatértéke nem pozitiv és létezik nulla

sajatértéke.

' (v) indefinit, ha matrixanak van pozitiv és negativ sajatértéke is.

16.18 Megjegyzés: Egy valds értéki kvadratikus alak matrixa, a hozza tartozd

egyetlen Hermite-féle illetve szimmetrikus bilinedris fiiggvény matrixa. Ez a matrix
Késébb latni fogjuk hogy a komplex és valds

snadjungalt illetve szimmetrikus.
Mésrészt a

«“ftengely tétel” szerint ezen matrixok minden sajatértéke valds.

| kévetkezd példa azt mutatja, hogy helytelen eredményt kaphatunk, ha a kvadratikus

alak matrixa helyett egy olyan nernszimmetrikus bilinedris fiiggvény matrixat
e . o 1 4
tekintjik, amely ugyanezt a kvadratikus alakot definidlja. Legyen A= L5
[u]TAlp] = w101 A Auq vy ugVy +IUV2 bilinearis figgvény, [u)T Alu] = 1a'f+5-rr.l-rzg+5u'§
a hozzé tartozd kvadratikus alak.
A kvadratikus alak matrixa:
Atd (1
==

=0

= OV

)  det(B— M) =N —6X-

Ot i

é:

2
2

6+£+/36+5

Y
12 — .2 »

tehat Ay > 0és X2 < 0, azaz a fenti kvadratikus alak indefinit.

e




Masrészt

2 6+ 436 -4 ° °
det(A-AD) =N —6A+1=0 dg=——5— . 17. Euklideszi terek

vZaz

M>0 A >0. 17.1 Definicié:

/A fenti kritériumnak az a hatranya, hogy ki kell szamitani hozzd a matrix

Sajatértékeit. A masodik kritérium ennél kényelmesebb, bar csak a pozitiv és a (i) Legyen V egy a valds szamtest feletti vektortér, f : V x V — R pozitiv defigt

megativ definit esetre ad pontos kritériumot. szimmetrikus bilinedris fiigguény. Ekkor f-et valds skaldris szorzdsnak nevezzik.

(ii) Legyen V egy a komplex szamtest feletti vektortér, f : V x V — C pozitiv definlt
16.19 Definicié: Egy A = a; € M, [C] matrix sarokaldeterimindnsainak vagy Hermite-féle bilinedris figguény. Ekkor f-et komplez skaldris szorzdsnak nevezztle
féaldetermindnsainak nevezzik a

Dy = detlay], Dz = det (““ “”) oy D 17.2 Példa:

a1 Q22

i) ):R*"xR"—=R
a1 .- QU (ga E) = Z?:l Uity = ETQ'
=det | : I D, =detA Fz R"-en értelmezett valds skalaris szorzas, matrixa .
I PR #1
) f:R*xR*" = R
sorozatot. o \ T . . res ce sy .,
fluw.v) = u' Av, ahol A szimmetrikus matrix, melynek sajatértékei pozitivak.
o o o Ekkor f R™-en valds skaldris szorzés.
16.20 Tétel (2. definitségi kritérium) Egy valés (illetve komplex) szamtest
feletti vektortéren értelmezett valds értékii kvadratikus alak pontosan akkor (i) (,):C*xC* = C
(w,0) = Y0, Tvi = T [v.
(1) pozitiv definit, ha a sarokaldeterminansok sorozata pozitiv. £z C™-en kompiex skalaris szorzas, matrixa [.
((‘t]negatfv definit, ha a sarokaldeterminansok sorozata jelvaltd ¢s Dy < 0. (iv) f:C*xC" = C

f(u,v) = TAw, ahol A dnadj ungélt matrix, melynek sajatértékei pozitivak.

Fkkor f C-en komplex skalaris szorzas.

17.3 Definicié: Legyen V egy a valés (illetve komplex) szamtest feletti vektor—
dade SV valés (illetve komplex) skaldris szorzas. Ekkor a (V, f) part valds (illek

kompler) euklideszi térnek nevezziik.

17.4 Definicié: Legyen (V. f) valés (illetve komplex) euklideszi tér. A
VeV vektor hosszdnak, vagy normdjdnak nevezzik és |lv]|-vel jeidljik a VI

\HM\‘L\ nemnegativ valés szamot.
17.5 Példa:
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~(R".(.)) euklideszi térben |lufl = /2=t

ﬂRfr] ») euklideszi tér, ahol ¢ a 15.13 példaban van definidlva.

Ekkor p(z) € Rlz] esetén llp(z)ll = \Jf: p(z)?dz

ideszi tér. Azt
Definfcié: Legyen (V. /) valés (ilietve komplex) euklideszi ﬂ_‘“v) 6
n . kl e ) u,v) = 0.
17.'6 he az u.v € V vektorok merdlegesek vagy OTtOQO:ltthﬂ-‘t._. ha ._d-szer .
Eondlltll,(’ toiy_]_ 1;-’\/—(;1 jeloljik. {us,--- Ju} C V ortonormdlt vekiorren )
zt a tenyt u U- =

f(l‘_;,uj)=5ij,i=;1,...,nj=1,...,n.

17.7 Tétel (Bessel-egyenlﬁtlenség): - X
Egy (V, f) valés (illetve komplex) euklideszi térben ha

vektorrendszer, akkor

malt
Upy- oy Up ortonor

()T ()l < flelf?-
(WAzw =u— S fuiw)y vektor meréleges Uy, . -

generalt altér 6sszes vektorara 1s.

., u, vektorokra, {gy az altaluk

Olly l’.aS () p ex ESet € bl Olly l u“k a \/a,los eset has()nloan
1 A k m ] e zZ 1 w
BlZ .

bizonyithato.

ii ia . Ekkor
{\} Legyen v’ a (ii) pontban definialt vektor

0< fo, )= flu— Zf(u;,u)u.-,u— ; Flu, W) =
= f(!v E) - i I(Eh E)f(!iv E) - Z f(ﬁivyf_)f(ya !i)+
+§n:|f(u.-,y_)|2 = f(u,u) - _Z;\f(u;,u)l2 ,

=1

amibél dtrendezéssel a kivant egyenlétlenség kovetkezi

(i) f(u\w) = flww) — flunv) = 0i=1,..

. . p
altér dsszes elemére is merdleges u.
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n. f bilinearitdsa miatt az {Uy, .- Un
L.

17.8 Kovetkezmény (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlotlen~
Qc"c}) Egy (V. f) valés (illetve komplex) euklideszi térben minden a,b €V vektorra /-
51 il 2z
1f(a, 01 < llaill|Bll
egyenldtlenség.

Itt egyeniség pontosan akkor 4ll, ha {a, b} 6sszeliiggd vektorrendszer.

Bizonyitds: Ha a = 0, akkor nyilvan mindkét oidalon nuila ail. Egyé

b 32 {iﬁﬁ} egyelem(i ortonormalt vektorrendszerre és u = b veklorra a Beg.
sel vgyenlStlenség

;' a {2 2

I (y)| <8

! llall |

tehat [ f(a, b)1* < [lajl?|bl[?, amelybdl az allitas gydkvondssal kaphatd,

Az el6z6 tétel bizonyitdsabdl kovetkezik, hogy egyenloség a # § esetben pon-
A»san akkor all, ha

e= (m@) Tl

Ekkor b a-nak skaldrszorosa. Ha b = Aa, akkor
a a
Aa=f (L,/\g) —
el llall
teljesiil, tehat egyenloség all.

17.9 Kovetkezmény

ll Z?:] ab| < \/EL] a?\/Z?:-l b

+ Egy (V, f) valds euklideszi térben értelmezhetd a vektorok szoge.

Ha a,b € V\{0}, akkor az a és b ltal bezart @ szOg cosinusat a
fle,b)
05 p = A2
lalllle

képlettel értelmezziik.

C el : _ Sab
Ez a definici6 értelmes, hiszen —1 < BT <t
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17.10 Megjegyzés: A 17.7 Tételben szereplci.f’(gi, u) egyt{'tt-lla/:ot a: g}/g}; (;r)gél
'r invi skaldrvetiletének vagy Fourier-egyiitthatdjdnak nevezzitk. A 3, flu;, u)y;

yektort az u vektor {(uy,...,u,) altérre valé ortogondlis vetiletének nevezzik.

17.11 Definicié: Ha a (V, f) euklideszi térben egy {ey.. .. €,} bazist vesziink

£ -1, akkor az f bilinedris fiiggvénynek A = (f(e;re;)) matrixat a (V) f) euklideszi ter

vnetrikus tenzordnak nevezzik.

17.12 Megjegyzés: Az un. Riemann-terekben, amelyek lokalisan euklideszi

+ erek (példaul gdmb, térusz) a metrikus tenzor pontrél pontra véltozik.
Az ortogonalitas és a figgetlenseg kapcsolatara utal a kdvetkezo tétel.

17.13 Tétel: Legyen (V, f) valds (illetve komplex) euklideszi ‘Lé‘r, _e_.l.,...,lgn
saronként ortogonalis nem nulla vektorok. Ekkor {e;,....&.; fluggetien
vektorrendszer. Specidlisan ortonormalt vektorrendszer fuggetlen.

Bizonyi’tés: Ha Y0, oie; = 0, akkor 0 = f(Q,‘?Z?ﬂ aig;) = a,fle;.8;) 1 =
1....,n. [ pozitiv definitsége miatt ebbdl @; = 0 j = 1,...,n, azaz &,...,&,
fuggetlen.

Most algoritmust adunk arra, hogy egy euklideszi tér egy tetszoleges {1y, .- Un)

hazisabdl kiindulva egy olyan {€1r- -+ 8n} ortonormalt bazist kapjunk, amelyre

(t1) = (&)y - s (oo 05) = (gl,...,g,.),...,<g1,...,gn) = (e),.. .. €&, is teljesiil

17.14 Tétel (Gram-Schmidt-féle ortogonalizacid)

Legyen (V, f) valds (illetve komplex) euklideszi tér, {ry, .- ,u.} egy bazis V-ben.

Ekkor indukciéval definialjuk’e;, ..., €,-et:

U1
€ = T
&
”El”
Ha ¢;,..., € mMar ismert, akkor
] '
' . _ &S
QQ.H =V — E f(_Cij»RI.H}&J' €S €41 T Hshdl
i=1 ;
] i ¢ Y= (U, )
Ekkor {e, ,e,} V-ben ortonormalt bazis, amelyre (€., &) (1_1% ’_l.),
e - ’ « . . ’ s
) : ) = g, 1= béaziscsere traunsziormacio
i = 1,...,n esetén. Azaz a T{(y;) = ¢, 1 = I.....n {

————————L

matrixa fels6 hdromszégmatrix.

Bizonyitds: |le,|| =1 és (e;) = {v,) trividlisan teljesiil.

Tegytik fel, hogy e,,...,¢; ortonormalt vektorrendszer és TN N
(Uyseeay;) 7 =1,...,7 esetén teljesiil.

Ekkor ¢/, = v,y — Z;:I f(e;,vipr)e; a 17.7 Tétel (i) pontja szerint merdleges
az e,,....e, vekterokra.
Mivel (e, v ) = (R o), Ligr € (e1,- &), tehdt elyy # 0. Igy ey =
IT-'LT értelmes és egységnyi norméju.
et

Az cljards tehdt nem szakadhat meg csak az n-edik lépésben és akkor a kivémt
tulajdonsédgokkal rendelkezé {e,,...,¢,} ortonormalt bazishoz jutunk.

Konuyen ldthatd, hogy (V, f) euklideszi tér esetén, ha W < V altér, akkor (W“()
is cuklideszi tér. A kévetkezd tételben beldtjuk, hogy (W, f) minden ortonormélé
bazisa kiegészithets a (V, f) tér ortonormélt bazisava.

17.15 Tétel: Egy (V,f) n-dimenziés valds (illetve komplex) euklidessf
térben minden {e;....,e,} ortonormalt vektorrendszer kiegészithetd ortonormé{f
{e1,....¢,} bazissa.

Bizonyités: T;/udjuk. hogy {e;,...,€e,} kiegészithetd a V vektortér egy
{€10 € Vhyye-- o v, ) bazisdva. Alkalmazzuk erre a Gram-Schmidt-féje
ortogonalizacids eljardst.

Ekkor {e;,..., e} helyben marad és egy {e;.... e €4415---,€,} ortonormalt
bézishoz jutunk.

17.16 Definicié: Legyen (V, f) valés (illetve komplex) euklideszi tér, U < WV
altér.  [/*-sel jelsljiik V-ben az U elemeire merSleges vektorok halmazét, azay

Ut ={veV|[flu,u) =0Vue U}

17.18 Megjegyzés: U+ szintén altér V-ben, hiszen 0 € U, ha v,,v, € UJ;
akkor f(u; + vpu) = flug,u) + flvgu) = 0 Yu € U esetén, és f(Av;,u) =
AMf(vy,u) = 0 VA skaldrra és Vu € U-ra. Kénnyi ellendrizni, hogy U+-re a tobbi
vektortéraxidmak is teljesiilnek.

17.19 Tétel: Legyen (V, f) véges dimenziés valés (vagy komplex) euklideszi tér,
Ekkor minden U/ < V altérre
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|

(JUs UL =V ésigy dimU* = dimV —dimU

@ieH)t=U

Bizonyitas:

B)Lattuk, hogy (U, f) is euklideszi tér. Legyen {e,,..., &} U-ban ortonormélt béazis.
Egészitsiik ki ezt V egy {€1,. -1 €k Erp1r---» &k} ortonormalt bazisava.

Nyilvanvalé, hogy U+ 2 (€rpqs-- &) 1BY (U,UYy = V. Haz e UN Ut, akkor
flz,z) =0, tehdt z =0, {gy V=U e U".

(&Nyilvanvald, hogy (U+)* > U. Irjuk fel az (i)-beli sszefiiggést az UL altérre. E}?bél
dim(UY) +dim(U*)* = dimV, tehdt azt az (i)-beli eredménnyel dsszevetve kapjuk,
hogy dim(U+)* = dimU. Mivel U véges dimenzids, azt kapjuk, hogy (U+)* =U.

17.20 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy a fenti tétel feltételei mellett, ha egy
v € V vektorra v = u; + Uy, ahol u; € U és u, € U*, akkor u; éppen v-nek
az U = (g,...,¢;) altérre vonatkozé ortogonélis vetiilete. Lassuk be azt is, hogy

e — w |l = mingev flz — .

17.21 Definicié: Legyenek (Wi, fi) (Vz, f2) valés (illetve komplex) euklideszi
terek. Azt mondjuk, hogy egy ¢ : Vi — V; leképezés izometria, ha

Ule:Vi—» VW vektortérizomorfizmus
Giph(we) = F2le(w), p(v)) Yu,v € Vi esetén.

Ha (Vi, f1) és (Va, f2) euklideszi terek kozott létezik egy o izometria, akkor a
(Vi, f1) és (Va, fu) euklideszi tereket izomorfaknak nevezziik, és ezt a tényt (V4, f1) &
(Vy, fo)-vel jeldljiik.

Lattuk, hogy azonos test feletti véges dimenziés vektorterek pontosan akkor

izomorfak, ha azonos a dimenzidjuk. Most ezt belatjuk euklideszi terekre is.

17.22 Tétel: Legyenek (Vi, f1), (Va, f2) azonos test feletti valés (illetve komplex),
véges dimenziés euklideszi terek.

Ekkor (W, f1) ~ (Vz, f2) pontosan akkor, ha dimV; = dim V.

Bizonyitds: A komplex esetre bizonyitunk, valésra a bizonyitds hasonlé. Ha
(W1, fi) =~ (Vo, f2), akkor V] >~ V3, és {gy dim V] = dimV,. Ha dimV]; = dimV, =n
akkor vélasszunk Vj-ben egy {g;,...,¢,} Va-ben egy {e},...,¢€,} ortonormalt bazist .

Ekkor létezik egyetlen olyan ¢ : Vi — V; lineéris operétor, amelyre ¢(g;) = !
¢ =1,...,n. Hasonléan mint a 13.18 Megjegyzés bizonyitdsaban itt is belathat®,
hogy ez vektortérizomorfizmus.

Belatjuk, hogy ¢ izometria is. Legyen u = Y aig;, v = ) 5_, Bje;. Ekkav
Alwy) = ADL aen Si Bie,) = Yo @bifilene) = Y., @b;fa(ehe) =
L, aveis 5=, Bigg) = fale(w), w(2))-

I e

17.23 Ko6vetkezmény: Minden n dimenzids valds euklideszi tér az (R™, (, ))-ne|
minden n dimenzids komplex euklideszi tér (C™, (, ))-nel izomorf.
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18. Linearis transzformacidk
euklideszi terekben

Célunk a fétengelytétel és az ahhoz kapcsolédé tételek bizonyitdsa lesz. Ennek
egy absztraktabb valtozatdt bizonyitjuk be, amelybdl aztin tobb méis eredmény is
kovetkezni fog. Eldszor néhdny fogalmat vezetiink be.

18.1 Definicié: Legyen (V,f) valés (illetve komplex) euklideszi tér. Egy
A 1V — V linearis transzformacié adjungdltjinak nevezzik és A*-gal jel6ljiik
a B :V — V linedris transzformaciét, ha f(Au,v) = f(u, Bv) teljesiil minden
u,v € V esetén.

18.2 Tétel: Legyen (V, f) véges dimenziés valés (illetve komplex) euklideszi tér,
A : V — V linearis transzformacié. Ekkor A” létezik és egyértelmii, A* matrixa
ortonormalt bazisban éppen [A])7 (a komplex esetben [A]T).

Bizonyitds: A komplex esetet bizonyitjuk, a valdés eset hasonléan lithaté
be. Vegyiink fel V-ben egy ortonormilt bazist. Ebben a bazisban f métrixa
egységmatrix, igy f(Au,v) = [_Ay_]'fé[z_)_] = [YT[A]T[v). Ha A-nak létezik egy B
adjungéltja, akkor f(Ax,v) = f(u, Bv) = [7(Bf). lgy [WT[A7] = [T(B][x]
Vu,v € V esetén. Ez utébbi egyenléség bal és jobboldala egy-egy bilinedris fiiggvényt

definial, melyek egyenléek. Tehat a 16.4 Tétel szerint matrixaik is egyenldek, azaz
AT = (B]. Tehat A adjungaltja, ha létezik akkor egyértelmii és épp az a linearis
transzformacid, melynek matrixa a rogzitett ortonormalt bazisban W Az igy
definidlt B : V — V linedris transzforidcié viszont a fentiek szerint eleget tesz az
adjungéltra tett feltételeknek.

Most az adjungalt transzformacié tulajdonsigait vessziik sorba.

18.3 Tétel: Legyen (V, f) véges dimenzids valds (illetve komplex) euklideszi tér.
A,B:V — V linedris transzfoimicié, A*, B* ezek adjungéltjai.
Ekkor

() (A+B) =A"+ B
(i) (A=A
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(‘-ﬂ)(m)' =24
() (A7) = (477
(VI (AB)” = B*A*
M) id} = idv
(Y id3
(wi)or =0
Bizonyitas: Csak (v)-6t bizonyitjuk, a tobbi hasonléan kaphatd. A‘koglfp.letx
esetet targyaljuk, a valos eset hasonléan lathaté be. Vegyiink egy ortonormalt bazist.

. - A=l 3 - : lrr .
Ebben az [(AB)"] = [AB]T = ([A][B))T = [B]T[A]T =‘[B J[A7] = [B"A] egyenloség
teljesiil a koordindtamétrixokra. Tehdt (AB)” = B*A".

18.4 Definicié: Legyen (V, f) komplex euklideszi tér. Egy A:V — V linearis

transzformacio
{i) 6nadjungalt, ha A* = A
ii) ferdén 6nadjungdlt, ha A* = —A
iii) unitér, ha A* = A~}

iv) normalis, ha A*A = AA”

18.5 Definicié: Legyen (V, f) valds euklideszi tér. Egy A : V — V linearis

transzformacio
(i) szimmetrikus, ha A* = A
i1) antiszimmetrikus, ha A* = —A
iii) ortogonalis, ha A* = A™!

iv) normalis, ha A*A = AA"

i tér anadiungalt
18.6 Megjegyzés: Konnyen lathatd, hogy komplex euklideszi t,er1 onad_]tinga' ;
. ' 1 Acid) ali alamin

tn  6nadj A ¢ itér linedris transzformacioja mnormalis, V
ferdén ©6nadjungalt és uniter b : ’ ,  valamin
valés euklideszi tér szimmetrikus, antiszimmetrikus és ortogonalis linedris

transzformaciéja normalis.

18.7 Példa: A (C",(,)) komplex euklideszi térben egy A € M,[C]

16A

(t) onadjungalt matrixszal valé szorzas onadjungalt

{i ferdén onadjungalt matrixszal valé szorzas ferdén dnadjungalt
{tic: unitér matrixszal vals SzZorzas unitér
11¥} normélis matrixszal valé szorzis normalis

linearis transzformacid.

Az (R",(,)) valés euklideszi térben egy A € M,[R]
{t) szimmetrikus matrixszal valé szorzas szimmetrikus
T} antiszimmetrikus matrixszal valé szorzas antiszimmetrikus
{Giiortogonalis matrixszal valé szorzds ortogonalis

™\ normalis matrixszal valé szorzas normalis

linedris transzformacio.

Bizonyitds: Csak az onadjungalt esetel bizonyitjuk, a tébbi b

asonlGan [athah
be. Legyen A € M,[C] énadjungdlt matrix. Azt kell belatni, hogy (

: Au,v) = (u, Ay)
7wu € O esetén. De (Au,v) = (Au)Tu= uTAT0 = W7 Av = (u, A), igy az allink
igaz.

18.8 Tétel: Egy (V, f) véges dimenzids komplex euklideszi térben egy A: V =V
inedris transzformacidra a kdvetkezd allitasok ekvivalensek:
A dnadjungalt linedris transzformacio
minden ortonormalt bazisban A witrixa énadjungalt matrix
ietezik V-ben olyan ortonormalt bazis. amelyben 4 maétrixa 6nadjungalt matrix,
Analég allitasok igazak ferdén tnadjungalt, unitér, normalis transzformacidkry

dletve valds euklideszi tér esetében szimme

trikus, ferdén szimmetrikus, ortogonalis
es normalis trandszformacidkra.

Bizonyitas:

(i) — (i) A = A" vegyink egy ortonormalt bazist V-ben. Ebben 3
~ourdinatamatrixokra teljesil {A] = [A"] = [T, tehat [A] 6nadjungalt métrix.
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(ii) — (i) A 17.14 tétel szerint van V-ben ortonormalt bazis, tehal ebben A
matrixa (ii) szerint énadjungalt matrix.

(iii) > (i) A feltevés szerint van V-ben olyan ortonormalt bézis, amelyben A
matrixa 6nadjungalt matrix, azaz [A] = [A]T. De [A]T = (47] gy [A] = [A7], és
ebbsl A = A* kovetkezik.

18.9 Tétel: Legyen (V,f) valés (illetve komplex) euklideszi tér. Legyen
4.V — V linearis transzformacié. Ha U < V A-nak invaridns altere, akkor

{/+ A*-nak invaridns altere.

Bizonyitas: Legyen v € U*, belatjuk, hogy A*v € UL, azaz f(u, A"v) = 0Vu €
U esetén. De f(u, A*v) = f(Au,v) = 0, hiszen AueUdésvell*t,

18.10 Tétel: Legyen (V, f) komplex euklideszi tér. Ekkor minden
[l\) dnadjungalt linearis transzformacié sajatértékei valdsak.
(i} ferdén 6nadjungalt linedris transzformacio nem 0 sajatértékei tiszta képzetesek

ligcunitér linedris transzformacio sajatértékei egységnyi abszolit értékiiek.

Bizonyitas:

[(} Legyen As = Xs, s # 0. Ekkor Af(s,s) = f()s,s) = f(As,s) - fis, As) =
f(s,As) = Af(s,s). Mivel f(s,s) # 0, ezért A = X, tehat A valds.

(A} Legyen As = Xs, s # 0. Ekkor A(s,s) = f(hs,s) = [(As,s) = fs.—As) =
f(s,=As) = —Af(s,s). Tehat X = —\, azaz X tiszia képzetes vagy nulie.

{ut) Legyen As = Xs, s # 0. Ekkor Af(s,8) = f{Xs,s) = f(As,s) = fls,A71s) =
f(s,3s) = 3(s,8). Tehdt X =1, azaz |\ = L.

18.11 Tétel (Komplex fotengelytétel vagy spektraltétel): Ha (V| f) véges
dimenziés komplex euklideszi térés A:V — V énadjungdlt linedris transzformdcid.

akkor V-ben van olyan ortonormalt bazis, amely A sajatvektoraibdl all. Ebben a
bazisban A matrixa diagonalis matrix, a diagonalis elemek A sajatériékei, amelyek

valdsak.

Bizonyitds: A bizonyitdst dimV = n-re vonatkozé indukciéval végezzik. Ha
n = 1, akkor nincs mit bizonyitanunk.

Tegyiik fel, hogy n — 1 dimenzids térre igaz az allitds. Legyen s, A-nak egy
egységnyi normajy sajatvektora. Ekkor V = (s,) & (s,)*, ahol (s,) A-ra invaridns
1 dimenzids altér, tehat (s;)* A" = A-ra invaridns n — 1 dimenzids altér. Tehat A
(s1)*-nek is nadjungdlt linedris transzfomacidja, igy az indukcié szerint van (s;)*<
ben olyan ortonormalt bazis, amely A sajatvektoraibdl all. Ez s,-gyel egyiitt V-nek
ortonorméalt bizisit adja, amely A sajatvektoraibél all. A 18.10 Tétel szerint A
sajatértékei valésak. A sajdtvektorok bazisaban A mdtrixa diagonalis matrix, ahol
a diagonalisban a sajatértékek allnak.

A fenti bizonyitashoz hasouldan lithatd be a kdvetkezd tétel is.

18.12 Tétel: Ha (V, f) véges dimenzids komplex euklideszi tér, és A : V — VW
unitér linedris transzformdcid, akkor V-ben van olyan ortonormalt bazis, amely A
sajatvektoraibdl &ll. Ebben a bazisban A mdtrixa diagondlis matrix, a diagonalis
elemek A sajatértékei, melyek egységnyi abszolitértékiek.

Analdg tétel igaz normdlis linedris transzformaciora is, ehhez sziikségiink van

elébb a kovetkezd eredményre.

18.13 Tétel: Legyen (V, f) komplex euklideszi tér. Ha A : V. — V normdlig
linedris transzformadcid, akkor A-nak minden sajatvektora A"-nak is sajatvektora.
Ha As = As, s # 0. akkor A"s = Xs. A kiilonbdzd sajatértékekhez tartozd
sajatvektoral ortogonalisak.

Legyen most (V) f) valos cuklideszi téren, A normaélis linearis transzformacié. Ha

A € R A-nak sajatértéke ¢s As = As s # 0, akkor A”s = As is teljesiil.

Bizonyitas: A komplex esetre bizonyitunk, a valds esetre vonalkozd allité
hasonloan lathatd be.

Ha As = As és s # 0. akkor (A — Aidy)s = 0. gy 0 = = f((A = Xidy)s, (
Aidy)s) = f(s. (A= Ady ) (A = Aidy)s) = f(s, (A% = Nidy ) (A - Aidy)s) = f(s(
Ady ) (A* = Aidy)s) = f(s, (A = Aidy ) (A" — )\ltlv)L_)) = f((A = Aidy)s, (A7
Aidys) = f((A* = Nidys, (A*=Xidy)s). Mivel f pozitiv definit, igy (A*— Aidy)s =
azaz A"s = As.

Legyen As = s, A
uf(s,u). Tehdt f(s,u

IO

pu p # A Ekkor Af(s,u) = f(A%s,u) = f(s,Au) =

u

0.
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Most bebizonyitjuk a normalis transzformaciokra vonatkozo tételt. Mivel minden
Snadjungalt és unitér transzformacié normalis, ezért ily médon ez és a 18.10 Tétel
bizonyitést ad a 18.11 és a 18.12 tételekre is.

18.14 Tétel: Legyen (V, f) véges dimenzids komplex euklideszi tér, A: V =V
normdlis linedris transzformdcid. Ekkor V-ben van olyan ortonormalt bazis, amely
A-sajitvektoraib6l all. Ebben a bazisban A matrixa diagonalis matrix, ahol a

diagonalis elemek A sajatértékei.

Bizonyitas: dim V = n-re vonatkozé indukciéval bizonyitunk. n = 1-re az allités
trivialis. Tegyiik fel, hogy n — 1 dimenzids térre igaz az allitas. I:ejg/ye‘n Sy A-I}ak egy
egységnyi norméaji sajatvektora. Ekkor V = (s,) @ (8;)*. Az el6z0 tétel ?z?rmt (§1)
A-nak és A*-nak kozds invarians altere, tehdt (s,}* A*-raés (A7)" = A-raisinvarians
altér a 18.9 Tétel szerint. Tehat A (s,)*-nek is normalis linearis transzforméciéj'a.
dim(s,)* = n — 1, igy az indukcié szerint van (s,)*-ben olyan ort)onor’m.él‘t béz’xs,
amely A sajatvektoraibél all. Ez s;-gyel egyitt V-nek ortonormalt ba21.s,at' ac'l]a:
Ebben a bazisban A maétrixa diagondlis métrix, ahol a diagonalisban A sajatértékei

allnak.

18.15 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy (V,f) komplex euklideszi téren egy
AV o V ferdén énadjungdlt linedris transzformaciéhoz 1étezik V-ben 'olyfan
ortonormalt bazis, amely A sajatvektoraibdl all. Ebben a bézisbz’m A maétrixa
diagonalis métrix, a diagonalis elemek A sajatériékei, melyek tiszta képzetesek vagy

nullak.

18.16 Feladat: Bizonyitsuk be a 18.11, 18.12, 18.13 és 18.14 tételfak
megforditésat, azaz lassuk be, hogy ha létezik V-ben olyan or’tonnormz.ilt bazis,
amelyben A matrixa diagonélis, akkor A normélis, ha még ezen k}vu] tu(’ijuk, hogy
a diagonalis elemek valésak (egységnyi abszolut értékiiek illetve tlSZti’i ?(}epzetesck).
akkor A énadjungalt (unitér, ferdén dnadjungalt) linearis transzformacio.

18.17 Megjegyzés: Kénnyen lithatd, hogy a 13.28 Tétel analogonja uniteér
métrixokra is igaz. Itt az ortonormaéltsig a (C™, (, )) térben értends.

18.18 Kévetkezmény: Egy A € M,[C] matrix pontosan akkor

(0} normalis matrix

(¢® onadjungalt métrix
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{gif ferdén énadjungalt matrix

(4 unitér matrix

ha létezik olyan U € M, [C] unitér matrix, hogy g'lg
(1} diagonélis matrix.
(ty diagondlis matrix és a diagonélis elemek valdsak.
{e1) diagondlis métrix és a diagonalis elemek tiszta képzetesek vagy nulldk.

frah diagonalis matrix és a diagonalis elemek egységnyi abszoldt értékiiek.

Bizonyitds: Csak az 6nadjungdlt esetet bizonyitjuk a tobbi hasonlé mdédon
lathatd be.

Ha A 6nadjungalt matrix, akkor a (C,(,)) komplex euklideszi téren a vele vald
szorzas 6nadjungalt linedris transzformacié. Tehat A sajatértékei valdsak és létezik
a (C",(,)) térben olyan ortonormilt {s,,...,s,} b_ézis, amely A sajatvektoraibgl
all. Tehdt A egyszer struktirdju maétrix. Legyen U az a Tnétrix, amelyneld
oszlopvektorai s,,...,s,. Ekkor a 18.17 Megjegyzés szerint U unitér matrix és

A1

I

AU =
An

ahol Ai € R = 1,...,n az A métrix sajitértékei. Ha egy U unitér métrixrd
g“lg = D, ahol D valés diagonalis matrix, akkor A= UDU™ matrix
dnadjungalt, hiszen A" = UDTUT = UDU™ = A

18.19 Ko&vetkezmény (Valés fStengely tétel mdtrixokra): Ha A ¢
M. [R] szimmetrikus mdtriz, akkor A sajatértékei valésak és létezik R"-ben A-nak
ortonormalt sajatvektorrendszere {s;,...,s,}. Legyen M € M,[R] az az ortogonalis

matrix, melynek oszlopvektorai s;,...,s,. Ekkor

A
TAM =

A ——] tl

An

[

ahol Ay, ..., A, az s;,..., 8, sajdtvektorokhoz tartozé sajatértékek.
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Bizonyitds: A € M, [R]igy 4 € M.[C] és A onadjungdlt iatrix. Igy az el6zéek
szerint A sajétérﬁékei valésak. B

Most megismételhetjiik a 18.11 Tétel bizonyitdsat az (R7",(,)) euklideszi térre
és az A-val valo szorzasra, mint lincdris transzformadciéra, amely mint tudjuk
szimmetrikus linedris transzformacié. A sajatvektorok azért lesznek R"-beli
vektorok, mert egy valds egyiitthatds egyenletrendszer megoldasai.

Igy egy {s;»---,8,} C R™ ortonormalt sajatvektorrendszerhez jutunk. Ha
M € M,[R] az ezekbdl mint oszlopvektorokbdl allé matrix, akkor erre az ortogonalis
matrixra a fenti allitasok teljesiilnek.

18.20 K&vetkezmény: (Valds fétengelytétel) Legyen (V, f) véges dimenzios
valds euklideszi tér, A : V — V szimmetrikus linedris transzformdcio. Ekkor A
sajatértékei valédsak és van V-ben olyan ortonormalt bazis, amely A sajatvektoraibodl
all. Ebben a bazisban A maétrixa valdés diagonalis matrix.

Bizonyitds: Vegyiink V-ben egy tetszéleges ortonormalt bazist.  Ebben
4 matrixa [A], a 18.8 Tétel szerint szimmetrikus madtrix, f matrixa [, igy
flu,v) = [WT[v), azaz f hatdsinak éppen az R™-beli skaldris szorzds felel meg
a koordinatavektorokon. Az elézd kdvetkezmény szerint [A] sajatértékei valdsak
és létezik R™-ben olyan ortonormalt bazis, amely [A] sajatvektoraihdl all. Ennck
osképe a (V, f) téren egy olyan ortonormalt bazis, amely A sajatvektoraibdl all.

Ebben a bazisban A matrixa a sajatértékeibdl allé diagondlis matrix.

A fenti tételeket vigy is meg lehet fogalmazoi, hogy a tér bizonyos egymasra
ortogonalis invaridns eltereire valé felbontdsarél mondunk ki tételt. Példaul az

onadjungalt illetve szimmetrikus transzformaciokra ez igy szol.

18.21 Tétel: Legyen (V,[) n dimenzids valds (illetve komplex) euklideszi ter,
AV — V szimmetrikus (6nadjungalt) lincaris transzformacié. Legyen s,,...,s,
A-nak az el6zékben garantélt ortonormalt sajatvektorrendszere, amely bézis V-ben.
Legyen V; = (s;) i = 1,...,n. Ekkor V = @]_, V; cgymdsra paronkéut ortogonilis
1 dimenziés A-invarians alterek dirckt dsszege. Legyenek 7 : V — Vie=1,...,n
azok a leképezések, amelyekre v = v, + - +v, v, € Vii=1,...,n v € V esetén
mi(v) = v;,t =1,...,n. m;i-t a Vi-re vald projekcidnak nevezziik. Ezekre a kovetkezd
tulajdonsagok teljesiilnek.

A mi=1,...,n lcképezések linedris operatorok, amelyekre

1';".2:7(,- 7{',‘7[']'20 haz;ﬁ]
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dy =m+- 4+,
es

A= i/\,’ﬂ'.’ y
i=1

ahol ; € R az s;-hez tartozo sajatértékek, i =1,...,n.

Bizonyitas: Nyilvanvald, hogy V; = (s;) i = 1,...,n 1-dimenziés A-ra invariane,
altér és i # j-re V; minden vektora ortogonalis V, minden vektorara.

Legyen v € V, ekkor v € (s;,...,8,) =Vi+ -+ Vo, tehdt V=Vo +--- + V,.

Haz e VN Z#i V;, akkor f(z,z) =0, tehat z = 0.

lgy Viny ., Vi =0, tehdt V=P, V.

Nyilvanvald, hogy 72 = m,, mm; =0, ha: # j,idy = 7 + .-+ + 7, és m; linedris
operator ¢t = 1,...,n esetén.

Asi=Ns;i=1,.,né (0, Aim)(s)=Ais;i=1,...,n.

Tehat A és ", A\im; lineéris operdtorok az {s,,...,s,} bazison megegyeznek
Igy egyenldek is a 13.8 Tétel szerint.

18.22 Feladat. Fogalmazzunk meg az el6z6khoz hasonld tételt normalis, unitér
és ferdén onadjungalt linearis transzformaciéra.

A fotengely tétel alkalmazhaté kvadratikus alakok négyzetiisszeggé,
transzformalasara.

18.23 Tétel: (kvadratikus alakokra vonatkozd fétengelytétel)

Legyen V egy valds (illetve komplex} szamtest feletti vektortér ¢ : V — R
valos értékii kvadratikus alak. Ekkor van V-ben olyan bdzis, amelyben g méatrixa
diagonalis matrix és u € V esetén g(u) = 5 i, \u? (illetve g(u) = S0 Aijuil?).

Ha eredetileg egy (V,f) euklideszi térbol indultunk ki akkor a fenti bazig

valaszthatd ortonormaltnak is.

Bizonyitis: A komplex esetre bizonyitunk. Hasonlé médon }Jathatd be a valée
eset is, Rogzitsiik V-nek egy bazisat. g valds értékil kvadratikus alak, igy a 16.11
Tétel szerint a hozzd tartozo bilinedris fiiggvény Hermite-féle, és ennek a V-bely
bazisban matrixa egy A Snadjungdlt matrix. '

Tehdt g(u) = -[Fé[g] Legyen (s;],...,[s.] A-nak a (C",(,)) térben ortonormalt
sajatvektorrendszere. Ez bazis C™-ben. Ha ennek a bazisnak a V-beli osképére
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Do 1vnek
.érink at. akkor a baziscseretranszformacio matrixa :_Ai € Mn[C.],’ mellz/tnea
o<zlopvekt§rai (8], -+ [8n)- M tehat unitér matrix. Ha [&] az u koordinatavektor
az \ij béazisban, akkor M[i] = {u], ezért
o T TRAT A M —
olu) = (Ma)T AM (3] = [&]" M"AM[4] =

Ha eleve egy (V,f) euklideszi térbél indulunk ki, akk?r E réng;e'tt ba]mst f[—:i
nézve ortonormaltnak vélasztjuk. Ebben a bazisban fﬂitrlxa 1, tehat [s4),. -0 180
osképei f-re ortonormaltak lesznek, mivel f(s;,8;) = [Q‘]T]L[QJ]: 5’;1'. ) )
18.24 Kovetkezmény (Két kvadratikus alak egyidejii négyzetosszegg
transzformalisa) ’ e
Legyen adott V valds (illetve komplex) szamtest feletm’ve .tkorvezen iivan e
definit és egy g valds értéki kvadratikus alak. Ekkor létezik V-ben olya

alllelyben atl a e y egmalrix € natri oS 14, O“al S Il]atll Ek
1 rixa Val d g 1 X L\OI
f m 1X g S g 1 tA 1 S g

n 2y 2 = S5 au? (illetv u) =
T = St Gilletve f(w) = Simy luf?) és glw) = Tiy and (llevve gl)

Diey ofual?)-
Bizonyitéas: Az el6z6 tételt alkalmazzuk a (V, f) enklideszi térre.

. a (o] tle € € e t a - 5 a q|q 0oz ] deflnlt,
18 25 I eld . P n ndSZ rr ,Zg se escten T 2 1k k p trv k
a L, - 2‘E ‘blkqlqk pOt(‘l’lClallS energla \a»lO’; er beku }‘xVadlat/lkub a,lak Al almas
/ - 35 E Q = 3 E Q YA { ,k . szer
ELZISba L ala 1eSZ. Zok(’t hl\/ a a re l(l €
n T 2 1 i 2 1 /\l 1 ku E

normadlkoordindtdinak vagy Rayleigh-féle koordinataknak.

18.26 Feladat: Legyen V,f és g mint a 18.24 Kovetkezményben. kR:gzztsuk
. . : At T Atri izonyitsuk be, hogy
’ 47154 trixa F g matrixa G. Bizonyi )
1"-nek egy bazisat. Legyen ebben f ma 1 . ol
ckkor a ?znti gi=1,...,n egyiitthaték éppen det[G — AF] polinom gyokei.

. . e N 4sandl
18.27 Megjegyzés: Egy kvadratikus alak négyzelosszcgge transzformaélasana
G 5 Srtelmiek.
az egyiitthatok nem egycr o .
Példaul >0 a:ul-nal, ha u; helyett olyan koordinatakra térck at, amelyekre
e — 1y ) ; ) . .
% hal?otl' # (; akkor elérhetd, hogy minden egyiitthato +1 vagy 0 legyen
b t Al

U, = V(I::I—i

Viszont igaz a kovetkez6 tétel.
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18.28 Tétel (Sylvester-féle tehetetienségi tétel): Egy V valdés (illetve
komplex) szamtest feletti vektortéren értelmezett valés értékdi kvadratikus ajak

négyzetosszeggé transzformalt alakjaban egyertelmi, hogy hany egyiitthaté pozitiv,
nulla illetve negativ.

Bizonyitds: A valés esetet bizonyitjuk. Hasonidan lithatd be a komplex eset is.

Legyen g(u) = }I_, e} kvadratikus alak az {e,

..»€,} bdzisban felirva.
Ebben a bizisban ¢ mdtrixa

(&3]

Gn

A 16.11 Tétel szerint ehhez a kvadratikus alakhoz az

’

@
fluv) =y’ (

szimmetrikus bilinearis figgvény tartozik.
Tehat f(gl-,gj) = 5,'_7‘0,‘
Sorszamozzuk at sziikség szerint az e,,.. . ¢, bazisvekiorokat ugy, hogy
1<i<p esetén o, = fle,.e) >0,

pH1<i<p+s esctén a; = f(g.e) =19,

és
p+s+1<1<n esetén o = fle;, ) <0

Legy(‘n E‘ = (51.,..,_6"_,1}. E,‘, = (

€ppire 1Ly Ekkor Vo= By @ E,. Az [ :
£y x Ey — R bilinearis fiiggvény pozitiv definit, hiszen 0 # v € E, esetén, ha
v = 3ol vig, akkor f(u vy = 3 v f(e,g5) = T, via; > 0.

Viszont [ : E3 x F; — R bilinearis {iiggvény negativ szemidefinit, hiszen 0#ve
E; esetén, ha v = )" v,¢; akkor f(y,v) = 2, via <0,

Tegyiik fel, hogy egy masik {¢,...,€,} bazisban g(u) = 57, Biil: és ¢ darab
Ji > 0. Sorszamozzuk &t az ¢,...,e] vektorokat is a fenti médon: 1 < i < ¢
esetén legyen f(v;,1,) > 0és g+ 1 < i < n esetén legyen f(y;,v;) < 0. Ekkor
E, = (gl,...,yq), E; = (U441++- -, 2,) eselén szintén V = E & E; és az

f:Eyx E; -+ R bilinedris fiiggvény pozitiv definit az ,
fEyx by - R

bilinearis fiiggvény negativ szemidefinit .
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Ha p > ¢ lenne, akkor dim E; +dim E; > n miatt £ ﬂ~E2 # {0}, hiszen ellenkezé
esetben Ey + E; = E; @ E; < V lenne és dim E; + dim E; > n miatt ez lehetetlen.
Tehat létezik egy 0 £ z € E;1 N E; éserre 0 < f(z, ) <0, ami ellentmondas.

A kvadratikus alakok négyzetdsszeggé transzformalhatdsigabdl kénnyen
leolvashaté a 1. definitségi kritérium, amelyet a 16.17 Tételben fogalmazunk meg.

16.17 Tétel (1. definitségi kritérium) bizonyitdsa: A komplex es.etet
bizonyitjuk, hasonléan lathato be a valds eset is. Legyen g : V —» R kfvadratlkus
alak, legyen f a hozzd egyértelmien tartozé Hermite-féle bilinearis fﬁggvel?y. Ekk(‘)r
flu,p) = @Té[y], ahol A a g kvadratikus alak mdtrixa. A Hermite-féle, tehat
sajatértékel valésak. A 18.23 Tételben lattuk, hogy van egy olyan M € M,[C]
unitér matrix, amelyre

A
M™'AM = ‘
248 N
ahol A1,..., A\, A sajatértékei és, ha a térben egy olyan baziscserét hajtunk végre“,
ahol az 4j bazis elemi az M oszlopvektorainak mint koordindtavektoroknak megfeleld

vektorok, akkor
A

flu,v) = (@" 3] .

M
g(u,v) = [a]" (@] .
An
azaz g(u) = > o, Ailé:]®. Ebbdl pedig nyilvanvalé, hogy g pontosan akkor pozitiv
definit, ha minden A; > 0. Hasonldan lathato be a tobbi eset is.

A 16.20 Tétel (2. definitségi kritérium) bizonyitasa: A komplex esetet,
bizonyitjuk. A valds eset is hasonldan lathatd be. Eloszér az (i) ese‘tt.el'foglalkozunk.
Legyen g : V — R kvadratikus alak. Legyen {¢,,...,e,} egy bazis V-beT). ’Le.tgyen
f a g-hez egyértelmiien tartozé Hermite-féle bilinearis fliggvény. A.fentl bazishan
f(u,v) = @Té[y], ahol A = (a;;) g matrixa az {gl,...,g’n} b.ai‘zml?a.n. "Leg)‘ren
Vi={e1,-.-,€)- Ekkor az f : V; x Vi = C szintén Hermite-féle bilinearis {gggveny
és g : V; = R a hozz4 tartozd valds értékli kvadratikus alak, melynek matrixa az
{€1,--.,¢;} bazisban éppen

ayy ' a4y

(275 R / 1)
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Tegyiik fel elészor, hogy ¢ : V — R pozitiv definit kvadratikus alak. Ekkor g

Vi = R szintén pozitiv definit kvadratikus alak minden ¢ = 1,...,n esetén. Pozit/s
definit kvadratikus alak matrixdnak sajatértékei az 1. definitségi kritérium alapjar
pozitivak. Ezért mdtrixanak determindnsa, amely a sajitértékei szorzata, szintén

pozitiv. lIgy belattuk, hogy a sarokaldeterminansok sorozata pozitiv, azaz D; >
0,D;>0,...,D, >0.

Tegyiik fel most, hogy D; > 0,D; > 0,....,D, > 0. Megmutatjuk, hogy g
pozitiv definit kvadratikus alak. Ha g matrixa diagonalis, akkor a diagonélisban a
matrix sajatértékei allnak. A Dy =X >0D; = M, > 0...D, = XM .. A, >
0 feltételkekbdl Ay > 0,4, > 0,..., 4 > 0 kévetkezik, amely az 1. definitségi
kritérium alapjan azt adja, hogy g pozitiv definit.

Ha g mdtrixa nem diagonalis matrix, akkor sorozatos baziscserét hajtunk végre
gy, hogy kézben a Dy,..., D, determininsok ne valtozzanak és végiil g matrixa
diagondlis legyen. Ha ezt sikeriil elvégezniink akkor az el8z8ek szerint mar tudjuk,
hogy g pozitiv definit.

Legyen é‘.j()\) az a matrix, amelynek fédiagondlisiban minden elem 1, z-edik
sordnak j-edik eleme ) és az Ssszes tébbi eleme nulla.  Kénnyen lathatd, hogy
éij(/\)-val egy matrixot jobbrdl szorozva, a métrix i-edik oszlopanak A-szorosa a
J-edik oszlophoz adddik, balrdl szorzds esetén pedig a j-edik sor A-szorosa az i-edik
sorhoz adddik.

Mivel ay; = Dy > 0, ezért képezhetd az

M=F “qz )
= T ay

Legven ez a baziscseretranszformacié matrixa.

Ekkor g matrixa az 1ij bazishan ETA]\L Mivel A énadjungdlt métrix ag; = @y,

igy
—T — 31
- E ( ) |
=21 ap
Igy e transzlormécié elvégzése soran A-nak elsé soranak mdsodik eleme és
masodik sordnak elsé eleme kinullizédik,  Hasonlé mddon alkalmas Eij(/\)
matrixokkal, mint bdziscsere transzformicickkal elérhets, hogy g-nek az dj
bazisbeli matrixdnak az elsé sor elsd elemén kiviil mindegyik eleme nulla. A
sarokaldetermindnsok sorozata valtozatlan, mert egy determindns értéke nem

valtozik, ha a maétrix egyik sordnak (illetve oszlopanak) skalarszorosat egy masik
sordhoz (illetve oszlopahoz) adjuk.

Igy Dy > 0 és ezért a transzformalt 4 = (&i;) matrixra ag, > 0.

Hasonléan mint elébb kinulldizhaté a 2. sor és a 2. oszlop tobbi eleme.
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Tegyiik fel, hogy mar i sorban és ¢ oszlopban csak a diagonalis elem maradt
meg és az eddigi 1épéseknél a sarokaldetermindnsok sorozata viltozatlan. Ekkor
D.4y > 0 miatt az i + 1-edik sor i + 1-edik eleme pozitiv, tehdt az eljdras folytathatd.
Végil g matrixa diagonalis lesz és mivel a sarokaldetermindnsok sorozata valtozatlan
visszavezettiik a feladatot a mar megoldott esetre, igy ¢ pozitiv definit.

(1) Ha g negativ definit, akkor —g pozitiv definit és ennek matrixa —A. —A
sarokaldetermindnsai pozitivak, ezért A sarokaldeterminansai jelvaltéak és az elsj_(')—'
negativ. Ha A sarokaldeterminénsai_jelvé]téak és az els6 negativ, akkor —A
sarokaldetermindnsai pozitivak, tehat —g pozitiv definit, azaz g negativ definit. -

18.29 Megjegyzés: A bizonyitibdl az is kitiinik, hogy ha a sarokaldeterminasok
sorozata pozitiv és negativ értékeket is felvesz, de g nem negativ definit, akkor g
indefinit. Ez természetesen az indefinitségnek nem sziikséges feltétele.
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19. Unitér, ortogonalis és
normalis transzformacidék tovabbi
tulajdonsagai

Most az unitér transzformécidkat fogjuk jellemezni

19.1 Tétel: Legyen (V, f) n dimenzidés komplex euklideszi tér. Egy A: V — V
lineéris transzformacidra a kdvetkezé allitasok ekvivalensek

A wunitér linedris transzformdcid.
A:V — V izometria.

A:V — V tavolsagtartd transzformacid, azaz | Aul| = ||u|[Vu € V esetén.

‘A minden V'-beli ortonormalt bazist ortonormalt bazisba visz.

létezik V-ben ortonormalt bazis, amelyet A ortonormadlt bazisba visz.

létezik V+-ben olyan ortonormalt bazis, amelyben A maétrixa diagonalis métrix és a
diagonalis elemek 1 abszolut értékiek.

Bizonyités: (i) — (ii) Mivel A unitér transzformacié, ezért A~! is létezik, igy A
vektortérizomorfizmus. De A* = A, igy f(Au, Av) = f(u, A”Av) = f(u,v), tehat
A izometria.

(11) — (iil) Mivel A izometria, igy f(Au, Au) = f(u,u) tehdt |Aul| = ||u|| Yu e V
csetén, azaz A tavolsdgtartd

(i) — (i) || Ay|| = Jul|-bdél f(Au, Aw) = f(u,u) kovetkezik. Ez egy kvadratikug
alak; amely az f(Au, Av) és az f(u,v) Hermite-féle komplex bilinearis figgvényekhez
tartozik, tehdt f(Au, Av) = f(u,v) a 16.11 Tétel szerint.

(i) — (iv) Mivel A izomclria, ortonormalt vektorrendszer képe ortonormalt
vektorrendszer.  De minden n-elemi ortonormadlt vektorrendszer bazis, igy
ortonormalt bazis képe ortonormalt bazis.

(iv) — (v) A Gram-Schmidt-féle ortogonalizacié szerint van a (V, f) térben
ortonormalt bazis. Ezt (iv) szcrint A ortonormalt bazisba viszi.
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(v) — (i1) Legyen ¢;....,¢e, V-ben ortonormal: bazis és de,...., Ae, szintén
legyen V-ben ortonormalt bézis. Legyen u = Yo e, U= ;'1=1 Bie;.
Ekkor ff“{ﬂa AE) = f (Z?:] niAgiv Z;\:l /@JAEJ) = Zi,j a;,BJf(A_Q,, AEJ) =
Eu a:3;f(e;e;) = f(u,v). Tehdt A skalrszorzattartd. o

A 13.18 Megjegyzés szerint A vektortérizomorfizmus, tehat A izometria is.

(ii) — (i) A izometria, igy A" létezik és f(Au, Av) = f(u,v) Vu,v € V esetén.
Ezért f(u, A*Av) = f(u,v)Vu,v € V esetén. Tehit A"A eleget tesz az id}-ot
definidlé egyenlStlenségnek. Igy A*A = idy = idy a 18.3 Tétel szerint. Azaz A

R T , . IR
unitér linedris transzformacié.

(1) — (vi) Ez kdvetkezik a 18.12 Tételbs). i

(vi) — (i) A métrixa a (vi)-beli ortonormalt bazisban unitér matrix, tehat [A] =
[A]7Y, azaz (A"} = [A7"] és igy A" = A~

Valés terekben ennek a tételnek a kovetkezé analogonja igaz ortogonélis

transzformacidkra:

19.2 Tétel: Legyen (V,f) valés euklideszi tér. Egy A : V — V lineéris
transzformacidra a kovetkezd allitasok ekvivalensek

(") A ortogondlis linedris transzformdcid.

(@ A:V — V izometria.

(('If) AV — V tavolsagtarté linearis transzformacid, azaz || Aul| = |lul|Vu € V' esetén.
(" 4 minden V-beli ortonormalt béazist ortonormalt bazisba visz.

M létezik Voben olyan ortonormalt bazis, amelyct A ortonormalt bazisba visz.

(Vl",‘létezik V-ben olyan ortonormalt bazis, amclyben A métrixa cgy-és kétdimenzids
blokkokbél 4ll6 blokkdiagonalis matrix. Az cgydimenziés blokkokban +1 vagy —1
all, a 2 dimenzids blokkokban pedig

oS singp
—sing  cos

valamely o-re.

Bizonyitas:
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—

L) ~—— (i) =——=(i0Q)

b

{ (tv)

I

(v() (v)

18. abra

Az itt jelzett kdvetkeztetések bizonyitdsai analég médon térténhetnek, mint az el6zdl
tételben.

Az (i) — (vi) bizonyitasahoz sziikségiink van a kovetkezd tételekre:
19.3 Tétel: Legyen (V, f) a valds szamtest feletti n-dimenziés euklideszi tér,
A:V =V lLnedris transzformdcid. Ekkor A-nak van egy nemtrividlis legfeljebb

kétdimenziés minimaélis invaridns altere és abban egy olyan bazis, amelyben A
leszikitésének matrixa egydimenzids altér esetén (A, a kétdimenzids altér esetén

pov
v ou)’
ahol A A-nak valés sajdtértéke, # + iv pedig komplex sajitértéke.

AV — V normdlis linedris transzformdcid. Ekkor A-nak és A*-nak van egy
kézds, nemtrivialis, legfeljebb kétdimenziés minimalis altere és abban egy olyan
ortonormalt bazis, amelyben A lesziikitésének matrixa az egydimenziés altér esetén
'\l a kétdimenziés altér esetén
7Y
(—v ﬂ)’

ahol A A-nak valds sajétértéke, u + iv pedig komplex sajatértéke,

Bizonyitas: (i) Régzitsik V-nek egy bazisat. Belatjuk, hogy A matrix4nak. [A]-
nak van R"-ben egy nemtrivialis legfeljebb kétdimenzids minimalis invaridus altere.
Ha [A}-nak ) valds sajatértéke, akkor vegyiink egy [s] € R" A-hoz tartozé

sajatvektort. Legyen s ennek 6sképe V-ben. Ekkor () A-nak egydimenziés invaridns
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altere, amelyben 4 lesziikitésének matrixa [A]. Ha "4 -nak csax kom.ple,\' s.%y'ttér'tekel
vannai(. akl;or tekintsiik [A]-nak egy [s] sajdtvekiorat A = u + zu'sajat.ertelfkel.
Ekkor [s] = (4] + i[u], ahol [u], [} € R™ és [A)([u] +ilv]) = (s + 1) ([u] + 2],
amelybdl [Allu] + i[A][y] = (plu] - v[e]) + i(v(u] + plo]). gy [Ally] = plu] - v[v] és
(Alle] = viy] + ulg]- / |
Tehat ([u], [v]) [A]-nak kétdimenziés minimalis invaridns altere R"-ben, igy ennek

., . .
6sképe (u,v) < V A-nak kétdimenzids invaridns altere. Az u,v bazisban az A‘(&&)
) =/ —

(1)

(i) Ha A normalis linedris transzformacio, akkor legyen [A] A-nak} Tnétrjxe% eg'y ‘
beli ortonormalt bazisban. A 18.8 Tétel szerint [A] € Mn/[R] norn?ahs matrix és 1g1\
[A] M,,[C]-beli normalis matrixnak tekintheté. A 18.7 Példa szermt’az [{4]—val vald
szorzas normalis linearis transzformécié az (R",(,)) és a (C",(,)) téren is.

leképezés matrixa

Ha [A}-nak van egy A valés sajétértéke, akkor van R"-ben hozza tartozd (s
egységsajatvektor. o

A 18.13 Tétel miatt [s] [A*] = [A]T-nak is A sajatértékhez tartozo sa;atvektox:ell.
Igy (s) A-nak és A*-nak is egydimenzids invarians altere, melynek {s} ortonormalt,
bazisdban Al(z) métrixa [A]. ’ o

Ha [A]-nak csak komplex sajatértékei vannak,’akkor vala,ssz’uk [A]:nal\ cg)
[s] = [u] + ¢[v] sajatvektordt A = pu + v sajétértekkiel. . Haso.n’lo.an, n.]’mt a]z (1)
pontban belathaté, hogy ekkor ([u], [v]) < R™ [A]-nak ketdlmfnzws.mva'r'lar']s’a t‘ere)\_,
melynek bazisa {[u], [v]}. A 18.13 Tétel szerint [s] [A‘]): [A] -nak is sajatwelt\tj ;n
sajatértékkel. Igy hasonléan, mint [A-]—jt_[A]T;riis: belfithatjuk, hogy ([u]. [_:_]}__ﬁ
[A]T-nak is invaridns altere. Viszont [A][s] = Als] és ml,ve'l)[Als Mn[R] [A][g] —)k} [s]
is tcljesiil. A 18.13 Tétel szerint normalis Lran_s;zformacno kulinbozo s,aijat,ert;} }1)97
tartozé sajatvektorai ortogonalisak, gy ([s]. [s],) = 0 a (C™(,)) téren. r;)l c,)r
0 = (i + il ~ ) = (hla) = ()~ ) ) (1 (), T
([l [2]) = 0 és ([u], [u)) = ([u),[2]). lgy [u] és [u] belyett véve a'Z'kM (’3 {L]\ “g ké}w
egységvektorokat, ezek az ([u], [v]) altér ortonormalt bazisat alkotjak, melyck oske)

: y kétdimenzid inimalis invaridns alterét generalja,
V-ben A-nak és A*-nak cgy kétdimenziés minimal é
g
- )

19.4 Tétel: Legyen (V) f) a valds szamtest felett n dimenzids euklideszi tér.

melyben A lesziikitésének matrixa
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1) A: V = V normdlis transzformdcid, ekkor van V-ben olyan ertonormdlt bdzis

1) AV o= V linedris transzformacio. amelynek matrixa a komplex szamtest felett

egyszert struktirdji mdtrir.

Ekkor létezik V-ben egy olyan bazis, amelyben A matrixa egy és kétdimenzids
blokkokbél 4all6 blokkdiagonalis matrix. Az egydimenzids blokkokban A valds
sajatértékei dllnak a kétdimenziés blokkok

N
-v u

alakdak, ahol 1 + iv A-nak komplex sajatértéke.

!
amelyben 4 maétrixa az (i)-pontban lefrt alaki.
Bizonyitas:
1) Az allitast most nem bizonyitjuk. Kévetkezik a valds Jordan-féle normnalakbél,

melyet a Figgelékben bizonyitunk az F 1.16 Tételben.

1) dimV = n-re vonatkozé indukcidval bizonyltunk. Ha dimV = 1, akkor az allitag

trividlis. Tegyiik fel, hogy dimV < n — l-re az &llitas igaz. A 19.3 Tétel szerint
A-nak és A*-nak van egy kézés legfeljebb kétdimenziés W invarians altere és abban
egy olyan ortonormalt bézis, amelyben Alw matrixa a kivant alakii.

Ekkor V= W & W+, ahol a 18.9 Tétel szerint Wt A-ra és A*-ta is invaridns altér.
Tehdt A’Wi is normalis transzformécié, fgy W-ben van a feltételeknek eleget tevé
ortonormalt bazis és ez W bazisdval egyiitt V-nek egy megfeleld hazisat adja.

19.5 Kévetkezmény: A 19.2 Tétel bizonyitdsanak (i) — (vi) implikaciéjat az
el8z6 tétel segitségével be tudjuk 1dtni.

Bizonyitas: Ha A4 egy ortogonalis linearis transzformacié a (V, f) valés euklideszi
téren. akkor A normalis, igy a 19.4 Tétel szerint van V-ben olyan ortonormalt bdzis,
amelyben A matrixa egy és kétdimenziés blokkokbél 4116 blokkdiagonalis métrix ahol
a blokkok az idézett tételbeli alakiak. A 18.8 Tétel szerint ez a matrix ortogonalis
matrix, igy az egydimenzids blokkokban +1 vagy —1 allhat csak. Egy

(%

N _V ﬂ
matrix ortogonalitasa g +v? = | esetén all fenn. Tehat i = cosp v = sin @ alkalmas
@ szogre.
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19.6 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy eg: 1./ +alds euklideszi térben egy
antiszimmetrikus linearis transzformdcidhoz van olvan bazis, melyben annak
matrixa egy Es két dimenzids blokkokbdl allo blokkdiagonalis matrix. Az
egydimenzids blokkokban nulla 4ll, a kétdimenziés blokkok

0 v
-v 0
alakuak, ahol 1v A sajatértéke, v € R.

19.7 Feladat: Fogalmazzuk meg a 18.18 Kovetkezmény analogonjat valds
normalis, szimmetrikus, antiszimmetrikus és ortogondlis matrixokra. Bizonyitsuk
i< be!
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20. Felbontasi tételek

20.1 Definicié Legyen (V, f) valds (illetve komplex) euklideszi tér A : V. — V
énadjungdll (illetve szimmetrikus) linedris transzformacié. Azt mondjuk, hogy A
pozitiv definit; ha A-nak minden sajatértéke pozitiv. A pozitiv szemidefinit, ha A
minden sajatértcke nemnegativ,

20.2 Példa: lla a (1) f) euklideszi térben az A 1 V' — V linedris transzformacis,
akkor AA" és A4 pozitiv szemidefinit, ha A invertdlhatd, akkor pozitiv definit.

Bizonyitas: A.1"-ra bizonyitjuk csak (A" A-ra hasonléan ldthatd be). A komplex
escetet bizonyitjuk esak, valdsra hasonld a bizonyitds.

(AA7) = AA" tehdt AA™ dnadjungdlt. Legyen ¢;,...,¢, AA* sajitvektoraibdl
allé ortonormdlt bézis. Ekkor A4"¢, = Ae; i =1,...,n,ahol ; e Ri=1,...,n.

A= AiflGa) = fAigie) = [(AA g ) = f(ATe, ATe;) 20

Eiv sy

Tehat A4 pozitiv szemidefinit lineéris transzformacié. Ha A invertalhaté,
akkor A™ is az (hiszen alkalimas bazisban matrixa 4 matrixanak transzponaltjanak
konjugaltja). De ekkor A¢; # 0, igy A = f(A%¢;, A%e;) > 0, azaz AA* pozitiv
definit.

20.3 Tétel: Legyen (V, f) euklideszi tér, A : V. — V pozitiv definit (illetve
pozitiv szemidelinit) linearis transzformdcié.  Ekkor 1étezik egyetlen olyan B :
V — ¥ pozitiv definit (illetve pozitiv szemidefinit) linedris transzformacid, amelyre
B? = A. Ezt az A transzformaécié gyokének nevezzitk és v/A-val jeléljiik.

Bizonyitas: Komplex tér esetére bizonyitunk, valdsra hasonléan lathaté be.

Legyen {€1,...,€,} V-beli ortonormalt bazis, melyben A matrixa

M

An

Mivel A; > 0 (illetve A; > 0), VA > 0 (illetve /X; > 0)
Legyen B : V — V az a linedris transzformdcié, melyre Be; = /Ae;. Mivel
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lincasis transzforinacié bazison eldithatd és B*e, = A, tehdit A = B%. Mivel az
€ - ¢, ortonormalt bazisban B maétrixa diagonalis és a diagonalis elemek valésak,
a 18.8 Tétel szerint B énadjungalt linedris transzformacié. B sajatértékei Vi >0
{illetve v/A; > 0), tehat B pozitiv definit (illetve pozitiv szemidefinit).

Ha B, egy masik pozitiv definit (pozitiv szemidefinit) linedris transzformacis,
melyre A = B2, akkor egy {e},...,€,} ortonormalt bazisban B, matrixa diagonalis

matrix

B

i3,
Ebben a bazisban A matrixa

ek

32
jﬂ

tehat By, ..oy By VA, - -1V An egy permuticidja.
Legyven p(z) az a legalacsonyabb foku Lagrange-féle interpolacids polinom, amely

Ao, A, helyen VA, ..., VA -et vesz el

Jelolje [Al(.,} az A linearis transzformdcié matrixat az {e,,...,€,}, [A]{z) az A

linedris transzformacié matrixat az ¢f,..., e, ortonormalt bazishan.

Ekkor 3

Ay =p([A)e)) =» =
B2
P(ﬁf) B
— = = [B]](S:} '
p(B%) Bn
Tehat p(A) = B,.
Viszont
A\ VA
Py = P ([Aley) =P = = [Blie)

Tehat p(A) = B. lgy B = B,.

20.4 Tétel (Polaris felbontasi tétel) Legyen (V, f) valds (illetve komplex]
euklideszi tér. Ekkor minden A : V. — V invertdlhaté linearis transzformacidhoz

léteznek 51,5, pozitiv definit és O,0; orlogonalis (illetve unitér) linedris
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transzformaciok, hogy A = $,0; = 0,5;. Ezek a felbontasok egyertelmtick.

Bizonyitds: (A valés esetet bizonyitjuk a komplex eset hasonlé). Tegyiik
fel elészor, hogy A invertdlhaté. Ekkor AA~ és A*A pozitiv definit linedris
transzformacidk és létezik VAA" és VA A. Legyen S| = VAA" és S, = VAN
O1 = (VAA*)TA, O3 = (VA*A) A,

Ekkor 0,07 = (VAA")T'A((VAA")TA) = (VAA)TAA(VAA) = idy,
tehat O; ortogondlis transzformdcié. Hasonléan l4thaté be, hogy O, is ortogonalis
transzformacid.

A = 5,01 = 0,5; is nyilvén teljesiil.

Mivel AA* = 5,0,0;8, = S? és VAA* egyértelmi S; egyértelmi. Hasonldar
lathatd be, hogy S, is egyértelmi.

Mivel A™! létezik O, és O, is egyértelmd.

20.3 Megjegyzés: A fenti tétel szerinti A = $;0, = 0,5, polaris felbontag,
akkor is létezik, ha A nem invertdlhatd. S; és S, ekkor pozitiv szemidefinit és szintéi
egyértelmill, Oy, O, nem egyértelmi. Ennek az esetnek a bizonyitdsa megtaldlhatd
példaul [H]-ban.

A polaris felbontasi tétel a komplex szamok z = re® exponencialis alakjanak
‘analogonja. A komplex szamok algebrai alakjanak analogonja a kévetkezd tétel.

20.6 Tétel: Legyen (V, f) valds (illetve komplex) euklideszi tér A : V — ¥
linearis transzformdcié. Ekkor A egyértelmien frhaté egy szimmetrikus (illetve
6nadjungalt) és egy antiszimmetrikus (ferdén énadjungélt) lineéris transzformacié
Ssszegeként.

Bizonyitds: A valds esetet bizonyitjuk, a komplex eset hasonléan 14thaté be.

A" szimmetrikus, A
A-A"
T

- . . . ’ . Id -2 7 .
antiszimmetrikus linearis transzformacié és A = A%A—r

Belatjuk, hogy ez az el6allitas egyértelmai.

Ha A = 5 + Fy = 5, + F; ahol Sy, S, szimmetrikus és Fy, F, antiszimmetrikug
linedris transzformacidk, akkor Sy — S, = Fo — F; §; — S5 = (5, — S F— Fy) =
Fy —F,=—(5 —5;) tehdt Sy — Sy, =0azaz S, = S; és F), = F,.

20.7 Feladat: Bizonyitsuk be, hogy M,[R] mint R feletti vektortér a
szimmetrikus n X n-es matrixok és az antiszimmetrikus n x n-es matrixok altereinek
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direkt dsszege.

Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be ennek M. . Cj-re valo analogonjat.

Lattuk, hogy van bizonyos analégia a komplex szamok ¢s cgy (V, f) cuklideszi tér
linedris transzformacidi kézott. Most ezeket a tulajdonsdgokat tablazatba foglaljuk.

zeC (V, J) euklideszi térben A sajatéricke A
A:V >V linearis
transzformacid
z A A
Z=z A=A AER
(zeR) (A 6nadjungélt vagy
szimimetrikus)
Z=z A*=—-A Rel =0
(Rez =0) (A ferdén onadjungalt vagy
antiszimmetriknus)
2zZz€R AA* dnadjungalt vagy A>0
haz #0 szimmetrikus, ha A~! 1étezik, | ha 47" létezik, akkor A > 0
akkor zz > 0 akkor AA" pozitiv definit
2z =1 AA* =1 Al =1
|z]) = 1) (A unitér vagy ortogonilis)

s+ H

(1))

4

_ AtAT A=A
A= L

2

z

Ll T
T.CH,"

A= S, =1,8,
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21. Fiiggelék

Jordan-féle normalak

Célunk a matrixok Jordan-féle normalalakjardl sz6l6 azon tételek bizonyitdsa
amelyeket a 11. fejezetben mondtunk ki.

Elész6r felbontjuk a teret olyan invarians alterek direkt Osszegére, amelyeken
a transzformaciénknak csak egy sajitértéke van, majd ezeken a altereken belii]
vilasztunk megfeleld, in. Jordan-bézist, amelyben a transzformnacick matrix.

Jordan-féle normalakd. A tér felbontésahoz sziikséglink van polinomok néhany
tulajdonsdgara.

F.1.1 Tétel:

a.) Legyenek p(r), q(z) € F[z] polinomok, ahol tetszGleges test. Ekkor [éteznek
olyan a(x),A(r) € Flz] polinomok, amelyre L.n.k.o. (L) q(x)) = alz)p(z) +
A(x)q(x)

b.) Ha pi(e),..op(x) € Flz] polinomok, akkor léteznek olyan

(), an(e) € Flz] polinomok, melyekre l.n.k.o. (), opel2)) =

aq(z)p(e) + - 4 og(x)pe(r)

Bizonyitas:

a.) Konnyen kévetkezik az dllitds a 3.9 Tételbdl. ugyanis az euklideszi algoritmug
soran minden ri(.) maradék r(e) = oy(z)p(x) + Bi(z)q(z) alkalinas ai(x), Bi(z) €
I'[x] polinomokkal. Tgy az utolsé nem nulla maradékra, a legnagyobb kozés osztéry

is teljesiil ez a tnlajdonsag.

b.) Mivel Lonkeo. (pi(x),.. .. pe(e)) = Lnko.(luko.(p () oy o (), pi(2))

az eredmcény indnkeioval kévetkezik az a)-beli allitashol.

F1.2 Kévetkezmény: Legyen V a komplex szamtest feletti vektortér g : Vo W
linedris transzformacid. Ha m(e) = [I,(z = A)™ ¢ minimalpolinomja, akkor
minden V-beli Ai-hez tartozd Altalinositott sajatvektor legfeljebb my-indexd. A
Ai-hez tartozd Altalanositott sajatalteret Vi -vel jelélve tehat azt kapjuk, hogy
Vi, = Ker ((¢ — Aiid,)™).

Bizonyitds: Legyen v p-nek A;-hez tartozé altalanositott sajatvektora. Ekkor 3
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14.10 Definicid szerint l¢tezik olvan & € Noaere © € Ker(p—Aidy )k Ha b <.
akkor v legfeljebh m, indexi dltalanositott sajatvektor. Ha & > m;, akkor Lnk.o.
{{x =X m(x)) = (z = A)™. Igy az elézd tétel szerint (x—=X)™ = a(r){r—X) +
3iz)m{z). teht (1o — Aidv)™ = a{g)(p — Aidv)* + B(ehn(p) = al2)p - Aidy )
tehdt, mivel v bennevan a{p)(w — A;idy)¥ magterében, igy (v — Aidy)™v = 0, ezért
v legfeljebb m; indexi 4lialanositott sajatvektor.

F1.3 Tétel (Primér felbontasi tétel) Legyen V' a komplex szamtest feletti
vektortér ¢ : V' — V linedris transzformacié, melynek

s

miz) = H(:c — )™

=1
a minimalpolinomja, V), pedig Ai-hez tartozé altaldnositott sajataliere.
Ekkor
V=ai, W,
ahol Vjp-re invaridns altér és a o|Vi transzformaciénak (r — A)™ a
minimalpolinomja.

Bizonyitas:
l.n.k.o. m(z) ey m(z) ) =1,
(x — Ay)m (x — X, )me
tehat az F1.1 Tétel szerint 1éteznek olyan o (z), ..., a,(z) € Clz] polinomok, hogy
° mlx) B
; o)y =

-t behelyettesitve kapjuk, hogy

> aile) [J (e = Ajidv)™ = idy .
i=1 Iy
Tehdt v € V esetén v = Y.7_ ai(e) [1;4(0 = Ajidy)™w.
Mivel o;() [1;4(0 — 2jidv)™w € Ker ((p — Aiidy)™) = V. Tehat 3°7_, Vi, = V.
Belatjuk, hogy V), N E#k W, = {0}.

Legyen v € Vi, N30 W, Ekkor 370 alo) [1,L:(¢ = Ajidv)™ = idy -t
annulalja, masrészt Snmagdba viszi, tchdt v = 0. (A bizonyitds soran téhhszor

felhasznéaltuk, hogy ¢ a sajat polinomjaval {elcserélhets).
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A 14.9 Példa szerint Vi, @-re invarians altér.

(z =A™ "9|V,\ -nek annuldlé polinomjai = 1,..., s-re. tplv\ minimalpolinomja
a 10.17 Tétel szerint (z — A;)* alaki, ahol ki < m;. '

Ha k; < m; lenne valamely 1 < ; < s esetén, akkor o (z - )\;)"'-be -t
behelyettesitve ez minden V3,-n nulla, tehdt V-n nulla. Ez ellentmond annak, hogy
ITii(z = )™ » minimalpolinomja volt. Tehit ‘*'”ivl minimalpolinomja (z — A;)™.

F.1.4 Tétel: Legyen V a komplex szamtest feletti vektortér, v : V. — V
lincdris transzformacié, melynek minimdlpolinomja m(z) = (z — Ai)™. Legyen
Ky, = Ker ((¢ — Nidv)?) j = 0,...,m;. Ekkor Koy < Ky € -+ < K, és
ha a K; altérben vesziink egy a K;/K;-y faktortérhen figgetlen vektorrendszert

{5;1), o ,ﬁﬁ”}—t, akkor & < j esctén

{le = Midv ) st (o = Nidv i) < K,

eseza N,_i /N, 4_ faktortérhen cgy fuggetien vektorrendszert ad.

Bizonyitas:

(¢ — AV * (5 — /\,-idy)'“._sg') = Ouuc

(p = Midv )~ (p — /\,i(ly)k\_cy) = 0,
a feltétel szerint. Telat
(o = Midv s (o = Nide ) sl < Kog

Tegyiik fel, hogy
t

Z oi(p ~ /\iidv\)k:.‘if.r) € Wij_g_q,

r=1
valamely o1, ..., a, komplex szamokra. Ekkor
4 ] .l
9= (= Xidy)™5 1 3 ai(p — Nidv sl = (= Aidy )Y sl
=1 r=1
Ezért 30 _, cxiﬁgr) € K;_,. De {gj”, . .g‘('-')} a K;/K;_, faktortérek egy figgetlen

vektorrendszere volt, igy oy = -+ = ¢ = 0.

Algoritmus a Jordan-bazis konstrudldsdra
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Tegyik fel, hogy V-re, @-re az el6zo tétel feltételei teljesiilnek, Ko < K <
< K., = V alterek a tételben definialtak. Valasszunk a kK, altérben
egy §(1m'),...,§£m‘) vektorrendszert, melyek (modAX,, ) egy maximalis fuggetlen

vektorrendszert, azaz K, /Km;-1 -ben egy bazist adnak.

Vegyiik ezek képeit a (¢ — A;idy) leképezésnél. Ekkor
{(p = Midy)si™, . (0 = Midi)s!™)} € Kooy

és ez (mod K, _2) egy fuggetlen vektorrendszert ad.

Egészitsik ki ezt a vektorrendszert a I{, _; térben dgy, hogy (mod K, -2)
maximalis figgetlen vektorrendszer, azaz bézis legyen. Ennek a vektorrendszernek a
képe a (p—A;idv) leképezésnél K, _o-ben egy (mod K, —3) fiiggetlen vektorrendszer,
amelyct kiegészithetiink (mod K, _3) bazissd. Es igy tovabb.

Irjuk ezeket a vektorokat egy “lépcsds tabldzatha™

( _k)_ - {mni)
[ERE S
{/ | - i |_~f - - |
R
\;(m.‘l) Sim'_l);.ih:j-l) b §L‘"’“%
Kmd| | l b ¢ i PKmie o
| Kml-1
&(4) {'(l) 4/(4) (N 5.0 5(1J—J}Kf
Sy S¢Sttt 2r o€ =" B} )

19. abra

(A legfels6 szinten K., -nek (mod K., _;) egy bazisa all, alailta K, _;-nek
(mod K, _2) egy bazisa all stb. Az egymas alalti vektorok egymdshdl a (¢ — Aidy)
leképczéssel kaphatdk.)

F.1.5 Tétel: Legyen V a komplex szamtest feletti vektortér, ¢ : V — V
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linedris transzformacidé, melynek minimélpolinomja m(z) = (z — A;)™. Ekkora
fenti algoritmussal kapott, a fenti tablazatbeli vektorok V-nek egy bdzisdt alkotjdk
Az egymds alatt lévé vektorok, az un. Jordan-ldncok, V-nek egy-egy o-re invaridng
alterét generdljdk, melyek direkt Gsszege V. Ha V-nek ezt a bazisit a Jordan-
lancokon alulrdl felfelé menve soroljuk fel, akkor ebben a bazisban (¢ matrixa Apr
hez tartozé felsé Jordan-blokkokbsl allé blokkdiagonalis matrix. A A-hez tartozd
Jordan-blokkok szdma a Ai-hez tartozé Jordan-lancok sziéméaval egyenld, amelya
Ai-hez tartozd sajdtaltér dimenzidja. A Jordan-blokkok dimenzidi éppen a Jordan-
lancok hosszai. Tehdt a A;-hez tartozd mazimdlis méreté Jordan-blokk dimenzidja
m,.

Bizonyitds: j-re vonatkozd indukciéval bizonyitjuk, hogy a Kj;-be esd
tablazatbeli vektorok A';-nek bazisa.

J = l-re ez nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy j — 1-re igaz az allitds és

k
S0 + 3 sl = g
i=1 h

i<,

Mivel az {ggj)}l:]mk K,-ben (mod N,_;) bézis, igy a; = 0 ¢ = 1,..., k.
Az indukcié szerint V3, = 0 is teljesiil, azaz a Kj-be es6 tabldzatbeli vektorok
fuggetlenck.

Legyven v € IV, ckkor mivel {§|(»j)},-=,“_”k(mod K;_1) bézis, ezért v = z:;l a,-§,(-j)+
w, ahol w € KA,_y. Az indukcid szerint w K;_1-beli tablazatbeli vektorokkal
kifejezhetd, tehat a A j-beli, téblazatbeli A vektorok generdtorrendszert alkotnale
Kj-ben azaz bézis Nj-ben. lgy a tablazat &sszes vektorai K,,, = V-nck bazisat
alkotjak.

AV =< ™ (o= Xidi)si™, L (o= Add )0 S aliér (o — Aidy) — e

invarians. Mivel idy-re is invaridns, ezért p-re is. Hasonldau, a tébbi Jordan-linc
altal genevalt altér is w-re invaridns altér. Legyenek ezek az alterek Vi, Vs, ..., V..
Beldtjuk, hogy minden v € V egyértelmien 4ll el§ v = Y weq v alakban, ahol
vr € Vi. Mivel a téablazatbeli vektorok bazist alkotnak, ilyen el8allitds létezik.
Mivel v, € Vi és a k-adik Jordan-lanc elemei Vi-nak egy bazisat alkotjak, tehat v,
ezekkel kifejezheté. De v-nek tablazatbeli vektorokkal vald el8allitasa egyértelmd,
tehdt a k-adik Jordan-lanchoz tartozdé vektorok egyltthatdi is egyértelmiek, azaz
v, is egyértelmt.

Ezzel belattuk, hogy V = &7_, Vi.
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Vegyviink most egy Jordan-ldncot, példaul

L BN 1)
i )
esi = Ais|
(o= Xidv)si? = oV, azaz gl =50 4 AP
(p = Xidv)s? = U7V azaz sl = G070 4 W)

Tehat az s{”,..., s{™) bazisban a . malrixa
=1 21 (,.9 h

20. abra

azaz Ai-hez tartozd felsd Jordan-blokk, melynck dimenzidja épp a Jordan-lanc
hossza.

F 1.6 Kovetkezmény: Legyen V a komplex szamtest feletti vektortér, ¢ : V —s
V' linedris transzformacis, melynek m(z) = []i_,(z — A)™ a minimdlpolinomja.
Ekkor létezik V-ben olyan bazis, amelyben » matrixa ¢ sajitértékeihez tartozé
felsé Jordan-blokkokbél 4116 blokkdiagonalis métrix és minden sajatértékhez annyi
blokk tartozik, amennyi a A;-hez tartozd, sajataltér dimenzidja. A A;-hez tartozé
maximalis blokkméret m;.

Bizonyitas: A Primér felbontési tétel szerint V = @i, Vi, ahol Vi, a A;-hez

tarlozé altalanositott sajataltér és "olvx minimalpolinomja (z — A)™. Vi, -re és

;’VA -re alkalmazhat6 az el6zo tétel, igy Vi, -ben van olyan bézis, amelyben c,a'vA
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matrixa Ai-hez tartozd felsé Jordan-blokkokbdl 4lls blokkdiagondlis maétrix és gy
blokkok szdmdra a maximaélis méretd blokk dimenzidjira a fenti feltétel teljesiil
Mivel Vi -k @-re invaridns alterek, a Vi, alterek Jordan-bdzisanak unidjara V-ben
kivant tulajdonsagu bazist adja.

F 1.7 Kovetkezmény: A Primér felbontasi tételben dim V), = n,, ahol
p(z) = [Ti_,(z — \))™ o karakterisztikus polinomja.

Bizonyitds: ¢ matrixdnak Jordan-féle normalalakjabél leolvashaté az allitis
Ugyanis ¢ A;-hez tartozé 4ltaldnositott sajataltere éppen az az altér, amelyel
a Jordan-bézis azon elemei generaltak, amelyekhez tartozé Jordan-blokkokban a
diagonalisban A; &ll. A; pedig n;-szeres gydke i karakterisztikus polinomjanak.

A

F 1.8 Kovetkezmény: A Jordan-féle normalalak a blokkok sorrendjétd)
eltekintve egyértelmi.  Azaz, ha egy ¢ linedris transzformécié matrixa egy
bazisban felsé Jordan-blokkokbd! allg blokkdiagonalis métrix, akkor egyértelmtien
meghatdrozott, az egyes sajatértékekhez tartozé Jordan-blokkok szima és dimenziéi.

. Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy ¢ minimélpolinomjéban az z— \; multiplicitasa m;.
Az F 1.2 Kévetkezmény szerint Ker ((¢ — Aiidy)™) éppen ¢-nek a A;-hez tartozé
altalanositott sajataltere, azaz Vi;- Ha y koordindtamadtrixa egy bazisban egy J
Jordan-féle normalalaki matrix, akkor ez a bazis ¢ éaltaldnositott sajatvektoraibdl
all. Egy ilyen bézisnak egy elemérdl a kévetkezd mdédon lehet megtudni, hogy
hany indext dltaldnositott sajatvektor: ha a baziselemhez tartozé oszlopvektorban a
diagonélisban A; all, akkor tekintsiik azt a blokkot, amely ehhez az oszlopvektorhoz
tartozik. Ha az oszlopvektor a blokknak j-edik oszlopa, akkor a béziselem \;-hez
tartozé pontosan j-indexi ltaldnositott sajitvektor.

Igy ha K;(A) jeldli ¢ Ai-hez tartozé legfeljebb j-indexti 4ltalnositott
sajatvektorai halmazdt, akkor {0} = Ko(A) € Ky(N) € ... < Koni(N) = V.
Tegyiik fel, hogy J-ben kn (A;) darab m; dimenzis, kmi—1(A:i) darab m; — 1
dimenzids, ... , ki();) darab 1 dimenzids A;-hez tartozé blokk van.

Ekkor

dimVy, = dim K, () = ko, (A) + knyor (M) - + k(X))
dim I (M) = km,_1(/\i)+"'+k1(/\.')
dim K (A) ki(Ag) .
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Tehéat

SUA) = dim Ky (A, (M) = dim Ka(A) = dim Ky (A ). k() = dim K (M) —

7-1
=" dim Ki(\)
=1
Mivel
¢ a Ki(A), Ko(A),. ., Ko (A)

altereket egyértelmiien meghatdrozza, igy az egyes sajatértékhez tartozé Jordan-

blokkok szdma és dimenzidi egyértelmiien meghatdrozottak.

F 1.9 Tétel: Hasonlé

matrixok determinansosztéi és invarians faktoraj
megegyveznek.

Bizonyitds: Legyen A € MJC], Di(}) = Lnko{Ad — A

 Bizonyités: 1 X 1-cs
aldetermindnsai}. Ha B € M,[C] regularis matrix, akkor

BTAB- M =B (A~ DB

Azt allitjuk, hogy

Di(\) = loko{B™ (A~ M)B 1 x1—es aldeterminansai} = D;())

Elelyett azt bizonyitjuk, hogy ha C € M;[C] regularis matrix és X € M,[C[A]] olyan
miattix amelynek elemei C feletti | polinomok, akkor X i x i-cs aldeterminansanak
inden kéz6s osztéja CX minden 7 X 4-es aldeterminansainak osztoja. Ekkor X =
c Y C.X) miatt C- X i xi-cs aldetermindnsainak minden kézos osztdja osztdja Nesz
X minden 7 x i-es alde termindnséanak, azaz l.n.k.o. {X 7 xi-cs aldeterminansai } =
Lrko. {CX i x d-es aldetermindnsai }. a

Ha ezt sikeriil beldtnunk, akkor analdg modon lithaté e, hogy minden /) &
1 C) invertdlhatdé métrixra Ln.k.o. { i x i-es aldetermindnsai } = Lnko. { X /—)
le 2-es Alftjtgt\cmnnansa] }. Tehat spoualhan DAY = DiA) i =1,...,n. s |;,:

(\) —:—(i) = Fi()), azaz 1—1_ és BT i invarians faktorai megegyeznek. )

' Tekintsitk a CX métrix ¢ sora ¢s 1 oszlopa altal meghatdrozott @ x i-cs
{ €~21natrixot,

Aze ) con o , .
1 gy sorban lévé elemek CpaTigt  Fpady,, alakiak azonos p-re és killonhozo
q\xra.

Az 5.10 Segédtételt alkalmazva azt kapjuk, hogy az ¢ x i-es ale lo(emnnam

determinansok Osszegére bonthatd szét. Minden sor n részre, tehat dsszesen ni

matrix determinansainak dsszegére bonthaté. A felbontast dgy végezzik, hogy az
1) matrixok egy-cgy sordban a c-k oszlopindexe azonos legyen. lgy a szétbontas
utdn kapott i x i-es matrixok az X matrix egy-egy ¢ x 1-es részmatrixabol ugy
kaphaték, hogy minden soruk meg—vam szorozva egy C-beli elemmel. Tehat ezen
aldetermindnsok X bizonyos 1 x i-es aldeterminansainak tébbszérosei. Tehat X
i x i-s aldetermindnsainak minden k&zds osztdja osztdja C.X minden i x ies
aldeterminansanak. T

F 1.10 Tétel: Egy A\i-hoz tartozd ry dimenziés Jordan-blokk determinansosztdi
D,,(\) = (A — A)* a tébbi 1. Blokkdiagondlis matrixnak minden i X i-es
aldeterminansa blokkok aldetermindnsainak szorzata, ahol az egyes aldeterminansok
dimenzidinak Ssszege 1.

1gy Jordan-féle normalalakd matrix n — i-edik determinansosztdja
Dr(X)
H:’:l(/\i - /\)kl ’

ahol k; a A;-hez tartozé Jordan blokkok koziil az 7 Jeguagyobb blokk dimenzidinak
Osszege.

Bizonyitds: A A-hoz tartozd ry dimenzids ék Jordan blokk esetén D, (\) =
(A — A)"*, a t3bbi determinansosztd 1, mivel ik_ ~ Ad-ben van egy Tk-1 dimenzios
cgységmatrix, mint almatrix.

Jelsljiink ki egy blokkdiagondlis matrixban ¢ sort és ¢ oszlopot. Ha van olyan
blokk, atnelybe ebbdl p sor és g oszlop esik és p > ¢, akkor az i X z-es aldeterminans
kifejtésénél a p sorbdl kivélasztott elemek egyike nem a blokkhoz tartozik, tehat
0. Tehat csak akkor kapunk ncin O aldetermindnst, ha a kivédlasztott @ sorbol
ugyanannyi metsz cgy blokkot, mint ahany oszlop a kivalasztott i vszlopbdl. Tehat
az 1 % i-cs aldeterminans a tétetben megadott médon jon 1étre, mivel a kitlénbozd
blokkbeli elemnek kozott nem lép fel inverzio.

A Jordan féle normalalaki mitrix .determindnsosztoird] szolé allitds ¢ = n-re
nyilvdanvalé.

Ha i < n, akkor D,_i()\) kiszdmitasdhoz az n — ¢ dimenzidés aldeterminansok
kellenek. I\Im(lcgylk a J — AL blokkjainak bizonyos determindnsainak szorzata. Ha
cgy blokkon belil nem a blokk meretii aldeterminanst vesziink ki, akkor, mivel
a blokkon beliil van 1 értékit ugyanilyen dimenziés aldetermindns, kicserélhetjik
aldeterminansunkat egy olyanra, ahol csak azok a blokkok adnak 1-tél kilénbozo
szorzétényezdt, amelynek dsszes sora és oszlopa az aldeterminanshoz tartozik. Ezzel
az eredetileg kivalasztott aldetermindnsunk egy osztéjahoz jutunk. Tehat, ha az
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n — 1 dimenzids aldererminansok legnagyobb xozis osztdjat akarjuk meghatarozni.
akKkor elég az igy kapott aldetermindnsok legnagvobb kézds osztdjat venni. Azt
kell megvizsgalni, hogy ¢ sor és oszlop alhagydsaval mekkorak azok a teljes Jordan-
blokkok, amelyek biztosan bennmaradnak.

Mivel  blokk elhagyasakor elhagyhatunk barmely sajatértékhez tartozé blokkot
azok a (A — A;) tényezdk maradnak csak benn, amelyekhez legalabb ¢ + 1 blokk
tartozik.

Ha egy Ay sajatértékhez I blokk tartozik és I < 7, akkor (A—Ax) nem fog szerepelni
D._i(A)-ban. Ha I > 1, akkor D, _;(A)-ban (A — A;) annyiszor fog szerepelni, ahdny
(A — Ax) multiplicitdsa J — M -ben az ¢ darab legnagyobb mértetii blokk elhagyasa
utdn. Ezzel az 4llitést belatiuk.

F 1.11 Kovetkezmény: Ha V a komplex szémtest feletti vektortér, o :
V' — V linedris transzformacié és ¢ egy koordindtamétrixanak determinansosztéi

Du(N), Daca(A)y- - Dy(A), Do(A), akkor az En(A) = gl E()) =
bt Bi(A) = B invaridns faktorokbdl o Jordan-féle normalalakd

koordindtamatrixa leolvashatd, nevezetesen a A;-hez tartozo j-edik maximalis
méretd Jordan-blokk dimenzidja, E,_;¢1{A)-ban a A\; — A gydktényezd kitevoje.

Bizonyitds: Az F 1.9 Tétel szerint hasonlé matrixok determinansosziGi és
invaridns faktorai megegyeznek. lgy ezek v minden koordindtamaétrixdra azonosak a
Jordan-féle normalalaki koordindtamdtrixanak determinansosztéival. Az invarians
faktorokra vald 4llitds az el8zé tételbeli determindnsosztokra vonatkozd formuldhdl
leolvashaté.

F 1.12 Kévetkezmény: Legyen V oegy a komplex szamtest feletti vektortér,

vV = V lincaris transzformacié. Ekkor ¢ minimalpolinomja éppen K, (A},
Bizonyitds: Az F 1.6 Kovetkezmény szeriut ¢ minimalpolinomjaban a (A — A;)
gyOktényezd kitevdje a A;-hez tartozé maximalis méretd Jordan-blokk dimenzidja.
Az F.11 Kovetkezimény szerint tehat ez a polinom Sppen 15, (A).
F 1.13 Kovetkesiclay: Ha a [ontl tteleket egy A € ML [C] mdtrixszal vald
«zorzdsra, mint linearis transzformaciora alkalmazzuk, akkor azonnal adédnak a

1021, 11.17, 11.2]1 Tételek.

F 1.14 Példa: Hozenk Jordan féle nermalakea az alabbi inatrixokat.

BN

a.)
1] 0
01 0 0
2=100 1 o
o0 0 —I
h.)
1 0 1
A=1111
0 0 1
c.)
2 2 00
. 0 2 0 0
S oo 2 2
00 0 2
Natarozzuk meg (£/-¢!
a.)
11 0
o1 0 0 . ‘mon L
A=lo o o | deMA- D=0 AR b=
00 0 -1

= A karakterisztikus polinomja.
Tehat A minimalpolinomja lehot (T = A1 4+ A0 i1 = X1+ AP (1= A)() + 2).
Behelyettesitéssel megevézédhetink, hogy (1 — A)2(1 + A} annuldlépolinom, de
(I = X)(1 4 A) nem, tehdt A minihmalpolinomja (1 — A1 4 Ay

Tehat

Dy(XN) = (1= 21+ A)? EaAy = (1 =M1 4 X
Da(A)y =1+ A Fald)y =14
Dy(A) = 1 Ex(A) = 1
DA =1 Ey(A) =1
Tehat,
/711 0
. 0 1 0 0
L=19 0 -1 o
0 0 0 -1

C'= Vi V_y, ahol ¥ = Kerid—-1)?, Vo = Ker(A

(A+1), dimW =2, dimV, = 2,
A Jordan-lancok
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jo.

Igy
1
0 _a_pne®=19
§l !—_-1 =)£1 0
0
EE | V,-ben Jordan-bazist kapunk, ha vessziik Ker (44—_1_) egy bazisit, azaz A-nak
Y, v, két fiiggetlen (—1)-hez tartozé sajatvektorat.
2110
21. x &bra [0 20 0
A+l= 0 0 00
0 0 -2 0 0 0 00
00 0 O
A-I)P=
4-4 00 4 0 A 2 1 1 0\ [/« 0
0 0 0 4 0 200 v 0
V] elemei az 0 0 0 O wl o
00 -2 0 z 0 0000 v 0
00 0 O vi |0 linedris cevenletrendszer megoldasai
00 4 0 =1 incaris egyenletrendszer megoldasai
00 0 4 v 0 x
egyenletrendszer megoldasai. 0
=2
Azaz olyan -
T v
*; alaknak.
0 Tehat példaul

vektorok, ahol z,y € C tetszbleges. Ker (A — I)*-ben (mod Ker (A — 1)) bazist
valasztunk.

1 1

0 0
! = _‘,) ufll = _9

0 1

Ez egyelemdi.

01 1 0 két fiiggetlen megoldas.
00 0 0 , N
A-I= 00 -2 0 Tehat g},gf,gg”,g(zl)Jordan-ba,zls.
—2 lgy
h ldéul 0o 0 10 1 1
tehat példau
0 C= o1 o0 0
= 0 0 -2 -2
ECE 00 0 1
0
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matrixra

I T 5
01 0 0
-1 _
C46=190 1 g
00 0 -l ]
.| s®?
Ha f(z) = €™, akkor f'(z) = te™ =
et tet 0 0 @
0 & 0 0 -
=10 0 0 o0
0 0 0 ¢! s
-
eé‘ = geétg_l = v{
10 1 1Y) /e tet 0 0 1o 1 1N\
10 1 0 0 0 e 0 0 01 0 0 22. abra
o0 —2 —2]{0 0 ' 0 0 0 -2 -2 o
00 0 1 0 0 0 et 00 0 I si° Ker (A = [)® = C*nak bézisa (mod Ker (A-D?.

(4~

I~
o o o
o oo

|

(= ]

10 1
A={1 11 ‘
0 0 1

Példaul
det(A = ML) = (1 = A)® = D3(}) = A karakterisztikus polinomja. 0
A minimalpolinomja lehet (1—4),(1—\)? vagy (1 —A)%. Ezek kéziil csak (1-X)3 §"= (0)
annuldldpolinomja A-nak, igy ez a minimalpolinom. 1
Ekkor lehet.
Dy(3) = (1 = A Ey(A) = (1= A o 1 :
D,(3) =1 Ex()) = 1 $7=A4-DsV = |1
Dy(\) =1 E/()) =1 0
Do(M) =1 “ 0
Tehat | sV=@4-ns? = [1
110 0
J=[0 1 1

C® = V; = Ker(A - I)®. 1 darab Jordan-lanc van,

Jordan-bazis és
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eseten

I 1 0
crac=(o 1 1
0 0 1
f(z) = e*'-re f(z) =te® f'(z) = 12

c.)
2 2 0 0
0 2 0 0
é‘0022
0 0 0 2

det(A— M) = (2 - A)* = D4(A) = A karakterisztikus polinomja.
A minimalpolinomja lehet (2 - A), (222 (2= 2% (2= Nt
(2 — A)? a minimalis loki anwllalépolinom, igy
Dy(X) = (2 - A)* Ea(\) = (2 - A2
D3(d) = (2 - 2)? Ey(A) = (2 - A)?

Di(\) = 1 Ef(A) = 1
és
21 0 0
0 2 0 0
L=l 0 2
00 0 2

Ci = Ker(A~20)2 =V, = a2 w«ajatéitéklior (artosd altalanositott sajdtalter,
1 L J J

2 db 2 dimenzids Jordan-blokk van, igy 2 db 2 hosszisiagd Jordan line van.
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st 8% C4 = Ker (A ~ 2I)*nek bézisa (mod Ker (4-2D)

Jn

1%
A~
=

23. abra

020
000
4-2=14 ¢ o
000
Példaul
0
1
§£2)= ) g:lz)___
0

16 béazis a faktortérben. Igy

0
és

e
Téhat

2

0

0

0

=(A- 24)5” =

L2 I = I
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0 @)
1‘1 : ' 52

[€b}

¥

0

0
2
0

Lol = I = Y <= ]

2\

o o

%)
0/

—0 O o



Jordan-bazis es

2.0 0
01 0 0
=100 2 0
00 0 1
eselén
21 0 0
020 0
-1 -
CAC = 00 2 1
00 0 2,
et te2t ]
eét_ 0 (’21 U [.J
0 0 e ¥
0 ¢ 0 e
p
2000 e e 0 0 1000
» 0100 0 e 0 0 01 0 0
T Tloo20flo o0 e wx]loo0o Lo
00 0 1 0 0 0 0 0 0 1

F 1.15 Megjegyzés: A Jordan-féle normalalakrdl sz416 tétel igaz marad
tetszéleges algebrailag zart test feletti vektortér lincdris transzformacidjara is.
A valés szamtest felett is lehet értelmezni az G.n. valds Jordan-féle normmalalakot.

Errol sz8l a kovetkezo tétel:

tétel:

F 1.16 Tétel: Legyen A € M,[R]. Ekkor A hasonlé cgy blokkdiagonalis
méatrixhoz, ahol a blokkok az A valés sajatértékeihez tartozé szokasos
értelemben vett Jordan-blokkok és a l;)mplex konjugalt sajatértékparokhoz tartozd
“blokkositott” Jordan-blokkok.

Ha \; = a;+18; A-nak egy komplex sajatértéke, akkor X = a;—if; A-nak szintén
sajatértéke és ugya;annyi ugyanolyan méret(i Jordan-blokk tartozik hozzajuk. Ha
egy ilyen blokk dimenzidja k;, akkor a blokkositott Jordan-blokk 2k; dimenzios
(péld4ul k; = 3 esetben a blokkositott Jordan-blokk)
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F’j Bi| 1
- 8; Qj 1
a; B 1 ]
=B; @; I
a; B
{ =5 oy |

Bizonyitas: A bizonyitas alapgondolata, hogy ha A ¢ M, [R] valés és \; valés,

akkor a A;-hez tartozd sajataltérben valds elemt vektorokbdl konstrudlunk meg
Jordan-lancot. Ha A; kemplex és Ai = a; +13;, akkor X; = a; — 13; szintén

gydke A karakterisztikus polinomjénak és ugyanolyan muitiplicitdsy.
determindnsosztdja is valés egyitthatds polinom, igy A,-hez és As-hez ugyanannyi
ugyanolyan mdéretli Jordan-blokk tartozik a komplex Jordan-féle normalakban.
Tehat a Wy, és 1.1__ altaldnositott sajatalterek azonos struktirdjiak. Vi, minden
Jordan-lancahoz talalliaté V5 -ben egy neki megfeleld Jordan-lanc, ha a W\ -beli
Jordan-lane vektorait m:-gku_.unj|.n._'__ei]juk. h

Sét A dsszes
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7y

V,\,}

24. abra

Az gﬁ'""), .. .,g‘l";gﬁ'"‘), e ,35" Jordan-lancok helyett vegyiik

(Mi) ggrn'} + Egm‘} (1) + -—[”
zi === JE = ——0
valds részeket és az
(mi) —{m:) (1) (1)
EOIE it P et
21 22 ! ' i}

képzetes részeket.

Hasonldan jarjunk el a tobbi Vj,-ben talalhaté Jordan-lénccal is. Az igy kapott
vektorok szama épp egy bazis elemszama*¥y; @ V5 -ban, tehit ez is bazis. Vegyik a

béziselemeket a kdvetkezs sorrendbens z i) ,g(l.l).; 2&3),2(13).,.#,- 2™, yg"“), stb. Ekkos-

A +igy = As{) = (o5 +i8)) = (@ + i) =
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e e B P . .

T —— e w2

= (a2l = By") + i(agy! + Bizi")

Igy
Az = (052" - ByV)
és
Ay = (a;y + gz
As?) =z .s1 + s(l)
azaz
A +iy®) = (o5 +i8;)(2 +iy®) + 2 +iy{?)
Tehat
Aal? +igy® = (o5l - By +i(Ba” + ey + (& + )
lgy
Ax? = ajz? - Biy® + 2!
és
2917 = al? + ey + )
stb.

Tehdt a fenti bazisban az A-val valé szorzéds métrixa a kivént alaku.

PR S0
x [o(j B
g oy A

;(1)‘ o; ﬁ./
l4(2)|| "Q- °<J
|
|
|
25. abra

F 1.17 Példa;: Hozzuk valés Jordan-féle normalakra az é matrixot
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& komplex normalalak

a valds normalalak.

Jordan-ldncok

Jordan-b4zis

[RS
Il

det(A — M) = (6 — \)(\? +4)

O O = O

DO - O o

r
e R a2
o o
v

-0 O O
—
D

Ar=6 A =21 dy=-2

Il

fi
I

6
= 2 )
%,

[en i e i =)

0 0
0 2
20

210

ahol s, 2i-hez tartozéd sajatvektor

-2 2 0 my 0
_2 _‘21 0 M2 = 0
2 0 6-—2 ms 0

(=2)my +2my =10
—2m, + (—2f)7712 =0
2my 4 (6 —20)m3z =0

cbhal

ahol

Igv a Jordan bazis

= A= 624 14T - 160 + 8 =
+NA-(1 =) (A=2)=

= A karakterisztikus polinomja = A minimalpolinomja

? 0 0 0

det(A = AL)
= -

a komplex Jordan-féle normalalak

0
0 2
0

oo~ O

a valos Jordan-féle normadlalak

O N OO
N = O O

Jordan-lancok
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alicli

. . \%
Visl 4=t z

27. abra

Legyven gﬁ"g&l‘gﬁ,",gf’ a komplex Jordan-bazis, ahol i‘;),i‘f) valds elemii vektorok
ekkor Re §§1), Im ggl),g'-(g”’&(f) valés Jordan-bazis.
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