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13. gyakorlat megoldasai
Harmas integralok

Szamitsuk ki az aldbbi haromvaltozos fiiggvények integraljat a megadott tér-
részben:

(a) f(x,y,2) =2 +y—2 0<2<20<y<1,0<z<3

(b) f(z,y,2) =2 —2y+4z, 2=0,y=0;2=0;ésx+y+z=1sikok
kozotti rész
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(b) Az integralasi tartomény egy T tetraéder, melynek a csicsai (0,0,0),
(1,0,0), (0,1,0) és (0,0,1). Ennek a vetiilete az xy koordindtasikra a (0,0),
(1,0) és (0, 1) csticstt haromszog. Ennek dtfogbjdnak egyenlete z+y = 1 avagy
y=1—1x. Az x véltozd igy 0 és 1 kozott fut, mig adott = mellett az y 0 és
1 — z kozott. Adott (x,y) parra a z valtozo 0 és 1 — o — y kozott lehet. gy a
kérdéses integral:
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Ugyanerre az eredményre jutunk, ha meggondoljuk, hogy a T tetraéder tomeg-

.y . 111 , . , 1, o
kozéppontja a i) mig a témege (0 = 1 esetén) & igy a nyomatékai
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my = T Ez azt jelenti, hogy
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Ebbdl a kérdéses integral — — — + — =—.
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Alkalmas koordinatak bevezetésével hatarozzuk meg a feliiletek altal hatarolt,
illetve az egyenlotlenségek altal meghatarozott tartomanyok térfogatat:

(a) z=4+2+2, z2=0 2°+y*=1
(b)0<z</A—a2—y?

(€) 0<z<Va2+1?, 2*+y° <4

(@) 2 49" +2° <1 Va2 +y? <2< VBV 4y
(e)z:\/m, 2=06—2%—y°

Ha egy V tartomény térfogatat szeretnénk kiszamolni, akkor a V' tartomanyon
kell integralni az 1 fiiggvényt.

Ha nem a derékszogii koordinatéakat hasznéljuk, akkor az egyik lehetoség az
(r, o, m) hengerkoordinatak, melyekbdl a derékszogii koordinatak:

T =Tcosp, Yy=rsing, z=m

A Jacobi-determinans abszolut értéke a hengerkoordinaték esetén: r (ezzel még
meg kell szorozni az integralandé fiiggvényt).

A mésik lehet6ség az (r,¢,0) gombi koordindtédk hasznalata, melyekbdl a
derékszogii koordinatak:

r=rsinfcosy, y=rsinfsinp, z=rcosf

A Jacobi-determindns abszoliit értéke a gombi koordindtdk esetén: r?sin 6.

) Itt hengerkoordinatakat hasznalunk:
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(b) A megadott feltétel elvivalens azzal, hogy z% + 3> + 22 < 4 és 0 < z. Ez
egy 2 sugaru (felsd) félgémb, azaz a gombi koordinatékat hasznéljuk:
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) A mésodik feltétel sugallja, hogy itt a hengerkoordindtékat kell hasznalni:
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(d) Az els6 feltétel mutatja, hogy egy géombon belil vagyunk, igy a gdmbi
koordinatakat hasznaljuk:
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(e) Itt is hengerkoordinatékat kell haszndlni. Ekkor 2® + y* = 72, gy a le-

hetséges legnagyobb r értékre 6 — 7 = 7, amibél 7 = 2 (jelen esetben az
r = —3 gyoknek nincs értelme).
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