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6. gyakorlat megoldasai
Cramer-szabaly és matrixegyenletek

Oldjuk meg Cramer-szaballyal a kovetkezd egyenletrendszert.

3r+2y+2="7
20—y —3z2=—-4
—r 4+ 3y + 52 =10

Cramer-szabdllyal abban az esetben tudunk megoldani egy linedris egyen-
letrendszert, ha az ismeretlenek és az egyenletek szama megegyezik, és az
egylitthaté matrix determindnsa nem 0 (ilyenkor egyértelmiien létezik meg-
oldés). Az ismeretlenek értékét két determindns hanyadosaként adjuk meg: a
nevezoben mindig az egylitthatoméatrixé szerepel, mig a szamlaloban az egyiitt-
hatématrixban az ismeretlennek megfelelé oszlopot kicseréljiik az egyenletek
jobb oldalan &all6 szamokra:

72 1

4 -1 -3

0 3 5| 6
T = =-=2,

3 2 3

2 -1 -3

1 3 5

3 7 1

2 —4 -3

110 5| -3
T3 2 .

2 -1 -3

~1 3 5

3 2 7

2 —1 —4
s w0 9

3 2 1| 3

2 -1 -3

1 3 5




F2.

M2.

Oldjuk meg az A - X = B matrixegyenletet, ha

2 00 4 -2 6
A=|0 -3 0|, B=|-3 60
0 01 5 —1 2

Az X matrixot ki is taldlhatjuk. Mivel az A matrix els6 sora 2 0 0, igy az
A - X = B elsO sora az X matrix elsé soraban allo elemek kétszerese. Tehat
az X els6 sora a B matrix soraban &ll6 elemek fele, azaz 2 — 1 3. Hasonld
gondolatmenettel az X masodik sora 1 — 2 0, mig a harmadik sora 5 — 1 2,
azaz

2 -1 3
X=1]1 -20
5 —1 2

Masik megoldasi lehet6ség, hogy az A - X = B matrixegyenletet balrél beszo-
rozzuk A~'-zel. (Matrixokndl lényeges, hogy melyik oldalrél szorzunk!) Ekkor

X=E;-X=A1"A-X=A1!B,

igy az A matrix inverzét kell meghataroznunk. Ezt sortranszforméaciés modszerrel

konnyen kapjuk:

2 00[/100] s«2[1 003007 s/-3» [100]|3
0 -3 0{010| ~ [0 =30/010 ~ 0100 —
0 0 1|0 0 1 0 0 1{00 1 0010
Tehat
100
A7'=10 -3 0],
0 01
melynek segitségével:
00 4 -2 6 2 -1 3
X=A"B=|0 -1 0|-|-3 60[=[1 -20
0 01 5 -1 2 5 -1 2
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Hatarozzuk meg azt az X matrixot, melyre teljestil, hogy

B(2X + A) = X,

ahol
3 4 2 2 10
A=1|1 -4 -2, B=|-11 2
2 1 1 1 1 1

A matrixegyenletet kicsit dtrendezziik (az 1-et nem tudjuk kivonni a 2B-b6l,
csak az egységmétrixot):
B(2X +A)=X
2B-X+B-A=X
2B- X-X=-B-A
(2B—E;)- X=-B-A
X =(2B—E3;) ' (-B-A)

320
A2B —E; = | —2 1 4| matrix inverzéhez ki kell szamolnunk a deter-
2 21

mindnst: det(2B — E3) = —1 és az aldetermindnsok méatrixat (melynek elemei
a megfelel6 sor és oszlop elhagydsaval kapott 2 x 2-es matrix determinédnsa):

-7 —10 —6
2 3 2
8§ 12 7

Ezt még transzponalni, majd a sakktablaszabaly szerint bizonyos elemeit meg
kell szorozni —1-gyel, és végiil a determinanssal osztani:

-7 —10 —6 | transz- -7 2 8| sakk- | =7 -2 8| det-tel
2 3 2 ~ —10 3 12 s 10 3 —12 s
8 12 7| ponalds —6 2 7| tabla | -6 -2 7| osztas

Innentdl csak a matrixokat kell a megfelé sorrendben 6sszeszorozni:

7 4 2]

B-A=|2 —6 -2

6 1 1]
7 2 8] [-7 -4 -2 -5 -8
X=02B—-E;) ' (-B-A)=|-10 =3 12|-|-2 6 2|=]| 4 10
6 2 -7] [-6 -1 -1 —4 =5
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Hatarozzuk meg azt az X matrixot, amelyre
X-a'-b-C'=X-A

teljesiil, ahol

-1 1 0 0 0 -1 0
A=| 3 -1 -1|, C=|0 —3 —2|, a=| 3|, b= |3
2 -1 -2 0 0 -1 —1 2

A megadott adatok alapjan a’ - b egy 1 x 1-es métrix, amit nem tudunk meg-
szorozni a C~! 3 x 3-as matrixszal. Persze értelmezhetjiik az 1 x 1-es matrixot
egy szamnak, és szammal tudunk szorozni matrixot, de ez formélisan nem he-
lyes. De csak ezzel az értelmezéssel tudjuk megoldani a feladatot. Rendezziik
at az egyenletet:

X—-al-b-C'=X-A
X—-X-A=al-b-C!
X -(Es—A)=a"-b.C!
X=a"-b-C' (Es—A)"'

2 -1 0
Az E; — A = | -3 2 1| matrix inverzét az aldeterminansos maodszerrel
-2 1 3

szamolhatjuk, kezdjiik az aldetermindnsok métrixszaval (kés6bb felhasznaljuk
még, hogy a determindnsa 3):

b —7 1 transz- 5 —3 —1| sakk- |5 3 —1]| det-tel % 1
-3 6 0 > -7 6 2 ~ 7 6 =2 ~ % 2
—1 2 1| pondlas 1 0 1| tabla |1 0 1| osztas % 0

A C matrix inverzét inkabb a sortranszformécidés modszerrel érdemes szamolni
(hiszen majdnem diagonélis):

10 0[/100] w21 0 0/200] =3 [1 0 0

o§2010~0§2o10]~ 01 6

0 0 —-1/0 01 0 0 —1/0 01 00 —1
s [ 10 0[2 0 0] se=6ss [1 0 02 0 0
~ 016/0 -3 0 ~ 0100 -3 6
0010 0 -1 0010 0 —1

S O N

Q| bW |

O w O

_ O O



2 0 0
Tehdt C™'= |0 —3 6. Tovédbbd a” -b = [—1]. Ezekkel:
0 0 -1
2 0 0] 21 —é -2
X=albC M (E;—A)'=(-1)-|0 =3 6|-|f 2 -2]|= 5
o o0 -1||fo | L
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