7. gyakorlat megoldasai
Komplex szamok, sajatértékek, sajatvektorok

F1. Legyen z; =3+ 2 és zo = 1 — 3i. Szamoljuk ki az alabbiakat:
21 _
z21 + 29, Z1 — 2o, 2129, —, Z1, |21
Z2

M1. A szorzésnal hasznéljuk, hogy i2 = —1, mig az osztdsnal a nevez6 konjugaltjival
bovitjik a tortet:
21+20=03+2)+(1-3)=B+1)+(2-3)i=4—1,
21—20=03+2)—(1-3))=B—-1)4+(2—(-3))i = 2+ bi,
2z =(3+2i) - (1—3i)=3—9i+2i —6i*=9—T7i,
n 342 (3+20)(1+340) 3+ 9i + 2i + 6i? _ 341 03411
zo 1—=3i (1-3)(1430) 1+3i—3i—9 10 ’ Y
=3 2i,

21| = V32 + 22 = V13.

F2. Legyen z = —1 + 1. frjuk fel trigonometrikus alakban, majd szamoljuk ki a
negyedik hatvanyat és a harmadik gyokeit.

M2. A z = —1+i komplex szam abszolitértéke: r = y/(—1)2 + 12 = /2 és argu-

mentuma
3T

I?
ahol a + 7 tag azért kell, mert Rez = —1 < 0. fgy a trigonometrikus alak:
2 = V2 (cos(135°) + isin(135°)).

1
0= arctg—l + 7 =arctg(—1) +7 =

Ennek segitségével:

A= (\/5)4 (cos(4 - 135%) + i sin(4 - 135°)) = 4 (cos(540°) + i sin(540°)) =
= 4 (cos(180°) + isin(180°)) = —4

A z komplex szamnak harom zy, 2o, 23 kobgyoke van:

2 = Q/E (Cos (1350) +isin (125)) = V/2 (cos (45°) + isin (45°)) = % + %z
2z = \/>( (1350 T 3600) +isin (w)) = /2 (cos (165°) + i sin (165°))

135° + 720° 135° + 720°
=\ V2 (cos <M) + 7sin (W)) = V2 (cos (285°) + isin (285°)) .




F3.

Ma3.

F4.

MA4.

Keressiik meg a 22 — 62 + 13 = 0 polinom gyokeit a komplex szamok korében.

Bar ennek a masodfoki egyenletnek negativ a diszkrimansa, és igy nincse-
nek valds gyokei, a komlex szamok korében van két gyoke, melyet a szokasos
megoldoképlettel szamolhatunk:

6++36—-4-13 6++/-16 6+4i
- 2 - 2 )

21,2 =3x 21,
ahol felhasznaltuk, hogy pozitiv g valés szam esetén /—q = \/qi.

Hatarozzuk meg az alabbi matrixok sajatértékeit és sajatvektorait.

4 2 =5
5 6
@[3 3] K

(a) A sajatértékeket az alabbi determinans nullhelyei adjak:
5—A 6
det< 3 2_)\>:(5—)\)(2—>\)—3-6:)\2—7>\—8,

melynek a gyokei \y = 8 és \y = —1. Egy ) sajatértékhez a sajatérvektort az
A — AE, = 0 homogén egyenletrendszer megoldasaval kaphatjuk meg, mely a
A1 = 8 esetén a kovetkezo:

3 6o Sl/ijg) 1 —21]0 Sf”sl 1 —2]0
3 60 3 60 0 00

Tehat az x9 a szabad paraméter, és 1 = 2x5. fgy a sajatvektorok halmaza:

U ey

A Xy = —1 esetben hasonléan szamolhatunk:
6 6|07 "1 107 =™ 1 1]0
3 30 3 310 0 010
Tehat az x9 a szabad paraméter, és r1 = —xs. fgy a sajatvektorok halmaza:

(7]



(b) A sajatértékeket az aldbbi determinédns nullhelyei adjak:
4 -\ 2 -5

det [ -1 1-x 1 —(A=AN1=X)(=3=A)+4+10+10(1 — ) +
2 2 —3-)

+2(=3=N) =24 —=A) = =N F22N2 4 1IN =12+ 14 + 10 — 10N — 6 —2X — 8 + 2\ =

=N +2X 7+ A-2.
Ennek a racionalis gyokei a —2 osztéi kozil kertilnek ki, igy probalgatassal azt
talaljuk, hogy A\; = 1 gyok, melyet igy kiemelhetiink:
N H2 N 2= (A= 1)(=N+A+2)
A kapott masodfoku polinomnak a gyokei: Ay = —1 és A3 = 2. Tehat a

matrix sajatértékei: 1, —1,2. A sajatértékekhez a sajatvektorokat hasonléan
szamolhatjuk, mint az (a) feladatban:

A1 = 1 esetén:

3 2 —5 O S14>S2 —1 0 1 O s1/(—1) 1 O —1 O S2—381
-1 0 110 ~ 3 2 =510 ~ 3 2 =510 ~
2 2 —410 2 2 —410 [ 2 2 —4|0 | ss-2s
1 0 =107 2 [1 0 =107 s3-2s2 [ 1 0 —=1]0 ]
02 —-2(0f ~ |01 —-1]0 ~ 01 —110
0 2 =210 0 2 =210 | 00 0]0 ]
A X\ = 1 sajatértékekhez tartozd sajatvektorok halmaza:
x
x x#0
x
Hasonléan Ay = —1 esetén:
5 2 _5 O S51<>S2 _1 2 ]_ O 81/(71) ]_ _2 _1 0 827581
-1 2 110 ~ 5 2 =510 ~ 5 2 =50 ~
2 2 =210 2 2 =210 2 2 =2]|0 | s3—2s
1 =2 —=1(0 | s12 [ 1 =2 —=1|0 | si42s2 | 1 0 =110
0 12 010 ~ 0O 1 0]0 ~ 01 010
0 6 00 0 6 0[0 | ss3-6s2 [ O 0O 010
Tehat xo = 0, és x3 a szabad paraméter, és r1 = x3. fgy a Ay = —1 sajatértékekhez
tartozo sajatvektorok halmaza:
x
0|:xz#0
x



F5.

MS5.

Végiil A3 = 2 esetén:

o = O

2 2 _5 0 83—S1 2 2 _5 0 S1<>S2 _1 _]. 1 0 i 51/(—1)
-1 -1 110 ~ -1 -1 110 ~ 2 2 =510 ~
2 2 =50 0O 0 0]0 0O 0 00
[ 1 1 —1]0] se2ss [1 1 —=1|07] so(=3 [1 1 —1|07] si4s [ 1 1
2 2 =510 ~ 0 0 =310 ~ 00 110 ~ 0 0
00 0]0 ] 00 010 00 010 [ 00
Tehat x5 = 0 és x5 a szabad paraméter, és 1 = —x». fgy a A3 = 2 sajatértékekhez
tartozo sajatvektorok halmaza:
—x
x cx#0
0

4
meg az a paraméter értékét, a sajatértékeket, és a masik sajatvektort.

Tudjuk, hogy az A = [Z

Ha A\; a vy sajatvektorhoz tartozo sajatérték, akkor Avy; = \vy, azaz

e [ 2]

amibol A\; = 3, és ekkor a +8 = 3-2, amibdl a = —2. Innen az el6z6 feladathoz
hasonléan kiszamolhatjuk az A matrix sajatértékeit:

det ( 7__; 4__2A ) =(T=NA =X —(=2)-(=2) = A2 — 11\ + 24,

melynek a masik gyoke: Ay = 8. Ehhez sajatvektor:
1 =207 " 1 2007 211 20
-2 =410 -2 —410 0 0]0

fgy a sajatvektorok halmaza:

(2]}

Megjegyzés: lehet tudni, hogy a (f6atlora) szimmetrikus métrixok sajatvektorai
merdlegesek egymésra, tehat ha ismerjik a vi-et, akkor vo = (=2, 1), melynek
segitségével az Avy = A\yvy egyenletbdl megkaphatjuk, hogy Ay = 8.

matrix egyik sajatvektora v = (1,2). Hatdrozzuk

o O O



Gyakorlé feladatok végeredményei
M9. 2'(cos(—330°) + i sin(—330°)) = 1024v/3 + 1024i.

M10. A karakterisztikus egyenlet: — A3+ 2+2), melynek gyokei 0, 2, —1 a sajatértékek.
0-hoz tartozé sajatvektorok: {(—2z,x,0) | z # 0},
2-hoz tartozé sajatvektorok: {(—2z,xz,2x) | x # 0},
—1-hez tartozé sajatvektorok: {(—x, —x,x) | x # 0}.



