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9. gyakorlat megoldasai
Hatvanysorok, Taylor-sorok

Allapl'tsuk meg az alabbi hatvanysorok konvergenciatartomanyat.

Ny L (z—2)" L (z—5)"
(a) ) = (b)Y i O

n:l\/ﬁ n=1 2 n=0 n

Egy Z a,(x — x0)" hatvanysor konvergenciasugarat az
n=1
1 1
T = =
g, Vel lim Jo

képlettel szamolhatjuk. Ekkor a hatvanysor az (xg — r, g 4+ r) intervallumban
konvergens, a hatarpontokat kiilon meg kell nézni, hogy ott konvergens-e.

(a) a, = —= és xy = 0. A konvergenciasugarhoz

NLD
W_nl_ 1 1 1
TNV e e Ve
igy a konvergenciasugar 1. Még meg kell nézni az intervallumon hatarain, azaz
+1-ben:

o0
x =1 esetén a hatvanysor g ami divergens.
n=1

1
— vV
xr = —1 esetén a hatvanysor Z (="
NG
n=1
Tehét a konvergenciatartomany a [—1, 1) intervallum.

, ami Leibniz-sor, igy konvergens.

(b) a, = —— és xo = 2. A konvergenciasugarhoz:

2n—1
Sl = 12 "2_{%/5_)1
VIl =\ o TV on = n T 2 T 2

A konvergenciasugar ennek a reciproka, azaz 2. fgy a hatvanysor a (0,4) in-
tervallumban biztosan konvergens. A két hatarpont:

x = 4 esetén a hatvanysor Z ot = Z 2, ami divergens.
n=1 n=1
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~(0-2)" <
x = 0 esetén a hatvanysor Z (Qn—l) = Z(—l)" -2, ami szintén divergens.
n=1 n=1

Tehat a konvergenciatartomény a (0,4) intervallum.

¢) a, = — és xo = 5. Ebben az esetben a konvergenciasugarat a
|
n!
R . (n—&l—l)! . n! . n! . 1
lim |[—| = lim ~—5— = lim ——— = lim ———— = lim =0

hatérértékbol szamoljuk (a faktoridlis miatt a gyokos nem szerencsés). A kon-
vergenciasugar ennek a reciproka, ami 0 esetén azt jelenti, hogy a sugar végtelen,
igy a hatvanysor az egész szamegyenesen konvergens.

[rjuk fel a megadott fiiggvények 2o = 0 pont kériili Taylor-sordt. Hatdrozzuk
meg a sorok konvergenciasugarat is.

(a) cos(bx), (b) e—xQ,
x r+1
© @
(a) Mivel cosz = ZO(—l)”énT;!, igy
- 52)" & 5" g e (225)"
cos(bz) = nzzo(—l)"((mz)! = ;(—1)”mx = nZ:O ﬁ:ﬁ .

Mivel a cos fiiggvény hatvanysora minden x € R-re konvergens, igy a cos(5z)
fliggvényé is, azaz a konvergenciasugar végtelen.

e} n

(b) Mivel e* = Z ZE_" igy
n!

n=0
—x — (—a?)" - —1 n
e 222(2!) :Z(n!> 22

n=0 n=0

. Va . / —_ 2 o / /7
Mivel az e* hatvanysora minden x € R-re konvergens, igy az e~ * fliggvényé
is, azaz a konvergenciasugar végtelen.

" N o
(c) Itt azt hasznaljuk fel, hogy e ;x , ha |z] < 1.

x x 1 x 1 T — 22\" & (—1)
= —. T == = — - — ( )x2n+]_7
4422 4 1+ 4 1-(-Z) 44« 4 Z4n+1
2

x
ha _Z’ < 1, azaz |z| < 2, ami azt jelenti, hogy a konvergenciasugér 2.
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(d) Itt egy kicsit alakitani kell elszor:
r+1 x+3-2 1 2

r+3  z+3  x+3
A méar hasonlé a (c¢) feladathoz:
xz
2 2 2 1 2°°< :C)" (=n)"-2
r+3 3+z 3 1—(-%) 37; 3 7; gl
Ebbdl:

z+1 2 = (=1)"-2 R (S DL
=1- =1- " == —_——g"
x4+ 3 x4+ 3 §: ’ 3+§: v

ahol az utolso 1épésben a konstanstagokat (1-et és az n = 0 tagot) Gsszevontuk.

1
Szamoljuk ki sin 1 és — értékét 3 tizedesjegy pontossaggal.
e

o x2n+1
Mivel sinz = » (—1)"——, igy
;} (2n +1)!
> 1 1 1 1 11 1
nl=> (-1)" ———— =1——4——— 4=l
S ;%( S et TR T 6 120 3040 T

Ez egy Leibniz-sor, igy a sor egy részletosszegének az 6sszegtol valo eltérését a
kovetkez6 tag abszolut értékével becsiilhetjiik. Mivel harom tizedesjegy pon-
tossaggal szeretnénk becsiilni, igy egy ezrednél kisebb hibat szeretnék, azaz ha

az taggal becsiilhetiink, akkor

5040

ot 1
sinl — —| < ——.
T 190 < 5040

101
Tehét sinl ~ %0 = 0,84166666 ... Valdjdban sin1 = 0,841470985. .., tehét

az els6 harom tizedesjegy tényleg azonos.

o0 n

1
Az — hasonléan az e* = g T hatvanysorbol:
e — n!
o= (1) 1 1 1 1 1 1
- =1l-14+--—4—— — 4+ — — —— 4 .
= 276722 120 " 720 5040 T

n=0



Ez is egy Leibniz-sor, igy hasonléan becsiilhetiink, mint az el6z6 feladatrésznél.

Az1—-1+ + ! ! + ! = 265 leto bol
g 2 "6 21 120 T g MesHetosszesh
1 265 1
e 720 5040
1 265 53 1
-~ — = ., mig — = 441 . ... Kereki
Tehat -~ 0 = 1 = 0,3680555. .., mig . 0,367879 erekitve

itt is megegyezik az els6é harom tlzedeSJegy.

Gyakorlé feladatok végeredményei

M4. (—4, 2)
oo n 22n+1 2 o
MS5. "
Zo 2n +1
0,012
M6. 1-— - = 0,99995




