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Monotonitas

Tétel:
Ha az f(x) figgvény differencialhaté és értelmezett az I intervallumon, akkor

> f/(x) > 0 minden x € I-re < f monoton né az I intervallumon.

» f/(x) <0 minden x € I-re < f monoton csdkken az I intervallumon.

Megjegyzés:
Szigord monotonitasra nincs hasonlé allitas!

Példaul f(x) = 23 szigorGan monoton né: f’(x) = 322 > 0, de f/(0) = 0.



Példa

Mely intervallumokon monoton az f(z) = e” — « fiiggvény?



Példa

Mely intervallumokon monoton az f(z) = e” — « fiiggvény?

Flz)=e* —1

f'(x)

e*—1>0
er>1
z >0

azaz az f fliggvény a (—o0, 0] intervallumon monoton csékken.



Lokalis szélsGérték

Az f: Dy — R (D; C R) fiiggvénynek az zy € Dy pontja
lokalis maximumbhely, ha van olyan 6 > 0, hogy
f(z) < f(xo) minden z € (xg — §,x0 + &) esetén.

A lokalis maximum az f(xg) fliggvényérték.

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az zy € Dy pontja
lokalis minimumbhely, ha van olyan 6 > 0, hogy
f(z) > f(xo) minden = € (xg — &, 20 + §) esetén.

A lokalis minimum az f(xg) fliggvényérték.

Lokalis szélsGérték: lokalis minimum vagy lokalis maximum.

Lokalis szélsGértékhely: lokalis minimumhely vagy lokalis maximumhely.

Megjegyzés:
Nem tessziik fel, hogy a fliggvény differencialhaté.
Példaul: f(z) = |z| fliggvény lokalis minimuma van zy = 0-ban.



Lokalis szélséérték feltételei

Ha a fiiggvény differencialhaté:

Tétel (lokalis szélséérték sziikséges feltétele):
Ha az f(z) figgvénynek az xy pontban lokélis szélsGértéke van, és az xg-ban
differencialhaté a fliggvény, akkor f'(xg) = 0.

Megjegyzés:

Az f'(x0) = 0-b6l nem kovetkezik, hogy xo-ban lokalis szélséérték van:
példaul f(x) = 23 fiiggvény x¢ = 0 pontban.

Szeretnénk elégséges feltételt a lokalis szélsGértékre:

Ha a fiiggvény

(xo — d,x0)-ban monoton né (azaz f'(z) > 0) és
(20, 2o + 6)-ban monoton csbkken (azaz f'(z) < 0),
akkor xo-ban lokalis maximum van.

Ha a fliggvény

(xo — 0, z0)-ban monoton csokken (azaz f'(x) < 0) és
(20,0 + 6)-ban monoton né (azaz f'(x) > 0),

akkor zg-ban lokalis minimum van.



—x2 — 2 + 4 fiiggvény lokalis szélsGértékei



Példa

f(x) = —2? — 2 + 4 fiiggvény lokalis szélséértékei
!

f'(z) = =22 — 2, melynek nullhelye 2o = —1
fl@)=0 fll@)<0
—2r—22>0 —2x—-2<0
—2x>2 —2r <2
< -1 x> —1
x € (—o0, —1] x €[-1,+00)
monoton né monoton csokken

Tehat az o = —1 lokalis maximumbhely.

A lokalis maximum a fiiggvényérték:

flzo) = f(=1) =5.



Magasabbrendi derivaltak

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény masodrendii/masodik derivéltja az f'(x)
fliggvény derivaltja (feltéve, hogy létezik).
d*f(z)

Jelolése: f'(x) vagy 022
x

, stb.

Hasonléan n-edrendii/n-edik derivalt az n — 1-edrend(i derivaltnak a derivaltja
(feltéve, hogy létezik).

Jeldles: (™) (z) vagy i(a:) stb.
dxm
Példak:
f(z) =sinzx g(x) =a® =322 —Tx -1
f(x) = cosz g (x) =322 —6x—7
f'(x) = —sinz g"(r) =6z -6
" (z) = —cosw g"(x) =6
f®(z) =sinx gD (z) =0
O () = cosz g®(x)=0



Elégséges feltétel lokalis szélsGértékre

Ha az f fliggvény kétszer differencialhaté, és f'(xg) =0, és

> f"(xo) > 0, akkor z¢-ban lokalis minimum van.
> f"(xo) < 0, akkor zq-ban lokalis maximum van.

Megjegyzés:

Visszafelé ez nem igaz:

f(x) = z* fiiggvénynek xo = 0-ban lokélis minimuma van, de
f'(@) =42®, f"(x) = 1222, igy f"(0) = 0.



Példa

Az f(z) = 2° — 3z fiiggvény lokalis szélséértéekei



Példa

Az f(z) = 2° — 3z fiiggvény lokalis szélséértéekei
fl(x) =322 -3 és f""(x) = 6z

f(x)=0
322 -3=0
32% =3
2 =1

T2 = %1

Az 1 = +1-ben f"(x1) = f"(+1) = 46 > 0, tehat ez lokalis minimumhely,
a lokalis minimum értéke: f(z1) = f(+1) = —2.
Az 29 = —1-ben f"(x5) = f"(—1) = —6 < 0, tehat ez lokalis maximumbhely,
a lokalis maximum értéke: f(z2) = f(—1) = +2.



Egy altalanosabb tétel

Tétel:
Tegyiik fel, hogy az f(z) fliggvény n-szer differencialhaté, és

f(@o) = f"(wo) = -+ = f D(wg) =0, de f™ (o) # 0.
Ekkor paratlan n esetén xo nem lokalis széls6érték,
mig paros n esetén x( lokalis szélsGérték, éspedig
> (™) (29) > 0 esetén x( lokalis minimumhely.
» (M (xg) < 0 esetén x lokalis maximumbhely.
Példa:

Meggondolhatd, hogy f(z) = a™ esetén:
F(0) = §7(0) =+ = J0=D(0) = D és £ (0) = !



Osszefoglalas

Sziikséges feltétel:
xq lokalis szélsGérték, akkor f/(z9) =0

Els6rendii elégséges feltétel:
f'(xg) =0és (xg—0,x0)-ban f'(z)
(zo, 20 + 0)-ban f'(x)

IV IA

0,
0, akkor z( lokalis minimumhely

f'(zg) =0és (xg—6,z0)-ban f'(z) >0,
(0,20 + 6)-ban f'(x) <0, akkor z( lokalis maximumhely

Masodrendii elégséges feltétel:
f'(xo) =0és  f"(xg) >0, akkor zq lokalis minimumhely
fl(xo) =0és  f"(x9) <0, akkor zq lokalis maximumbhely



