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Monotonitás

Tétel:
Ha az f(x) függvény di�erenciálható és értelmezett az I intervallumon, akkor

I f ′(x) ≥ 0 minden x ∈ I-re ⇔ f monoton n® az I intervallumon.

I f ′(x) ≤ 0 minden x ∈ I-re ⇔ f monoton csökken az I intervallumon.

Megjegyzés:
Szigorú monotonitásra nincs hasonló állítás!

Például f(x) = x3 szigorúan monoton n®: f ′(x) = 3x2 ≥ 0, de f ′(0) = 0.



Példa

Mely intervallumokon monoton az f(x) = ex − x függvény?

f ′(x) = ex − 1

f ′(x) ≥ 0

ex − 1 ≥ 0

ex ≥ 1

x ≥ 0,

azaz az f függvény a [0,+∞) intervallumon monoton n®.

f ′(x) ≤ 0

ex − 1 ≤ 0

ex ≤ 1

x ≤ 0,

azaz az f függvény a (−∞, 0] intervallumon monoton csökken.



Példa

Mely intervallumokon monoton az f(x) = ex − x függvény?

f ′(x) = ex − 1

f ′(x) ≥ 0

ex − 1 ≥ 0

ex ≥ 1

x ≥ 0,

azaz az f függvény a [0,+∞) intervallumon monoton n®.

f ′(x) ≤ 0

ex − 1 ≤ 0

ex ≤ 1

x ≤ 0,

azaz az f függvény a (−∞, 0] intervallumon monoton csökken.



Lokális széls®érték

Az f : Df → R (Df ⊆ R) függvénynek az x0 ∈ Df pontja
lokális maximumhely, ha van olyan δ > 0, hogy
f(x) ≤ f(x0) minden x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) esetén.

A lokális maximum az f(x0) függvényérték.

Az f : Df → R (Df ⊆ R) függvénynek az x0 ∈ Df pontja
lokális minimumhely, ha van olyan δ > 0, hogy
f(x) ≥ f(x0) minden x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) esetén.

A lokális minimum az f(x0) függvényérték.

Lokális széls®érték: lokális minimum vagy lokális maximum.

Lokális széls®értékhely: lokális minimumhely vagy lokális maximumhely.

Megjegyzés:
Nem tesszük fel, hogy a függvény di�erenciálható.
Például: f(x) = |x| függvény lokális minimuma van x0 = 0-ban.



Lokális széls®érték feltételei

Ha a függvény di�erenciálható:

Tétel (lokális széls®érték szükséges feltétele):
Ha az f(x) függvénynek az x0 pontban lokális széls®értéke van, és az x0-ban
di�erenciálható a függvény, akkor f ′(x0) = 0.

Megjegyzés:
Az f ′(x0) = 0-b®l nem következik, hogy x0-ban lokális széls®érték van:
például f(x) = x3 függvény x0 = 0 pontban.

Szeretnénk elégséges feltételt a lokális széls®értékre:

Ha a függvény
(x0 − δ, x0)-ban monoton n® (azaz f ′(x) ≥ 0) és
(x0, x0 + δ)-ban monoton csökken (azaz f ′(x) ≤ 0),
akkor x0-ban lokális maximum van.

Ha a függvény
(x0 − δ, x0)-ban monoton csökken (azaz f ′(x) ≤ 0) és
(x0, x0 + δ)-ban monoton n® (azaz f ′(x) ≥ 0),
akkor x0-ban lokális minimum van.



Példa

f(x) = −x2 − 2x+ 4 függvény lokális széls®értékei

f ′(x) = −2x− 2, melynek nullhelye x0 = −1

f ′(x) ≥ 0 f ′(x) ≤ 0

−2x− 2 ≥ 0 −2x− 2 ≤ 0

−2x ≥ 2 −2x ≤ 2

x ≤ −1 x ≥ −1
x ∈ (−∞,−1] x ∈ [−1,+∞)

monoton n® monoton csökken

Tehát az x0 = −1 lokális maximumhely.
A lokális maximum a függvényérték:

f(x0) = f(−1) = 5.



Példa
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f ′(x) ≥ 0 f ′(x) ≤ 0

−2x− 2 ≥ 0 −2x− 2 ≤ 0

−2x ≥ 2 −2x ≤ 2

x ≤ −1 x ≥ −1
x ∈ (−∞,−1] x ∈ [−1,+∞)

monoton n® monoton csökken

Tehát az x0 = −1 lokális maximumhely.
A lokális maximum a függvényérték:

f(x0) = f(−1) = 5.



Magasabbrend¶ deriváltak

Az f : Df → R (Df ⊆ R) függvény másodrend¶/második deriváltja az f ′(x)
függvény deriváltja (feltéve, hogy létezik).

Jelölése: f ′′(x) vagy
d2f(x)

dx2
, stb.

Hasonlóan n-edrend¶/n-edik derivált az n− 1-edrend¶ deriváltnak a deriváltja
(feltéve, hogy létezik).

Jelölés: f (n)(x) vagy
dnf(x)

dxn
, stb.

Példák:

f(x) = sinx g(x) = x3 − 3x2 − 7x− 1

f ′(x) = cosx g′(x) = 3x2 − 6x− 7

f ′′(x) = − sinx g′′(x) = 6x− 6

f ′′′(x) = − cosx g′′′(x) = 6

f (4)(x) = sinx g(4)(x) = 0

f (5)(x) = cosx g(5)(x) = 0



Elégséges feltétel lokális széls®értékre

Ha az f függvény kétszer di�erenciálható, és f ′(x0) = 0, és

I f ′′(x0) > 0, akkor x0-ban lokális minimum van.

I f ′′(x0) < 0, akkor x0-ban lokális maximum van.

Megjegyzés:
Visszafelé ez nem igaz:
f(x) = x4 függvénynek x0 = 0-ban lokális minimuma van, de
f ′(x) = 4x3, f ′′(x) = 12x2, így f ′′(0) = 0.



Példa

Az f(x) = x3 − 3x függvény lokális széls®értékei

f ′(x) = 3x2 − 3 és f ′′(x) = 6x

f ′(x) = 0

3x2 − 3 = 0

3x2 = 3

x2 = 1

x1,2 = ±1

Az x1 = +1-ben f ′′(x1) = f ′′(+1) = +6 > 0, tehát ez lokális minimumhely,
a lokális minimum értéke: f(x1) = f(+1) = −2.
Az x2 = −1-ben f ′′(x2) = f ′′(−1) = −6 < 0, tehát ez lokális maximumhely,
a lokális maximum értéke: f(x2) = f(−1) = +2.



Példa

Az f(x) = x3 − 3x függvény lokális széls®értékei

f ′(x) = 3x2 − 3 és f ′′(x) = 6x

f ′(x) = 0

3x2 − 3 = 0

3x2 = 3

x2 = 1

x1,2 = ±1

Az x1 = +1-ben f ′′(x1) = f ′′(+1) = +6 > 0, tehát ez lokális minimumhely,
a lokális minimum értéke: f(x1) = f(+1) = −2.
Az x2 = −1-ben f ′′(x2) = f ′′(−1) = −6 < 0, tehát ez lokális maximumhely,
a lokális maximum értéke: f(x2) = f(−1) = +2.



Egy általánosabb tétel

Tétel:
Tegyük fel, hogy az f(x) függvény n-szer di�erenciálható, és

f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0, de f (n)(x0) 6= 0.

Ekkor páratlan n esetén x0 nem lokális széls®érték,
míg páros n esetén x0 lokális széls®érték, éspedig

I f (n)(x0) > 0 esetén x0 lokális minimumhely.

I f (n)(x0) < 0 esetén x0 lokális maximumhely.

Példa:
Meggondolható, hogy f(x) = xn esetén:
f ′(0) = f ′′(0) = · · · = f (n−1)(0) = 0 és f (n)(0) = n!



Összefoglalás

Szükséges feltétel:
x0 lokális széls®érték, akkor f ′(x0) = 0

Els®rend¶ elégséges feltétel:
f ′(x0) = 0 és (x0 − δ, x0)-ban f ′(x) ≤ 0,

(x0, x0 + δ)-ban f ′(x) ≥ 0, akkor x0 lokális minimumhely

f ′(x0) = 0 és (x0 − δ, x0)-ban f ′(x) ≥ 0,
(x0, x0 + δ)-ban f ′(x) ≤ 0, akkor x0 lokális maximumhely

Másodrend¶ elégséges feltétel:
f ′(x0) = 0 és f ′′(x0) > 0, akkor x0 lokális minimumhely
f ′(x0) = 0 és f ′′(x0) < 0, akkor x0 lokális maximumhely


