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Rolle-tétel

Ha az f(x) fiiggvény az [a, b] intervallumon folytonos, az (a,b)-n
differencidlhat6, és f(a) = f(b), akkor van olyan z € (a,b), hogy
f'(x) = 0 (az érint6 vizszintes).

Bizonyitas:

A Weierstrass-tétel szerint a fliggvény felveszi a minimumat és a
maximumat, ezek koziil legalabb az egyik belsé pont. Ez lokalis
szélsGérték, igy a derivalt nulla.
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Lagrange-tétel

Ha az f(z) fiiggvény az [a, b] intervallumon folytonos, az (a,b)-n

differencialhaté, akkor van olyan z € (a,b), hogy

f(b) — f(a)
1Y —
f (x) - b —a
Bizonyitéas: Y
A Rolle-tételt alkalmazzuk a
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figgvényre.

f(b) = f(a)
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Cauchy-tétel

Ha az f(z) és g(x) fiiggvények az [a,b] intervallumon folytonosak, az
(a, b)-n differencialhatéak és ¢’'(z) # 0 = € (a,b) esetén, akkor van olyan

€ (a,b), hogy
f'(x)  f(b) = f(a)

g(x)  g(b) —gla)

Bizonyitas:
A Rolle-tételt alkalmazzuk az

f() — f(a)

F) = o) - L9 =T g
fliggvényre.
s ) —f@
F'(z) = f'(z) - mg (z)
F(b) — Fla) = (f(b) -1 El’j; - ((j)’gw)) - (f(a) -1 E’;i - ((Z))gm)) -
= £(0) — f(a)— YOI ) gap) =0

g(b) — g(a)
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Aszimptotak

Az aszimptota olyan egyenes, melyet a fliggvény grafikonja tetszélegesen
megkdzelit.

Ez haromféle lehet:
> fliggbleges aszimptota

» vizszintes aszimptota

» ferde aszimptota



Fliggbleges aszimptota

Az f(x) fuggvénynek fliggbleges aszimptotdja van az xo pontban, ha
lim f(z) = £oo, esetleg csak az egyik oldali hatérérték.

T—rTo

Ekkor az x = z( egyenletii egyenes az aszimptota.
Peéldak: Ty
Az f(x) = — fiiggvénynek az
zo = 0 pontban figgbleges
aszimptotaja van.

Egyenlete: z = 0. ‘ L

1
Az f(x) = m nggVénynek

az xy = 2 pontban fiiggéleges
aszimptotaja van.
Egyenlete: x = 2.




Vizszintes aszimptota

Az f(x) fuggvénynek vizszintes aszimptotdja van, ha +oo-ben a

hatarértéke egy véges szam.

Ha lim f(z) = a, akkor az y = a egyenletii egyenes a vizszintes
T—+00

aszimptota a +oo-ben.

A —oo-ben hasonléan definialjuk.

Példa: ‘
2x

’ y
Az f(x) = 211 figgvénynek a 3 T
9

hatarértéke a végtelenben: w
222 2
lim —2 = lim -2 L

igy az y = 2 egyenletii egyenes a
vizszintes aszimptotdja a +oo-ben.

A —oo-ben hasonléan ugyanez az
egyenes.



Ferde aszimptota

Az f(x) fiiggvénynek ferde aszimptotaja van, ha a fiiggvénygrafikon az
y = ax + b egyeneshez ,simul” a végtelenben.

Az a és a b egyiitthatok Y
kiszamitasa:
a= lim 7]"(1:)
Tr—r 00 x
b= wll)rrgo (f(z) — ax)
A —oo-ben hasonléan szamithaté.

Ha valamelyik hatarérték nem
létezik vagy végtelen, akkor nincs x
ferde aszimptota.

Az a értékét gyakran a
L'Hospital-szabaly segitségével
szamolhatjuk ki:

a= lim f@) ~ lim flo) lim f/(x)

00 T z—oo 1 T—r00



Ferde aszimptota — példak

2¢2 — 6 4
Az f(z) = % figgvény ferde aszimptotéi



Ferde aszimptota — példak

2¢2 — 6 4
Az f(z) = o brtd figgvény ferde aszimptotéi
x
. f(2) ) 22°—6a+4 o 222 —6xr+4
a= lim —= = lim —%— = lim — =
T—o00 I T—00 €T T—00 €T

b= lim (f(z) —az)= lim (2:62—6;10—1—4 Qx) =

T—00 T—00 €T
922 — 6z + 4 — 222 6z +4 A
Tl kR T T (—6+):—6
T—00 T T—00 T T—00 T

Tehat a ferde aszimptota egyenlete: y = 2z — 6.
Hasonléan a —oo-ben is.

Az f(x) = 2? fiiggvény ferde aszimptotai



Ferde aszimptota — példak

2¢2 — 6 4
Az f(z) = o brtd figgvény ferde aszimptotéi
x
22% —6a+4 2
a= lim M: lim —=*  — lim w:
T—o00 I T—00 €T T—00 €T
4
— lim <26+2> =2
T—00 T €T
22 — 4
b= lim (f(z) —az)= lim <zv6x—|— - Qx) =
T—00 T—00 x
222 — 4 — 222 — 4 4
Tl kR T T (—6+):—6
T—00 x T—00 x T—00

Tehat a ferde aszimptota egyenlete: y = 2z — 6.
Hasonléan a —oo-ben is.

Az f(x) = 2? fiiggvény ferde aszimptotai

o fl@) 2
a= lim —= = lim — = lim x = 400,
T—00 I T—00 I T—00

tehat ebben az esetben nem létezik ferde aszimptota.



