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Konvexitás

Egy K ⊆ R2 halmaz konvex, ha bármely P,Q ∈ K pontra a PQ szakasz
teljes egészében benne van a K-ban.

Az f : Df → R függvény
(Df ⊆ R) az [a, b] ⊆ Df

intervallumon konvex, ha a
gra�konja feletti tartomány konvex:

{(x, y) ∈ R2 | x ∈ [a, b] és y ≥ f(x)}
a b

x

y

Az f : Df → R függvény
(Df ⊆ R) az [a, b] ⊆ Df

intervallumon konkáv, ha a
gra�konja alatti tartomány konvex:

{(x, y) ∈ R2 | x ∈ [a, b] és y ≤ f(x)}
a b
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Ekvivalens tulajdonságok a konvexitásra

Az f : Df → R függvény (Df ⊆ R) az [a, b] ⊆ Df intervallumon
pontosan akkor konvex, ha

I minden x, y ∈ [a, b]-re az (x, f(x)) és az (y, f(y)) pontokat
összeköt® szakasz a gra�kon felett van, azaz

λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f(λx+ (1− λ)y) minden λ ∈ [0, 1]-re.

I a függvénygra�kon az érint® felett halad, azaz

f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) minden x, x0 ∈ [a, b] esetén.

I az érint® meredeksége, azaz f ′(x) monoton n® az [a, b]
intervallumon.

I f ′′(x) ≥ 0 az [a, b] intervallumon.



Ekvivalens tulajdonságok a konkávitásra

Az f : Df → R függvény (Df ⊆ R) az [a, b] ⊆ Df intervallumon
pontosan akkor konkáv, ha

I minden x, y ∈ [a, b]-re az (x, f(x)) és az (y, f(y)) pontokat
összeköt® szakasz a gra�kon alatt van, azaz

λf(x) + (1− λ)f(y) ≤ f(λx+ (1− λ)y) minden λ ∈ [0, 1]-re.

I a függvénygra�kon az érint® alatt halad, azaz

f(x) ≤ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) minden x, x0 ∈ [a, b] esetén.

I az érint® meredeksége, azaz f ′(x) monoton csökken az [a, b]
intervallumon.

I f ′′(x) ≤ 0 az [a, b] intervallumon.



In�exiós pont

Az f : Df → R függvény (Df ⊆ R) x0 ∈ Df pontja in�exiós pont, ha a
függvény x0-ban di�erenciálható, és a függvény x0-ban konvexitást vált,
azaz el®tte konkáv, utána konvex vagy fordítva.

Formálisan: van olyan δ > 0, hogy
[x0 − δ, x0]-ban konkáv és
[x0, x0 + δ]-ban konvex vagy
fordítva.

Példa: x0

x

y

A sinx függvénynek a π egész számú többszörösei az in�exiós pontjai.

Tétel:
Ha az x0 in�exiós pont, akkor f ′′(x0) = 0.

Ez visszafelé nem feltétlenül igaz:

f(x) = x4

f ′(x) = 4x3

f ′′(x) = 12x2 így f ′′(0) = 0,

de a 0 nem in�exiós pont (a függvény mindenütt konvex).



Egy példa

Az f(x) = x4 − x3 − 3x2 + 2x+ 3 függvény konvexitása.

Kiszámoljuk a függvény második deriváltját:

f(x) = x4 − x3 − 3x2 + 2x+ 3

f ′(x) = 4x3 − 3x2 − 6x+ 2

f ′′(x) = 12x2 − 6x− 6

A második derivált nullhelyei:

f ′′(x) = 0

12x2 − 6x− 6 = 0

2x2 − x− 1 = 0
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A második derivált el®jeléb®l leolvashatjuk a konvexitást:
x < − 1

2 − 1
2 − 1

2 < x < 1 1 1 < x
f ′′ + 0 − 0 +
f konvex inf. pont konkáv inf. pont konvex
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Függvényvizsgálat

Adott egy f(x) függvény, megállapítjuk:

I értelmezési tartomány
I zérushely
I paritás
I periodicitás
I értelmezési tartomány szélein határértékek

I aszimptoták

I els® derivált
I monotonitási tulajdonságok
I lokális széls®értékek

I második derivált
I konvexitás
I in�exiós pontok

I sematikus ábrázolás
I értékkészlet



Az e−x
2

függvény vizsgálata

Legyen f(x) = e−x
2

(Gauss- vagy haranggörbe).

I értelmezési tartomány: R
I zérushely: nincs, mindenütt pozitív
I paritás:

f(−x) = e−(−x)
2

= e−x
2

= f(x),

tehát páros
I periodicitás: nem periodikus (visszatérünk)
I értelmezési tartomány szélein határértékek:

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

e−x
2

= 0, mert lim
x→−∞

ex = 0

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

e−x
2

= 0

Így vízszintes aszimptota van a ±∞-ben: y = 0 egyenes.
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Az e−x
2

függvény vizsgálata � folytatás

I els® derivált:
f ′(x) = e−x

2

(−2x),
melynek 0-ban van nullhelye

x < 0 0 0 < x
f ′ + 0 −
f monoton n® lok. max. monoton csökken

Az x = 0-ban lokális maximum van, melynek értéke: f(0) = e0 = 1.
I második derivált:

f ′′(x) = e−x
2

(−2x)(−2x) + e−x
2

(−2) = (4x2 − 2)e−x
2

,

melynek nullhelyei: ± 1√
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I értékkészlet: (0, 1]
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