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Lineáris helyettesítés

Tétel (Lineáris helyettesítés):
Ha az f(x) függvény primitív függvénye F (x), akkor∫

f(ax+ b) dx =
1

a
F (ax+ b) + C

Bizonyítás: (
1

a
F (ax+ b) + C

)′
=

1

a
F ′(ax+ b) · a = f(ax+ b)

Példa: ∫
sin(5x− 7) dx =

1

5
(− cos(5x− 7)) + C = −cos(5x− 7)

5
+ C

a = 5, b = −7, f(x) = sinx, F (x) = − cosx



Lineáris helyettesítés

Tétel (Lineáris helyettesítés):
Ha az f(x) függvény primitív függvénye F (x), akkor∫

f(ax+ b) dx =
1

a
F (ax+ b) + C

Bizonyítás: (
1

a
F (ax+ b) + C

)′
=

1

a
F ′(ax+ b) · a = f(ax+ b)

Példa: ∫
sin(5x− 7) dx =

1

5
(− cos(5x− 7)) + C = −cos(5x− 7)

5
+ C

a = 5, b = −7, f(x) = sinx, F (x) = − cosx



Két bevezet® feladat
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Lehetett volna az arth (|x| < 1 esetén) vagy az arcth (|x| > 1 esetén)
függvényeket is használni, de a fenti metódus általánosabb módszer.



Parciális törtekre bontás

Két polinom hányadosát integráljuk.

1. Polinomosztással elérjük, hogy a számláló kisebb fokú legyen, mint a
nevez®.

2. A nevez®t felbontjuk legfeljebb másodfokú irreducibilis polinomok
szorzatára.

3. A törtet felírjuk egyszer¶bb törtek összegeként.

4. Ezeket a törteket már tudjuk integrálni.

Példa:
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=

2
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(x+ 1)2
+
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,

mert x4 − 2x3 + 2x2 + 14x+ 9 = (x+ 1)2(x2 − 4x+ 9).



Másodfokú nevez®j¶ integrálása

El®ször teljes négyzetté alakítjuk a nevez®t: x2 − 4x+ 9 = (x− 2)2 + 5.
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Egy parciális törtekre bontás

∫
x+ 5

x2 − x− 6
dx = ?

El®ször felbontjuk a nevez®t:

x2 − x− 6 = (x− 3)(x+ 2)

Ekkor a törtet ilyen alakban szeretnénk el®állítani:
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+
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,

ahol A,B ∈ R. Ezeknek a meghatározásához beszorzunk a nevez®vel:

x+ 5 = A(x+ 2) +B(x− 3)

A két oldalon álló polinom együtthatói megegyeznek:

1 = A+B

5 = 2A− 3B

Ebb®l az egyenletrendszerb®l azt kapjuk, hogy A = 8
5 és B = − 3
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Feladat
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