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Bevezets mese

Adott egy fiiggvény, nem formuldval, hanem minden pontban
lekérdezhetjiik a fliggvény értékét.

A gonosz mané az xy = 2 pontban elrejtette a fiiggvény értékét, nekiink
kell kitalalni. Hogyan csinaljuk?

Megnézziik, mi a fliiggvény értéke 1,9-ben: 16,3 és 2,1-ben: 15,8.
Akkor talan 1677

Azért nézziik tovabb:

£(1,99) =16,02954  f(2,01) = 1597987
£(1,999) =16,00393  £(2,001) = 1599812
£(1,9999) =16,00041  £(2,0001) = 15,99976
£(1,99999) = 16,00002  £(2,00001) = 15,99998

Hat, igy mér elég meggy6z6, hogy f(2) = 16.

De ebben soha sem lehetiink biztosak.

Mit tudunk biztosan?

Ha kozel vagyunk az x¢ = 2-hdz, akkor a fiiggvényérték is kozel van a
16-hoz.



Uton a definicié felé

Ha kozel vagyunk az xy = 2-hdz, akkor a fiiggvényérték is kozel van a
16-hoz.

J6-j6, de mennyire van kdzel?

Mondjuk 3 tizedesjegyre stimmel, ha elég kdzel mentiink a 2-hdz.

De mit jelent, hogy elég kdzel? Legfeljebb 0,002 az eltérés.

Es ha mas pontossagot szeretnénk?

Arra is lesz valami eltérés maximum!

Tehat:

Ha adott egy pontossag, hogy mennyire szeretnénk kozel keriilni a
16-hoz, azaz mondjuk legfeljebb ¢ eltérést szeretnénk.

Akkor ehhez van egy masik eltérés, legyen §, hogy ha 2-h6z §-nal
kozelebb vagyunk, akkor teljesiilni fog a kivansagunk.

Még pontosabban:
Ha adott £ > 0, akkor ahhoz van olyan 6 > 0, hogy ha |z — 2| < 4, akkor
|f(z) —16] <e.



Hatarérték definicidja

Az f: R — R fiiggvénynek az xy pontban a hatarértéke A, ha minden
€ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy ha |z — 2| < § és © # ¢, akkor
|f(z) — Al <e.

Nem biztos, hogy a fiiggvény mindeniitt értelmes, de azt fel kell tenniink,
hogy x( kozelében értelmes, azaz:

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az z pontban a hatarértéke
A € R, ha minden & > 0-hoz van olyan ¢ > 0, hogy ha |z — x| < § és
x # 9, akkor x € Dy és |f(x) — A| < e.

Nem koveteljitk meg, hogy a fliggvény xg-ban értelmezve legyen.

Kicsit egyszeriibben felirva:

Az f: Dy — R (Dy C R) fliggvénynek az = pontban a hatarértéke
A € R, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy 0 < |z — zo| < ¢
esetén x € Dy és |f(z) — A| <e.

Jelolés:
lim f(z) = Avagy f(z) = A, haz — xg.

T—T0



Egy példa

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az xy pontban a hatarértéke
A € R, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy 0 < |z — x| < &
esetén x € Dy és |f(x) — Al <e.
Jelolés: li£n f(x)y=A

z—2 - .
5 fliggvény értelmezési tartomanya: Dy =R\ {2}.

Az f(z) =

Mennyi a hatarértéke xg = 2-ben?

Ha = # 2, akkor f(x) =1, igy lime(x) =1
T—

Definialhatnank igy is a fiiggvényt:
f: R\ {2} = R,
flz)=1 x € R\ {2} esetén.

De a kovetkezd is egy fliggvény:

_J 1, haz#2
g(x)—{ 9, haz=2

Ekkor lim2 g(x) =1, mert a 2-beli érték nem szamit a hatarértéknél.
r—r



Még egy példa

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az xy pontban a hatarértéke
A € R, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy 0 < |z — xo| < ¢
esetén = € Dy és |f(x) — A| <e.
Jelolés: lim f(z) = A
T—To
Peélda:
Az f(x) = 3x + 1 fiiggvény zo = 2-ben.
A hatarérték ,valoszinileg” f(2) = 7.
Mi lesz a 0 egy adott ¢ > 0-hoz?

Az kell, hogy
|f(z) — Al <e
Bzx+1—-7<e
[3z — 6] < ¢
3-lz—2|<e
€
|$—2|<§7

ami teljesiil, ha § = %



Az egészrész fliggvény

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az xo pontban a hatarértéke
A € R, ha minden € > 0-hoz van olyan ¢ > 0, hogy 0 < |z — x¢| < §
esetén x € Dy és |f(x) — Al <e.
Jelolés: li%n flz)y=A

T—xq

Mi a helyzet az f(z) = [x] egészrész fiiggvénnyel xy = 2-ben?

Ha |z — 2| < d < 1 és = # 2, akkor 9 1Y
f(x) =2, hax>2 és
flz)=1 haz <2 1

Tehat |f(z) — Al <& < % nem
teljesiil sem A = 1-gyel, sem ; o

A = 2-vel. -1 1 2 3
Igy a hatarérték nem létezik. 1




Jobb és bal oldali hatarérték

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az xy pontban a hatarértéke

A € R, ha minden £ > 0-hoz van olyan ¢ > 0, hogy 0 < |z — zg| < ¢
esetén = € Dy és |f(x) — A| <e.
Jelolés: lim f(x) = A

T—x

Erdemes kiildn tekinteni a két oldalt:

Jobb oldali hatarérték (z¢ < z):
Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az x, pontban a jobb oldali
hatarértéke A € R, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy
0<z—xz9<desetén z € Dy &s |f(z) — Al <e.
Jeldles: lim f(z) = Avagy lim f(x)=A.

r—xo+ r—xo+0

Bal oldali hatarérték (z < zo):
Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az xy pontban a bal oldali
hatarértéke A € R, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy
0<zy—x<desetén z € Dy &s |f(x) — A| <e.
Jeldles: lim f(z) = Avagy lim f(x)=A.

T—xo— r—xo—0



Két tétel

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az xy pontban a hatarértéke
A € R, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy 0 < |z — x¢| < ¢
esetén x € Dy és |f(x) — Al <e.

Jelolés: lim f(z) = A

rT—xq
Tétel:
Ha az f fliggvénynek xg pontban létezik a jobb és bal oldali hatarértéke,
és ezek egyenlGek, akkor a fiiggvénynek létezik az xg pontban
hatarértéke, és ez megegyezik a jobb és bal oldali hatarértékkel.
lim f(z)=A= lim f(zr) = lim f(z)=A

T—To— T—To+ T—To

Tétel:

Ha létezik a hatarérték, akkor egyértelm:

ILm fz)=Aés le f(z) = B esetén A = B.
T—To T—x0

Indirekt bizonyitas: ¢ = @—hoz nincs jé 6.



Végtelen hatarérték

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az xy pontban a hatarértéke
A € R, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy 0 < |z — xo| < ¢
esetén = € Dy és |f(x) — A| <e.

Jelolés: lim f(z) = A

T—T0

1
||

fiiggvénnyel a 0 pontban?

Mi a helyzet az f(z) =

Minél kdézelebb vagyunk a 0-hoz
annal nagyobb a fliggvény,
végtelenhez tart.

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az z pontban a hatarértéke
+00, ha minden K € R-hez van olyan 6 > 0, hogy 0 < |z — xg| < ¢

esetén = € Dy és f(z) > K.
Jeldlés: lim f(z) = 400
T—xT0

-2 -1




Végtelen hatarérték — variaciok

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az xo pontban a hatarértéke
+00, ha minden K € R-hez van olyan § > 0, hogy 0 < |x — 2| < ¢
esetén x € Dy és f(z) > K.
Lehet minusz végtelen is a hatarérték, ekkor a fliggvényérték nagyon kicsi:
Az f: Dy — R (Dy C R) fliggvénynek az =y pontban a hatarértéke
—00, ha minden K € R-hez van olyan § > 0, hogy 0 < |z — x| < &
esetén x € Dy és f(z) < K.
Jelolés: li_>m f(z) = —c0.

T—x0

Ezekben az esetekben is lehet jobb vagy bal oldali hatarértéket venni, pl.:
Az f: Dy — R (D; C R) fiiggvénynek az z, pontban a jobb oldali
hatarértéke +o00, ha minden K € R-hez van olyan § > 0, hogy
0<z—xz9<desetén z € Dy &s f(z) > K.
Jeldles: lim f(z) = 4o0.

T—xo+

Stb...

1 1
Példa: lim — = +oo és lim — = —oo.
x—0+ 2 z—0— o



Hatarérték a végtelenben

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az xo pontban a hatarértéke

A € R, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy 0 < |z — xo| < ¢
esetén x € Dy és |f(z) — A| <e.

Nem csak a hatarérték lehet végtelen, hanem az z pont is.

Ekkor a § ,helyett” K szam van:

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek a +o0o-ben a hatarértéke A € R,
ha minden € > 0-hoz van olyan K € R, hogy K < x esetén x € Dy és
|f(x) — A] <e.

Jelolés: zggloof(x) = A.

Példa: lim 1:O.

rx——4oco I
Természetesen ez a —oo-ben is hasonléan miikodik:
Az f: Dy — R (D; C R) fiiggvénynek a —oo-ben a hatarértéke A € R,
ha minden € > 0-hoz van olyan K € R, hogy K > x esetén x € Dy és
|f(z) — A <e.
Jelolés: mgr_noo flz)=A.

Megjegyzés: A végtelenben nincs kiilon jobb és bal oldali hatarérték.



Végtelenben végtelen

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek a +oo-ben a hatarértéke +oc0, ha
minden K € R-hez van olyan L € R, hogy L < x esetén x € Dy és
flz) > K.
Jelslés: lim f(x) = +o0.
T—+00

Hasonléan:

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek a +o0o-ben a hatarértéke —oo, ha
minden K € R-hez van olyan L € R, hogy L < x esetén = € Dy és

flz) < K.

Jelolés: IEToof(x) = —00.

Az f: Dy — R (D; C R) fliggvénynek a —oo-ben a hatarértéke +oc0, ha
minden K € R-hez van olyan L € R, hogy L > x esetén x € Dy és

flz) > K.

Jelolés: mgmoo f(z) = 4o0.

Az f: Dy — R (Dy C R) fliggvénynek a —oo-ben a hatarértéke —oo, ha
minden K € R-hez van olyan L € R, hogy L > x esetén = € Dy és
flz) < K.
Jeldlés: lim f(x) = —oc.
T——0Q



Osszefoglalas

az xo pontban a
az xo pontban a jobb oldali
Az f: Dy — R (D; C R) fiiggvénynek az x pontban a bal oldali
a +oo-ben a
a —oo-ben a

0 >0,
AcR, € > 0-hoz 0>0,
hatarértéke +o0o, ha minden K € R-hez vanolyan § >0,
—00, K € R-hez L eR,
L e R,
0<|z—mo| <o
O<az—20<9 |f(z) — A] <e.
hogy 0 <ap—ax <0 eseténz € Dy és f(z) > K.
L<z flz) < K.

L>x



