
10. gyakorlat

Határozatlan integrálok

Horváth Márton

BME, Matematika Intézet, Geometria Tanszék

2021. november 18.



1. feladat (a)

Keressük meg azt az f függvényt, amelyre f ′(x) =
1

2
√
x

és f(4) = 1

teljesül.

A derivált függvényb®l f(x) =
√
x+ C, mert

(
√
x)
′
=
(
x

1
2

)′
=

1

2
x−

1
2 =

1

2
√
x
.

Másrészt 1 = f(4) =
√
4 + C = 2 + C, azaz C = −1.

Így f(x) =
√
x− 1.
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1. feladat (b)

Keressük meg azt az f függvényt, amelyre f ′′(x) = 3ex + 5 sinx és
f(0) = 1, f ′(0) = 2 teljesül.

El®ször a függvény derivált függvényét határozzuk meg, melynek ismerjük
a deriváltját (f ′′(x)-et). Így

f ′(x) = 3ex − 5 cosx+ C1,

továbbá

2 = f ′(0) = 3e0 − 5 cos(0) + C1 = 3− 5 + C1 = −2 + C1,

amib®l C1 = 4. Tehát

f ′(x) = 3ex − 5 cosx+ 4.

Innen a függényt hasonlóan meghatározhatjuk:

f(x) = 3ex − 5 sinx+ 4x+ C2,

és így 1 = f(0) = 3− 0 + 0 + C2, azaz C2 = −2, azaz

f(x) = 3ex − 5 sinx+ 4x− 2.



1. feladat (b)
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1. feladat (c)

Keressük meg azt az f függvényt, amelyre f ′′′(x) = sinx és
f(0) = 1, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 1 teljesül.

Itt is az el®z®ekhez hasonlóan járunk el:

f ′′(x) = − cosx+ C1,

amire a feltétel:

1 = f ′′(0) = − cos(0) + C1 = −1 + C1,

így C1 = 2,
f ′′(x) = − cosx+ 2.

Ekkor
f ′(x) = − sinx+ 2x+ C2,

amib®l 1 = f ′(0) = −0 + 0 + C2, azaz C2 = 1, és így

f ′(x) = − sinx+ 2x+ 1.

Tehát a függvény
f(x) = cosx+ x2 + x+ C3,

amire 1 = f(0) = 1 + 02 + 0 + C3, azaz C3 = 0, és így

f(x) = cosx+ x2 + x.



1. feladat (c)

Keressük meg azt az f függvényt, amelyre f ′′′(x) = sinx és
f(0) = 1, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 1 teljesül.

Itt is az el®z®ekhez hasonlóan járunk el:
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f ′(x) = − sinx+ 2x+ C2,

amib®l 1 = f ′(0) = −0 + 0 + C2, azaz C2 = 1, és így

f ′(x) = − sinx+ 2x+ 1.

Tehát a függvény
f(x) = cosx+ x2 + x+ C3,

amire 1 = f(0) = 1 + 02 + 0 + C3, azaz C3 = 0, és így

f(x) = cosx+ x2 + x.



2. feladat (a)

Számítsuk ki a
∫

x2 + 2x− 3 dx határozatlan integrált.

Tulajdonképpen az a kérdés, hogy melyik függvényt deriválva kapjuk ezt
a polinomot. Könnyen kitalálhatjuk:∫

x2 + 2x− 3 dx =
x3

3
+ x2 − 3x+ C
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2. feladat (b)

Számítsuk ki a
∫ √

x+ 3
√
xdx határozatlan integrált.

Az integrál linearitása mellett azt használjuk, hogy∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C tetsz®leges n 6= −1-re (nemcsak az egészekre).

∫ √
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√
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∫
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2. feladat (c)

Számítsuk ki a
∫ √

x

√
x
√
xdx határozatlan integrált.

El®ször ki kell számolnunk, hogy x hányadik hatványát integráljuk.
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Tehát: ∫ √
x

√
x
√
xdx =

∫
x

7
8 dx =

x
15
8

15
8

+ C =
8

15
x

15
8 + C
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2. feladat (d)

Számítsuk ki a
∫

(x+ 1)2√
x

dx határozatlan integrált.

∫
(x+ 1)2√

x
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∫
x2 + 2x+ 1√

x
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3
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3. feladat (a)

Lineáris helyettesítéssel számoljuk ki a
∫
(x+ 4)3 dx határozatlan

integrált.

Lineáris helyettesítés:
Ha az f(x) függvény primitív függvénye F (x), akkor∫

f(ax+ b) dx =
1

a
F (ax+ b) + C

Mivel
∫

x3 d =
x4

4
+ C, és a = 1, b = 4, így

∫
(x+ 4)3 dx =

(x+ 4)4

4
+ C
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3. feladat (b)

Lineáris helyettesítéssel számoljuk ki a
∫

e5x dx határozatlan integrált.

Lineáris helyettesítés:
Ha az f(x) függvény primitív függvénye F (x), akkor∫

f(ax+ b) dx =
1

a
F (ax+ b) + C

Most a = 5, b = 0, és az ex függvény primitív függvénye önmaga, így∫
e5x dx =

1

5
e5x + C



3. feladat (b)
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3. feladat (c)

Lineáris helyettesítéssel számoljuk ki a
∫

1

3x− 6
dx határozatlan

integrált.

Lineáris helyettesítés:
Ha az f(x) függvény primitív függvénye F (x), akkor∫

f(ax+ b) dx =
1

a
F (ax+ b) + C

Most a = 3, b = 6, és
∫

1

x
dx = ln |x|+ C, így

∫
1

3x− 6
dx =

1

3
ln |3x− 6|+ C

Másik lehet®ség:∫
1

3x− 6
dx =

1

3

∫
1

x− 2
dx =

1

3
ln |x− 2|+ C

A két logaritmus csak konstansban (ln 3) tér el.
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4. feladat (a)

Határozzuk meg a
∫

e3x

e3x + 5
dx határozatlan integrált.

Ennél a feladatnál a
∫

f ′(g(x))g′(x) dx = f(g(x)) + C szabályt

alkalmazzuk.

Mivel
(
e3x + 5

)′
= 3e3x, így g(x) = e3x + 5 függvényt választva

alkalmazhatjuk a szabályt, ha 3-mal b®vítünk:∫
e3x

e3x + 5
dx =

1

3

∫
1

e3x + 5
3e3x dx =

1

3
ln
(
e3x + 5

)
+ C
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4. feladat (b)

Határozzuk meg a
∫

x3(4x4 + 6)2021 dx határozatlan integrált.

Ennél a feladatnál is a
∫

f ′(g(x))g′(x) dx = f(g(x)) + C szabályt

alkalmazzuk.

Itt g(x) = 4x4 + 6, melynek deriváltja: g′(x) = 4 · 4x3 = 16x3, így 16-tal
b®vítünk:∫

x3(4x4 + 6)2021 dx =
1

16

∫
16x3(4x4 + 6)2021 dx =

=
1

16

(4x4 + 6)2022

2022
+ C =

=
(4x4 + 6)2022

32352
+ C
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4. feladat (c)

Határozzuk meg a
∫

1

cos2 x
√
(tgx)3

dx határozatlan integrált.

Ennél a feladatnál is a
∫

f ′(g(x))g′(x) dx = f(g(x)) + C szabályt

alkalmazzuk.

Mivel (tgx)′ =
1

cos2 x
, így a tangens a bels® függvény:

∫
1

cos2 x
√
(tgx)3

dx =

∫
(tgx)′(tgx)−

3
2 dx =

(tgx)−
1
2

− 1
2

+C = − 2√
tgx

+C
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Házi feladatok

1. Melyik az az f : R→ R függvény, melyre f ′′(x) = cos(3x) és
f(0) = 1 és f ′(0) = 6?

2. Melyik az az f : R→ R függvény, melyre f ′(x) = 5xe5x
2

és
f(0) = 1?



Házi feladatok megoldása

1. f(x) = −cos(3x)

9
+ 6x+

10

9
.

2. f(x) =
1 + e5x

2

2
.


