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1. feladat

Számítsuk ki az f(x) = x
√
x, 0 ≤ x ≤ 4 függvény gra�konjának az ívhosszát.

Az f függvény gra�konjának ívhossza a és b között:∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

A feladat esetében f(x) = x
√
x = x3/2, így f ′(x) =

3

2
x1/2 =

3

2

√
x.

Így az ívhossz (alkalmazva a lineáris helyettesítés szabályát):

∫ 4

0

√
1 +

(
3

2

√
x

)2

dx =

∫ 4

0

√
1 +

9

4
xdx =

[
4

9
· 2
3

(
1 +

9

4
x

)3/2
]4
0

=

=
8

27

(
10
√
10− 1

)
≈ 9,07
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2. feladat

Határozzuk meg az f(x) = sinx, x ∈ [0, π] függvény gra�konjának az x tengely
körüli megforgatásával adódó forgástest térfogatát.

Az f(x) függvény (x ∈ [a, b]) gra�konját x tengely körüli megforgatásával
kapott forgásfelület térfogata:

π

∫ b

a

f2(x) dx,

mely a jelen esetben felhasználva a sin2 x =
1− cos(2x)

2
összefüggést:

π

∫ π

0

sin2 xdx = π

∫ π

0

1− cos(2x)

2
dx = π

[
x

2
− sin(2x)

4

]π
0

=
π2

2
≈ 4,93
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3. feladat

Határozzuk meg a forgási paraboloid alakú vázánk ¶rtartalmát és felszínét.
Tegyük fel, hogy a vázát az f(x) = x2 függvény (x ∈ [−1, 1]) gra�konjának y
tengely körüli forgatásával kaptuk.

Áttérve x tengely körüli forgatásra:

f(x) =
√
x (x ∈ [0, 1])

Az ¶rtartalom a térfogat: −1 1

1

x

y

V = π

∫ 1

0

(√
x
)2

dx = π

∫ 1

0

x dx = π

[
x2

2

]1
0

=
π

2
≈ 1,57

És a felszín felhasználva, hogy f ′(x) = 1
2
√
x
:

A = 2π

∫ b

a

f(x)
√
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4. feladat

Számítsuk ki az f(x) = ln
(
1− x2

)
, x ∈

[
0, 12
]
függvény gra�konjának az

ívhosszát.

Az f függvény gra�konjának ívhossza:
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

A feladat esetében f ′(x) =
1

1− x2
(−2x) = − 2x

1− x2
.

El®ször csak az integrandus négyzetét számoljuk ki:

1 + (f ′(x))
2
= 1 +

(
− 2x

1− x2

)2

=

(
1− x2

)2
(1− x2)2

+
4x2

(1− x2)2
=

=
1− 2x2 + x4 + 4x2

(1− x2)2
=

1 + 2x2 + x4

(1− x2)2
=

(
1 + x2

)2
(1− x2)2

Így az ívhossz:

L =

∫ 1
2

0

√
1 + (f ′(x))2 dx =

∫ 1
2

0

1 + x2

1− x2
dx =

∫ 1
2

0

−(1− x2) + 2

1− x2
dx =

=

∫ 1
2

0

−1 + 2

1− x2
dx =

[
−x+ ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣] 1
2

0

= −1

2
+ ln 3− 0 ≈ 0,599
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5. feladat

Határozzuk meg az f(x) = x− 1

x
, x ∈ [1, 3] függvény gra�konjának az x

tengely körüli megforgatásával adódó forgástest térfogatát.
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1
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x

]3
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9− 6− 1

3
−
(
1

3
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3
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