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Monotonitas

Az f: R — Rvagy f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény

» monoton né, ha 1 < z3 = f(x1) < f(z2).
szigordan monoton né, ha z1 < x2 = f(z1) < f(z2).
monoton csokken, ha x1 < zo = f(21) > f(22).
szigortan monoton csokken, ha z; < xo = f(z1) > f(z2).

monoton, ha f(x) monoton né vagy monoton csokken.

vV v.v. v Yy

szigortan monoton, ha f(z) szigoran monoton né vagy szigorian
monoton csokken.

Példak:

f(x) = x szigortan monoton né.

g(z) = x? szigorGan monoton csékken (—oo, 0]-n és szigorGan monoton né
[0,4+00)-n, de R-en nem monoton.

h(zx) = [z] monoton n&, de nem szigorGan monoton né.

i(x) = 2 monoton né és monoton csokken.

Ha egy fliggvény monoton né és monoton csokken, akkor konstans fliggvény.



Korlatossag

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény
» alulrol korlatos, ha van olyan k& € R, hogy f(x) > k minden = € Dy esetén
(k alsé korlat). ~~ legnagyobb alsé korlat
» feliilr6l korlatos, ha van olyan K € R, hogy f(z) < K minden z € Dy
esetén (K fels6 korlat). ~ legkisebb fels6 korlat
> korlatos, ha alulrdl és feliilr6l korlatos, azaz van olyan K € R, hogy
|f(z)] < K minden z € Dy esetén.
Példak:
f(x) = |x| alulrdl korlatos, legnagyobb alsé korlat a 0, de feliilrsl nem korlatos,

igy nem is korlatos.
g(z) = sinzx alulrdl korlatos, legnagyobb als6 korlat —1, feliilrél korlatos,

legkisebb felsé korlat a 1, igy korlatos is.



Periodicitas

Az f: Dy — R (Dy C R) fliggvény periodikus, ha létezik d # 0 gy, hogy
x € Dy esetén x +=d € Dy és f(x + d) = f(z) (d szerint periodikus).

Ha egy fliggvény d szerint periodikus, akkor kd szerint is periodikus

(ke Z\{0}).

A legkisebb pozitiv periédus a féperiédus (ha van).

Egy példa, amikor nincs: Dirichlet-fliggvény:
0, ha z irracionalis
f(z) = { 1, ha z raciondlis

Példak:

sin x, cos x 27 szerint periodikus

tgx 7 szerint periodikus

{x} tortrész fiiggvény 1 szerint periodikus



Paritas

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény
> paros, ha z € Dy esetén —x € Dy, és f(—x) = f(x).
A grafikon az y tengelyre tiikrds.
» paratlan, ha © € Dy esetén —z € Dy, és f(—z) = —f(x).
A grafikon az origéra tiikros.
Példak:
22, |z|, cos z paros
2,23, sinz paratlan
™ paros, ha n paros, és paratlan, ha n paratlan



Fliggvénygrafikon

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény grafikonja {(z, f(x)) | « € Dy}.

Az z" fiiggvény (n € Z.) grafikonja paros n esetén parabolahoz hasonlit, mig
paratlan n > 3 esetén az 2 grafikonjahoz.
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Fliggvénygrafikon: gyokfiggvények

Az {/z fliggvény paros n esetén csak a nemnegativ értékekre van értelmezve.
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Flggvénygrafikon: szogfiiggvények

A sinz, cosz, , fuggvények grafikonjait mindenki jol ismeri:
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Exponencialis fliggvény

Ha z = g racionalis (p, ¢ egész) és a pozitiv, akkor a® = VaP.

Ezt a fliggvényt ,szépen” kiterjeszthetjiik az Gsszes valds szamra.

a > 1 esetén (a = 2) 0<a<1esetén (a=1)
5| g Y
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Az x — a” fliggvényt exponencialis (hatvanykitevs) fliiggvénynek nevezziik.

Az a = e = 2,718281828459 . .. esetén ,az" exponencialis fiiggvény (jeldlés még:
exp(x)).



Exponencialis fliggvények azonossagai

am-&-y = a®aV

a®¥ = (az)y



Hiperbolikus fiiggvények

koszinusz hiperbolikusz

(hiperbolikus koszinusz) Yy
x —x

chpe & T 27

paros, konvex és chxz > 1,

jelolés még: cosh

szinusz hiperbolikusz
(hiperbolikus szinusz)

Jr— ——chx
shz = 5 —shax
paratlan, monoton né, thx
jelolés még: sinh
tangens hiperbolikusz
(hiperbolikus tangens) Osszefiiggés:

by tho et e
k xichxiew—l—e—f sh?z+1=ch%z

paratlan, monoton nég, értéke —1 és 1 kdzott,
jelolés még: tanh



Hiperbolikus fiiggvények tulajdonsagainak bizonyitasa

A monotonitast és a konvexitas bizonyitasara kés6bb lesznek eszkozeink.
A koszinusz hiperbolikusz t6bbi tulajdonsagainak bizonyitasa:
A parossagot —z behelyettesitésvel 1atjuk be:

e(=7) 4 = (=) e v +e” e’ 4+e "

ch(—z) = 5 = 5 = 5 = ch(x)

Az alsé korlat bizonyitasdhoz a szdmtani és a mértani kozép kozti
egyenl6tlenséget hasznaljuk:

()= S > Verew = Ve = Vel = Vi=1

Hazi feladat a masik két fiiggvény paritasanak és a tangens hiperbolikusz alsé és
felsé korlatjanak bizonyitasa.

Osszefiiggés bizonyitasa:

sh2ay1= _Z_Z)Q =2 26_2”4 = 62”24*6_% _ +4€_$)2 =ch?z




Inverz

Az f: Dy — R (D; C R) fliggvény injektiv, ha az értékkészletének minden
elemét pontosan egyszer veszi fel (pontosan egy olyan pont van az értelmezési
tartomanyban, ahol ez a fliggvény értéke), azaz

1 # 22 € Dy = f(x1) # f(22)

Az f: Dy — R (Dy C R) injektiv fiiggvény inverze az a f~'-gyel jelslt
fiiggvény, melyre f~1(y) =z, ha f(z) =y, azaz f~1(f(z)) = .

Az f~! inverz fiiggvény értelmezési tartomanya az f fiiggvény értékkészlete.
(Az f~1 inverz fiiggvény értékkészlete az f fiiggvény értelmezési tartomanya.)
Példak:

f(x) = |x| nem injektiv, igy nincs inverze

f(x) = z inverze énmaga: f~!(z) =«

f(x) = 23 inverze f~1(z) = ¥z

f(x) = 22 nem injektiv, de ha csak a [0, +00) intervallumon értelmezziik, akkor
injektiv, és az inverze: f~!(z) =z

f(z) = a® inverze f~(z) =log,(z)

f(x) = e® inverze f~!(z) = Inz = log, ()



A logaritmus fliggvény azonossagai

A logaritmus fiiggvények értelmezési tartomanya: (0, +00).

log, (1) =0
log,(a) =1
log, (7y) = log, () + log,(y)




Fliggvények invertalasa

Az f(x) = 3x + 1 fiiggvény inverze:

f@)=y
3z+1=y
Jr=y—1
y—1
r=—7,
tehat f~1(y) = y;l azaz f~1(z) = x; !

Az g(z) = Vx> — 1 fiiggvény inverze:



Fliggvények invertalasa

Az f(x) = 3x + 1 fiiggvény inverze:
fl@)=y
3z+1=y
Jr=y—1

y—1
=",

rz—1
3

Y

tehat f~1(y) = ;1 azaz f~1(z) =

Az g(z) = Vx> — 1 fiiggvény inverze:
9(x) =y
Vs —1=y

P —1=y

3
x5:y3+1
r=v/y>+1,

tehat g~ 1(y) = {/y3 + 1, azaz g~ ! (x) = Va3 + 1.



Szinusz inverze

A sinz nem injektiv:
pl. sin(0) = sin(7) = 0.
De az

T

== = [-1,1
fi[-55) = L

x> sinx
figgvény mar injektiv, igy vehetjiik az
inverzét.

Inverze:

arcsinz: [—1,1] — {—g, 2}

1 A4
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Trigonometrikus fiiggvények inverze

Hasonl6an a cos z nem injektiv, de a [0, 7]-re megszoritva mar igen.
ltt az inverze: arccosz: [—1,1] — [0, 7].

Megjegyzés: arccosx = 5 — arcsinz (mivel cosz = sin (g — :c) ).

A tgx fliggvényt a (—% g)—re kell megszoritani, hogy injektiv legyen.
Itt az inverze: arctgz: R — (—g, g)

A ctgx fliggvényt a (0, 7)-re kell megszoritani, hogy injektiv legyen.

T _

Itt az inverze: arcctgz: R — (0, 7). Megjegyzés: arcctgxr = § — arctg .

Y —_arccosz

7T +
— arctgx
arcctgx

/24




Hiperbolikus fliggvények inverze

A chz fiiggvényt a [0, +00)-re kell
megszoritani, hogy injektiv legyen.

Itt az inverze area koszinusz hiperbolikusz:
archz: [1,400) — [0, +00)

archz = In (:1: +vx2 - 1)

A shx fuggvény injektiv.
Inverze area szinusz hiperbolikusz:
arshz: R - R

arshz = In (x + Va2 + 1)
A thx fuggvény injektiv.

Inverze area tangens hiperbolikusz:
arthz: (-1,1) > R

arthzlln(1+x>
2 1—2




Hiperbolikus fliggvények inverze — bizonyitas

Feladat:
Hatérozzuk meg a koszinusz hiperbolikusz (nemnegativ szamokra vett
megszoritasanak) inverzét.



Hiperbolikus fliggvények inverze — bizonyitas

Feladat:
Hatérozzuk meg a koszinusz hiperbolikusz (nemnegativ szamokra vett
megszoritasanak) inverzét.

chx =y
e’ +e’ "
——=
e +e =2y
e* + 1 = 2ye”

(e%)’ +1—2ye” =0
t2 =2t +1=0,

ahol t = e®. Az utolsé egyenlet t-re egy méasodfoki egyenlet, amit a
megolddképlettel megoldhatunk:

2 _
oy EV -4 \/;yﬁlzyi /1.



Hiperbolikus fliggvények inverze — folytatas

2 _
VA k. v24y4:yi 7.

Mivel ¢ = e® legalabb 1 (nemnegativ szamokra vett megszoritassal dolgozunk),
igy a — elgjel nem j6, mert:

y+Vyr -1y’ — (> - 1) 1
y—Vy* - =(y—\/92—1) = -
y+Vvyr -1 y+VyrP-1 y+yyP-1

<1,

hay > 1 (chz > 1). Tehat:
ef=y+Vyr-1
x:ln(y—i— \/yQ—l)

lgy az inverz:

arch (z) = In (x + Va2 — 1) ,

ahogy szerepelt a korabbi dian.

Hazi feladat a masik két hiperbolikus fliggvény inverzének kiszamolasa.



Fliggvénykompozicié

Ha f: A— Bés g: B — C, akkor
gof:A—=C
(9o f)x) = g(f(x))
A g a kiilsé, mig f a belsé fiiggvény.
Ha f: Df = Rés g: D, —» R (Dy, D, CR), akkor a g o f Ssszetett fliggvény
értelmezési tartomanya:

{reDy| f(z)e Dy} ={xeR|z€Dyés f(x) € Dy}

Példa:
f(z) = /& (Dy = [0, +00)) és g(x) = 20+ 1

(go @) =g(f(2) =g (Vz) =2V +1 x>0
(fog)(z) = flg(x)) = f2x +1) = V2z + 1 204+1>0



