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1. feladat (a)

Adjuk meg azokat az intervallumokat, amelyeken az
f(x) = 22® — 2122 + 362 fiiggvény konvex, illetve konkav. Van-e a
fliggvénynek inflexiés pontja?



1. feladat (a)

Adjuk meg azokat az intervallumokat, amelyeken az
f(x) = 22® — 2122 + 362 fiiggvény konvex, illetve konkav. Van-e a
fliggvénynek inflexiés pontja?

Ha a fiiggvény masodik derivaltja pozitiv, akkor a fiiggvény konvex, ha
negativ, akkor konkédv. Ahol a masodik derivalt elGjelet valt (és igy 0), ott
van inflexiés pont.



1. feladat (a)

Adjuk meg azokat az intervallumokat, amelyeken az
f(x) = 22® — 2122 + 362 fiiggvény konvex, illetve konkav. Van-e a
fliggvénynek inflexiés pontja?

Ha a fiiggvény masodik derivaltja pozitiv, akkor a fiiggvény konvex, ha
negativ, akkor konkédv. Ahol a masodik derivalt elGjelet valt (és igy 0), ott
van inflexiés pont.

A figgvény derivéltjai: Y
, , 100 |

f'(z) = 62° — 42z + 36
F(x) = 122 — 42 -

A masodik derivalt z = 22 = I
esetén 0, ennél kisebb z-ekre
negativ, nagyobbakra pozitiv. igya ~ —100 |
figgvény

a (—o0, %) intervallumban konkav,
a (,400) intervallumban konvex,
és

az z = I inflexiés pont.




1. feladat (b)

Adjuk meg azokat az intervallumokat, amelyeken az f(x) =

fliggvény konvex, illetve konkav. Van-e a fliggvénynek inflexiés pontja?



1. feladat (b)

Adjuk meg azokat az intervallumokat, amelyeken az f(x) =
fliggvény konvex, illetve konkav. Van-e a fliggvénynek inflexiés pontja?

Elgszor kiszamitjuk a derivaltakat:

3 (x—1)—a®-1  32® —32® — 2 22° — 322

f@ =Gy  ~ -7 @G-
z? —6x)(z — 1)? — (223 — 322) - 2(x —
i = G m 1= ) A )
(6% —6x)(z — 1) — (22° — 32?) -2
(z —1)° -
_6:E3—6x2—6:c2+693—4x3+6x2_
N (x —1)3 N

_ 22% —62? + 62 2x(2? — 3w+ 3)

@—13  (@-1)




1. feladat (b) — folytatas

3

-1
figgvény konvex, illetve konkav. Van-e a fliggvénynek inflexiés pontja?

Adjuk meg azokat az intervallumokat, amelyeken az f(x) =

wo o 2x(2? — 3z + 3)
(R TV

Az 22 — 32 + 3 = 0 egyenletnek nincs valés megoldasa (mivel a
diszkrimans negativ), igy ez a masodfok( polinom mindeniitt pozitiv
(féegylitthaté pozitiv). Ez alapjan:

‘x<0‘x=0‘0<3}<1‘:r:1‘1<3:
1" + 0 — n. é. +
f | konvex | i. p. konkav n. é konvex

Tehat a fuggvény

a (—00,0) intervallumban konvex,

a (0,1) intervallumban konkav,

az (1,400) intervallumban megint konvex.
Az x = 0 az egyetlen inflexiés pont.



2. feladat

Van-e a fliggvénynek aszimptotaja (4o00)-ben, illetve (—o0)-ben? Ha
igen, akkor hatarozzuk meg.

Ha a fiiggvénynek a végtelenben véges a hatarértéke, akkor vizszintes
aszimptotaja van, mig ha a hatarérték végtelen, akkor ferde aszimptotaja
lehet (de nem biztos, hogy van). A ferde aszimptota y = ax + b
egyenletében szerepl6 a és b értékét a kdvetkez$ hatarértékek segitségvel
szamolhatjuk ki:
a = lim M,
T—00 X

b= lim (f(z) — ax).

T—00



2. feladat (a)

2
Van-e az f(z) = 9

(—o0)-ben? Ha igen, akkor hatarozzuk meg.

fliggvénynek aszimptotaja (+o0)-ben, illetve



2. feladat (a)

2249

Van-e az f(z) =

(—o0)-ben? Ha igen, akkor hatarozzuk meg.

fliggvénynek aszimptotéja (400)-ben, illetve

2 +9

lim f(z) = lim = lim x+9:+oo

r—00 r—00 €T r—00 x

Ezért ferde aszimptotat keresiink:

z249 2
. 9 9
o= tim P _ o o T =lim1+—5=1
r—00 I r—00 I r—oo X T—00 €T
249 219 2
T—00 T—r00 x T—00 T
= lim — =0
T—00 I

Igy a (+00)-ben a ferde aszimptota egyenlete: y = 1z + 0, azaz y = x.
Hasonlé szamolassal kapjuk, hogy ugyanez az aszimptota egyenlete a
(—00)-ben.



2. feladat (b)

Van-e az f(r) = ® — 2® — 2x fiiggvénynek aszimptotaja (4-00)-ben,

illetve (—o0)-ben? Ha igen, akkor hatarozzuk meg.



2. feladat (b)

Van-e az f(r) = ® — 2® — 2x fiiggvénynek aszimptotaja (4-00)-ben,

illetve (—o0)-ben? Ha igen, akkor hatarozzuk meg.

1 2
lim f(z) = lim 2 —2® — 22 = lim x3<1——>:+oo
x

r—00 T—00 r—00 x2

Most is lehetne ferde aszimptota, de

3 2
o
a= lim M: lim roemmar lim 22 —2—-2=
r—oo I r—00 €T r—00
1 2
= lim xQ(l——Q):+oo
T—00 xX X

miatt nincs ferde aszimptota a (4o00)-ben.
Hasonl6 szamolassal kapjuk, hogy a (—o0)-ben sincsen.



2. feladat (¢)

222 — 3 1
Van-e az f(z) = 362730—’— fliggvénynek aszimptotaja (+o00)-ben,
x

illetve (—o0)-ben? Ha igen, akkor hatarozzuk meg.



2. feladat (¢)

2x% — 3 1
% fliggvénynek aszimptotaja (+oo)-ben,
x

Van-e az f(z) =
illetve (—o0)-ben? Ha igen, akkor hatarozzuk meg.
A fliggvény hatarértéke:

S+
. o o Tz
JJhm fz) = whm Qa1 - JJhm T+

:27

1
L
igy ebben az esetben vizszintes aszimptota van, az y = 2 egyenes.
Hasonlé szamolassal kapjuk, hogy Y

PR
1 1

igy a (—oo)-ben isaz y =2
egyenes az aszimptota.

20 —10 | 10



2. feladat (d)

Van-e az f(z) = v/42? + 3z + 1 fiiggvénynek aszimptotaja (+00)-ben,
illetve (—oo)-ben? Ha igen, akkor hatarozzuk meg.



2. feladat (d)

Van-e az f(x) = V422 + 3z + 1 fliggvénynek aszimptotaja (+o0)-ben,
illetve (—o0)- ben7 Ha igen, akkor hatdrozzuk meg.

Mivel lim f(z) = +oo, igy itt is ferde aszimptotat keresiink:
Tr—r0o0

VAz? £ 3z 1 1 31
o= tim IO gy VARESEEL iy 3y L vie

— 1 _ — /Az2 _ —
b—mlggo(f(x) ax) xlg{)lo( 4?2 +3x+1 21‘)
Vdz? 1+2

= lim (\/4x2+3x+1—2x) CAseylAor

T—00 Viax? 4+ 3z + 14 22
. 4z? 4+ 3z + 1 — (22)? ) 3x+1
= lim = lim =
o V4x?+3x+1+2x T V42 + 34+ 1+ 22
, 3+l 3 3
= lim

3
Tehat a ferde aszimptota egyenlete: y = 22 + 12 (4-00)-ben.



2. feladat (d) — folytatas

A (—o0)-ben hasonléan szamolhatunk, am vigyazni kell ekkor, hogy az z
negativ, ezért a szamolasban bizonyos el&jelek megfordulnak:

. f(=x) . VA2 43+ 1 ) VaxZ + 3z + 1
= lim —~=lim ——=Ilim ——mm =
z——00 I Z——00 €T T——00 —x
= lim -— 4+ 3 —|— = 4=
Tr—r — 00
b= lim (f(z)—ax) lim (\/4x2+3x+ +2x> =
Tr—r — 00 Tr—r — 00
Var2 +3x+1-2
— lim ( 4z2+3r+1+2x) tdztl-2z
T——00 Vaxr?2 +3z+1—-2x
. 422 + 3x + 1 — (22)? . 3z +1
= lim = lim =
T=—00 \4x2 4+ 3x +1—2x wo-o\/4a? +3x 41— 22
3+1 3 3

= lim = = ——

3
Tehat a ferde aszimptota egyenlete: y = —2x — 12 (—00)-ben.




3. feladat (a)

in(2z — 4
A L'Hospital-szabaly alkalmazasaval szamitsuk ki a lim M
z—2 tg(z — 2)

hatarértékeket.
Azt is allapitsuk meg, hogy milyen tipusa ,kritikus" hatarértékrél van szé.



3. feladat (a)

in(2z — 4
A L'Hospital-szabaly alkalmazasaval szamitsuk ki a lim M
z—2 tg(z — 2)
hatarértékeket.
Azt is allapitsuk meg, hogy milyen tipusa ,kritikus" hatarértékrél van szé.
lim2 sin(2z — 4) =sin(0) =0

r—r

lim tg(z —2) = tg(0) =0
T2

Ez egy § tipusi hatarérték, igy alkalmazhatjuk a L'Hospital-szabalyt:

(sin(2z — 4))’

(cos(2xz —4)) -2 1-2

=2 (tg(x — 2)) T2 Wlﬂc—% 1 L1
in(2x — 4
Ez azt jelenti, hogy 3}:1_>m2 S:;((;_Q)) = 9.



3. feladat (b)

In(z)

A L'Hospital-szabaly alkalmazasaval szdmitsuk ki a lim

T—>00 X
hatérértékeket.
Azt is allapitsuk meg, hogy milyen tipusa ,kritikus” hatarértékrél van szo.



3. feladat (b)

In(z)

A L'Hospital-szabaly alkalmazasaval szdmitsuk ki a lim
T—>00 X

hatérértékeket.
Azt is allapitsuk meg, hogy milyen tipusa ,kritikus” hatarértékrél van szo.

lim In(z) = 400
Tr—r00

lim 3z = 400
Tr—r 00

Ez egy 22 tipusa hatarérték, ebben az esetben is alkalmazhatjuk a
L'Hospital-szabalyt:




3. feladat (¢)

) . L . . . . tgr—=x
A L'Hospital-szabaly alkalmazasaval szamitsuk ki a lim gi

z—0x —sinx
hatarértékeket.

Azt is allapitsuk meg, hogy milyen tipusa ,kritikus" hatarértékrél van szoé.



3. feladat (¢)

, . . L. _ . . tgrxr—x
A L'Hospital-szabaly alkalmazasaval szamitsuk ki a lim gi

220 x —sinzx
hatarértékeket.

Azt is allapitsuk meg, hogy milyen tipusa ,kritikus" hatarértékrél van szoé.
lim(tgx —2)=0—-0=0
z—0
lim(x —sinz) =0—-0=0
z—0
Igy ez % tipusa hatarérték, tehat L'Hospital-hatunk:

1
lim BZ 0y s
-0 (x —sinz)’ 20 1 —cosx

Azonban ez is % alakd, igy ismét alkalmazzuk a L'Hospital-szabalyt:

1 / _ .
—4— -1 -2 3(—
lim (Coszz ) = lim (cos ) ( sin ) = lim 2(cos x)_3 = 2.
20 (1 —cosz)  2-0 —(—sinx) 20
. tgr—u
Tehat lim —— = 2.

z—0 r —sinx



3. feladat (d)

1 1
A L'Hospital-szabaly alkalmazasaval szamitsuk ki a lim ( - — >
z—0 \ T et —1

hatarértékeket.
Azt is allapitsuk meg, hogy milyen tipusa ,kritikus" hatarértékrél van szo.



3. feladat (d)

1 1
A L'Hospital-szabaly alkalmazasaval szamitsuk ki a lim ( - — >
z—0 \ T et —1

hatarértékeket.
Azt is allapitsuk meg, hogy milyen tipusa ,kritikus" hatarértékrél van szo.

Mivel itt nem egy tort hatarértékét kell kiszamolnunk, ezért elébb kozos
nevezére hozassal tortté alakitjuk a kifejezést:

. 1 1 . ef—1—x
lim [ — — =lim —
a=0\z e*—1 =0 z(e® — 1)




3. feladat (d)

1 1
A L'Hospital-szabaly alkalmazasaval szamitsuk ki a lim ( - — >
z—0 \ T et —1

hatarértékeket.

Azt is allapitsuk meg, hogy milyen tipusa ,kritikus" hatarértékrél van szo.
Mivel itt nem egy tort hatarértékét kell kiszamolnunk, ezért elébb kozos
nevezére hozassal tortté alakitjuk a kifejezést:

. 1 1 . ef—1—x
lim [ — — =lim —
a=0\z e*—1 =0 z(e® — 1)

Mivel ekkor a szamlalé és a nevezs is 0-hoz tart, igy alkalmazhatjuk a
L'Hospital-szabalyt:

. (e =1—x) . e’ —1
lim —— = = lim
z—0 (z(e®* — 1))  =2-01-(e® —1)+ ze®
Ezis % alaka, igy ismét alkalmazzuk a L'Hospital-szabalyt:
(e — 1) ) e’ 1 1

lim —————— = lim = = -
20 (e® — 14 ze®) 2=0e*+e®+axe® 14140 2

1 1 1
Tehat lim [ = — S
eazli%(x 611) 2




Hazi feladatok

1. Hol konvex, illetve konkav az f(z) = ze=5* fiiggvény?

2. Irjuk fel az f(z) = Va2 + fuggveny aszimptotait.

3. Hatarozzuk meg az f(x) = ze=5% fiiggvény végtelenbeli
hatarértékeit.



Hazi feladatok megoldasa

1. A (=00, 2) intervallumon konkév, (2,+00) intervallumon konvex.
2. Ferde aszimptotdk: —oo-ben y = —z, +oo-ben y = x.

3. A —oco-ben —o0, mig +o0o-ben 0.



