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Bevezetés

Egyvaltozos fiiggvéeny: f: R — Rvagy f: Dy — R (Dy CR).
Tobbvaltozos fiiggvény: f: R? — R,

példa: vektor hossza: (z,y,2) — /22 4+ y? + 22

Tobbvaltozos altalaban:
f:R" = R™vagy f: Dy - R™ (Dy CR").

f($17$2,... 73371) = (fl(xla'r27" '7$n)7f2($17x27"'a'rn)a" .,fm(xl,J?Q,. ,.Tn))

f1, f2y -y fm: R™ — R komponens fliggvények

Peélda:

f(z,y) = (zy, 2% + y*,2% — 1)
f:R? 5 R3

filz,y) = xy

fao(z,y) = 2?4+ 3
f3(xay) = IS -1



Szemléltetés

n=2és m=1, azaz f: R? — R fiiggvény grafikonja z = f(z,v), azaz

{(z,y, f(z,y)) | z,y € R}

f(z,y) = sinz ,hullampala”




Hatarérték

Az f: R™ — R™ fiiggvény hatarértéke az a = (a1, az,...,a,) € R™ pontban a
b = (b1,b2,...,b,) € R™, ha minden € > 0-hoz létezik § > 0, hogy

0 < |x—a|] <desetén |f(x)—Db| <e.

Jelolés: illg f(x)=Db.

Az f fiiggvény folytonos az a pontban, ha lim f(x) = f(a).

Példa: 2y
f@)={ 217 ha (z,y) # (0,0)

0 ha (z,y) = (0,0)

az x tengelyen: 0
A fliggvényérték az y tengelyen: 0 2 1
az x = y egyenesen ———— = —
ZETYCBYENESEN 2z T 9

Igy nincs hatarértéke az origéban.



Parcialis derivalas
Az f: R™ — R fliggvény az x; valtozé szerint parcidlisan derivalhaté az
a= (ai,as,...,a,) € R™ pontban, ha a

xi = flay,az, ... Qi 1, %5, Q1,0 Q)

figgvény derivilhaté x; = a;-ben.
A derivalt értéke a parcialis derivalt.

(a) vagy 0;f(a), stb.

of
Jelolés: f/
eldlés: f, (a) vagy oz,
Példa:
flz,y) = 32" + 2%y +y* — 7
fi(x,y) =322+ 2y - 22 = 6z + 4ay
fi(@,y) =0+ 227 + 4y° = 227 + 4y
Egy haromvaltozés:
flz,y,2) = 32%y —y3z —wyz — 60 + Ty — 8



Parcialis derivalas
Az f: R™ — R fliggvény az x; valtozé szerint parcidlisan derivalhaté az
a= (ai,as,...,a,) € R™ pontban, ha a

xi = flay,az, ... Qi 1, %5, Q1,0 Q)

figgvény derivilhaté x; = a;-ben.
A derivalt értéke a parcialis derivalt.

Jelolés: f; (a) vagy gj (a) vagy 0;f(a), stb.
Példa:

fla,y) =32 + 20y +y* — 7
fi(x,y) =322+ 2y - 22 = 6z + 4ay
fi(zy) =0+ 22% 4+ 4y° = 22° + 49°
Egy hdromvaltozoés:
y,2) =32%y — Pz —xyz — 62+ Ty — 8
y,z) =6xy —yz—6
i, 2) =322 — 3yt —xz 7
Y, z)



Magasabb rendii parcialis derivaltak

Valamelyik parcialis derivaltat még egyszer lederivaljuk:

fxy) =32% + 202y +y* = 7
elsérendii parciélis derivaltak:

fo(@,y) = 6z + 4y

fo(x,y) = 20° + 4y°

masodrendii parcidlis derivéltak'

yy( y)f4x
’( ,y) = 4w
Foy (@, y) = 1297

Young-tétel:
Ha a masodrendii parcialis derivéaltak léteznek és folytonosak, akkor

Foy (@ y) = fon(,y).



Erint&sik egyenlete

Egy véltozé esetén az érintGegyenes egyenlete az xy pontban:
y = f'(zo)(z — z0) + f(20)
Két valtozéban érintGsik egyenlete az (xq, yo) pontban:
z = fo(x0,90)(x — o) + f;, (20, Y0)(y — yo) + f(x0, yo)
Ez egy sik egyenlete:

—fa(@o,y0)x — fy(20,%0)y + 2 = — f1(20,y0)z0 — £, (0, Y0)Yo + f(20, Yo)

Példa:
Az f(z,y) = 2%y — 3y + 4 fiiggvény (2, 1) pontbeli érint6sikjanak egyenlete:



Erint&sik egyenlete

Egy véltozé esetén az érintGegyenes egyenlete az xy pontban:
y = f'(zo)(z — z0) + f(20)
Két valtozéban érintGsik egyenlete az (xq, yo) pontban:
z = fo(x0,90)(x — o) + f;, (20, Y0)(y — yo) + f(x0, yo)
Ez egy sik egyenlete:

—fa(@o,y0)x — fy(20,%0)y + 2 = — f1(20,y0)z0 — £, (0, Y0)Yo + f(20, Yo)

Példa:
Az f(z,y) = 2%y — 3y + 4 fiiggvény (2, 1) pontbeli érint6sikjanak egyenlete:

flz,y) =2°y® =3y +4 f(2,1)=5
fo(z,y) = 2xy° F12,1) =4
Sz, y) =32%y* =3 fi(2,1) =9

Erint6sik egyenlete:
z=4x—-2)+9(y—1)+5
z=4x 4+ 9y — 12



Gradiens

Ha egy n valtozés f: R™ — R fiiggvénynek valamely Py € R™ pontban az
Osszes parcialis derivaltja létezik, akkor az f fiiggvény Py-beli gradiense az az n
dimenziés vektor, melynek koordianatai a Py-beli parcialis derivaltak:

(fa/t:l(PO)afa/cg(PO)7"'7 ;;"(PO))

Jeldlés: grad f(Py) vagy Vf(Py) (nabla).
Példa:

flz,y,2) =2y +42+5 (2,1, 3) pontban:



Gradiens

Ha egy n valtozés f: R™ — R fiiggvénynek valamely Py € R™ pontban az
Osszes parcialis derivaltja létezik, akkor az f fiiggvény Py-beli gradiense az az n
dimenziés vektor, melynek koordianatai a Py-beli parcialis derivaltak:

(f2, (P0), f2,(Po), - -, fr, (Fo))
Jeldlés: grad f(Py) vagy Vf(Py) (nabla).

Példa:
flz,y,2) =2’y +42+5 (2,1, 3) pontban:
folz,y, 2 )— 32 y £.(2,1,3) = 12
fo(@,y,2) = £1(2,1,3) =8
fi@,y,2) = f1(2,1,3) =4
Tehat gradf(2,1,3) = (12,8,4).



I[ranymenti derivalt

Az f: R™ — R fiiggvény Py € R™ pontbeli és e € R™ egységvektor (Je| = 1)
irany( derivaltja (irdnymenti derivaltja) a

L SR = J(Ry)
PP,y ’PO g‘ ’

ahol a P pont gy tart a Py-hoz, hogy a Poﬁ vektor az e-vel parhuzamos és
egyallasa.
Ezzel megegyez8 hatérérték:

lim f(Py+te) — f(Po)
t—0+ t

Jelolés: fL(Py) vagy %(PO).

Tétel:
Az f: R™ — R fiiggvény iranymenti derivaltjat altalaban kiszamolhatjuk a
kovetkez6 skalaris szorzat segitségével:

fé(Po) = gradf(Pp) -e



Példa

f(z,y) = 2%y — xy® + 62 — 3 Py(1,2)pontban:
fola,y) =20y —y* +6 f2(1,2) =2
fo@,y) = x? — 3x1? fy(1,2) = —11

gradf(1,2) = (2,—11)
A (3,4) iranyl derivalt esetén az egységvektor: e = _B34) =(2,2).

Az f fiiggvény e iranya derivaltja a Py(1,2) pontban:

55 s



I[ranymenti derivalt minimuma/maximuma

JL(Po) = gradf(P) - e

df(P,
Az irdnymenti derivalt maximalis, ha e = grad ()

———————_ Ekkor az irdnymenti
lgrad f(Fo)|
derivalt értéke:

rad rad 2
fu(Py) = grad f(Fy)-e = grad f () 2= d%i& = dj;(gﬁo))' = lgrad f(Py)|

df (P,
Az iranymenti derivalt minimalis, ha e = —M. Ekkor az iranymenti
lgrad f(Fo)|
derivalt értéke:
fe(Po) = —|gradf(Fo)]

Ha e mer&leges gradf(Fp)-re, akkor fL(Py) = 0.



Totalis derivalt

Emlékeztetd:
f: R = R fiiggvény differencialhaté zg-ban, akkor

f(@) = f(zo) + f'(z0)(z — 20) + (z — o) - (x — o),
ahol lim e(x) = 0.
x—0
Az f: R™ — R™ fliggvény az xo € R™ pontban totalisan differencialhat6, ha
letezik m x n-es A matrix és e: R” — R™ fiiggvény, hogy

f(x) = f(x0) + A(x —x0) +e(x —%o) &5 xliniow_o'

Jel6lés az A matrixra: f/(xq) vagy 0f(xo) vagy Df(xo), stb.

A totélis derivalhatésagnak sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény komponens-
fliggvényei parcialisan derivalhatéak minden valtozé szerint az x( helyen.

Az A matrix a komponens fiiggvények parcialis derivaltjaibél all (Jacobi-matrix):

0 o o

géi( O) géi( 0) %%;( 0)

axi (%0) Bzi (x0) ... 6‘1: (x0)
A= } . .

Ofm Ofum Ofum.

81;1 (xo) 8{;2 (x0) ... 6§n (x0)



Totélis derivalhatésag elégséges feltétele

Ha az f: R™ — R™ fliggvény komponens fiiggvényeinek parciélis derivaltjai az
xg € R™ pont kornyezetében léteznek, és ezek folytonosak az xg-ban, akkor az
f fluggvény az xg-ban totalisan derivéalhaté.



Lancszabaly
Emlékeztetd:
(fo9)(x0) = f'(g(z0)) - 9’ (20)
g: RF 5 R™, f: R* - R™,
g differencialhaté xo € R*-ban és

f differencialhaté g(x¢) € R™-ben,
akkor f o g: R¥ — R™ fiiggvény differencialhaté x(-ban, és

(f °9)'(x0) = f'(9(x0)) - g'(x0)

Specidliseset: k=1,n=2,m =1

910) = (2(0) (1) & S(,)
(F o 9)(8) = F(x(t) 4(2)
(7090 = (260,560 £ya0.40)] - | 560}
= £l 070 + 70,00 0



