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Bevezets feladat

Hatarozzuk meg az f(z,y) = 22 + y2 + 2y — 1 fiiggvény minimumat és
maximumat az 22 + y? = 1 feltétel mellett.

Ha 22 4 y? = 1, akkor a fiiggvény:

fle,y) =142y —1=2y

Y
Az 22 + 92 = 1 feltételbsl az is —
kovetkezik, hogy —1 <y <1, igy
a figgvény minimuma —2, -
a fliggvény maximuma 2.

Feltételes szélséérték:
Egy tdbbvaltozés f: R™ — R filiggvény szélssértékeit keressiik egy g: R — R¥
fiiggvény nullhelyein.



Lagrange-fliggvény

Az f(x,y) fuggvény lokalis szélsGértékeit keressiik a g(z,y) = 0 feltétel mellett.
Ekkor tekintsiik az
F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y)

Lagrange-fiiggvényt, ahol A a Lagrange-multiplikator.

Tétel (lokalis szélséérték létezésének sziikséges feltétele):

Ha az f: R? — R fiiggvénynek az (xq, o) € R? pontban lokalis széls6értéke
van a g(z,y) = 0 feltétel mellett, akkor a megfelel6 pontban az F(z,y, A)
figgvény mindharom parcialis derivaltja 0.

Megjegyzés:

F{(x,y,\) = g(z,y) eltiinése pontosan a feltétel.



Elégséges feltétel

Tétel (lokalis szélséérték létezésének elégséges feltétele):
Ha a Py(xo,yo) kdrnyezetében az f(x,y) fliggvény masodik parcialis derivaltjai
léteznek és folytonosak, tovabba egy (xo,yo, A\g) harmasra

Fr (20,90, Mo) = Fy (20,90, Ao) = Fi(x0,0,A0) =0 (stacionarius pont)

és
Fi (20,90, A0)  Fyy (@0, 90, Ao)  Fy\ (%0, Y0, Ao)
EFy (0,90, A0)  Fyy (20,90, Xo)  Fy\(T0,Y0, Ao) | =
(0,90, X)) FY, (20, Y0, Ao) (20, Y05 Ao)
F. (20,90, o) F’(x » Y0, A0) 9y (%o, Yo)
= Fyx(%,yo,/\o) (0,90, M) gy(T0,y0) | =
95 (%0, Yo) g; o, Yo) 0

= 2F)! (20, Y0, A0) 9% (0, Y0) 9, (x0: yo) — Fyyy (20,90, Mo)gh (%0, y0)* —
— F/.(0,90, 20) gy (%0, y0)*

» pozitiv, akkor lokalis maximuma van
» negativ, akkor lokalis minimuma van

a Py(xo,yo) pontban az f(x,y) fliggvénynek a g(z,y) = 0 feltétel mellett.



Példa

Keressiik meg az f(x,y) = 6x + 8y — 10 fliggvény szélsGértékeit az
% 4 y? = 25 feltétel mellett!

A g(z,y) = 2% +y? — 25, és igy
F(z,y,\) = 6z + 8y — 10 + M\(z* + y* — 25)

A parcialis derivaltjai:

Fl(z,y,A) =6+ X2z =6+2\z éz:’%:%

8 4
'(z = N == = —— = — —
Fj(z,y,A) =8+ X-2y =8+ 2)\y S y=—o7 =3

Fi(z,y,A) =2 +y* — 25

Az utolsé egyenletbe helyettesitve:

() () -

25
A==1

lgy © = 3, és y = F4. Tehat a stacionarius pontok: (—3, —4,1) és (3,4, —1).



Példa folytatasa

A masodrend( parcialis derivaltak:

FN ($ y7 ) - 2)‘
Fl(z,y,\) =6+ 2\z Ey (x,y,\) =
Fy(z,y,\) = 842Xy = Ej@,(w Y, A) = 2A
F)/\(xaya/\):x2+y2_25 (Q? Y, )_Q.I
Fy(z,y,A) =2y
Igy a Hesse-determinans:
20 0 2z
0 2\ 2y |=—8z2\—8y%)\,
2¢ 2y O

ami a (—3,—4,1) pontban negativ, igy itt lokalis minimum van,
mig a (3,4, —1) pontban pozitiv, igy itt lokalis maximum van.
Az adott feltétel mellett a fiiggvény

(lokalis) minimuma: f(—3,—4) = —60,

(lokalis) maximuma: f(3,4) = 40.



Mennyi a maximuma zy-nak, ha =z + y = 107



Feladat
Mennyi a maximuma zy-nak, ha =z + y = 107

f(z,y) =y
g(z,y) =z +y—10

A pacialis derivaltak:

Fy(z,y, ) =y + A =y=-A
Ey(z,y,\) =z + X =>x=-\
Fl(z,y,\) = +y — 10 = A+ (=A\)—10=0

A= =5, ésigy x = y = 5. Azaz egyetlen stacionarius pont van: (5,5, —5).
Hesse-féle determinans:

=2>0

= o
=
O~ =

Tehat az (5,5) pont lokélis maximumhelye a fliggvénynek az adott feltétel
mellett. A maximum értéke: f(5,5) = 25.



SzélsGérték keresése korlatos és zart tartomanyon

Az f(z,y) fuggvény (abszol(t) minimumat és maximumat keressiik a
{(z,y) | g(x,y) > 0} tartomanyon.

ElGszor megkeressiik az f fliggvény lokalis szélsGértékeit, melyek koziil csak a
tartomanyba es6ket vessziik figyelembe.

Majd az f fuggvény szélsGértékeit megkeressiik a g(z,y) = 0 feltétel mellett a
Lagrange-fiiggvénnyel.

A kapott eredményekbdl megallapitjuk az abszolGt minimumot és maximumot.



Példa

Keressitk meg az f(z,y) = 2% — z + y? fiiggvény széls6értékeit az
egységkorlapon ({(z,y) | 2% +y? < 1}).

El6szor lokalis szélséértékeket keresiink. Ehhez a parcialis derivaltak:

folz,y) =2y

Egyetlen stacionarius pont van: (3,0), mely a megadott tartomanyba esik.
A masodrendi parcialis derivaltak:

foy(@,y) =
fg//,y(xvy)*

=4> 0, tehat az (3,0) lokalis szélsGérték,

A Hesse-determinans: 5

2
0
mégpedig lokélis minimum (2 :

A lokalis minimum értéke: f (%,0) = —%.




Példa folytatasa
flay) =" —z+y?
glz,y) =a>+y° -1
F(x,y,\) :xQ—x+y2+)\(x2+y2 -1)

A pacialis derivaltak:

Fl(z,y,\) =2z — 1+ 2w
Ey(z,y,\) =2y + X2y

Fi(z,y,\) = 2> +y* — 1

Ha F)(z,y, A) eltlinik, akkor y = 0 vagy A\ = —1, viszont az utébbi esetben
Fy(z,y,A) = —1. Tehdt y = 0 és a harmadik egyenletb6l = = +1. A
staciondrius pontok: (1,0,—1),(—1,0,—2). A Hesse-determinans:

242 0 2z
0 242\ 2y | =—(22)%(24+20)— (2y)2(2+2)) = —8(1+\) (2% +3?)
2z 2y 0
A (1,0,—%) lokélis minimumhely, értéke: f(1,0) = 0.
A (—1,0,—3) lokalis maximumhely értéke: f(—1,0) =2

A fiiggvény abszolit minimuma 7, mig abszolit maximuma 2.



Egy feladat

Keressiik meg az f(x,y) = z3y° fiiggvény lokalis szélséértékeit.



Egy feladat

Keressiik meg az f(x,y) = z3y° fiiggvény lokalis szélséértékeit.
A parcialis derivaltak:
folz,y) = 32%y°
fy(a,y) = 5a%y?
Ha x vagy y nulla, akkor mindkettd eltiinik (méasutt nem), tehat a két tengely
0sszes pontja staciondrius pont.
Szamoljuk ki a masodrendii parcialis derivaltakat:
fru(@,y) = 6ay®
[, (@, y) = 152%y*
Foy(@,y) = 202%y°
A Hesse-féle determinans:
) () — (£, (2,y))” = 62y - 202%y° — (152%y*)* = —1052°,

mely az Gsszes stacionarius pontban nulla.
A fliggvény az els6 és harmadik siknegyedben pozitiv, a masodik és negyedik
siknegyedben negativ, igy nincs lokalis szélsGértéke.



Egy feladat masodik kérdése

Keressiik meg az f(x,y) = 23y° fiiggvény lokalis szélséértékeit.
Keressitk meg f minimuméat és maximumat az (0,0), (0,1), (1,0) cstcsd
haromszoglapon!



Egy feladat masodik kérdése

Keressiik meg az f(x,y) = 23y° fiiggvény lokalis szélséértékeit.
Keressitk meg f minimuméat és maximumat az (0,0), (0,1), (1,0) cstcsd
haromszoglapon!

Mivel a fliggvénynek nincs lokalis szélsGértéke, igy a minimum és a maximum a
hatéron lesz. A tengelyeken a fiiggvény nulla, a hdromszdglapon masutt pozitiv,
igy a minimuma 0. A maximuma a (0,1) és (1,0) kozotti szakaszon lesz. Ezt
paraméterezhetjik {(x,1 — x) | € [0,1]} alakban, és ekkor a fiiggvény:

g9(2) = f(z,1 - 2) =2°(1 - 2)°,
melynek maximuma ¢'(z) = 0 esetén lehet. A derivaltja:
g (z) =322(1 — 2)5 + 235(1 — 2)*(—1) = 32°(1 — )% — ba23(1 — 2)* =
=(3(1—2) —5z)2*(1 —2)* = (3 — 8x)x?(1 — x)*,

mely x = 8 esetén tlinik el. Ez lokalis maximum, mert el6tte pozitiv, utana
negativ a g'(z). Az ennek megfelels (2, 2) pontban van az f fiiggvény

3 =5
maximuma, melynek értéke: f (2,5) = 23° = [BI3T5. ~ 0,00503.

A haromszoglapon a fiiggvény minimuma 0, maximuma kb. 0,00503.



