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Téglalapon

T = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 2 ≤ y ≤ 3} téglalap
f(x, y) = x2y függvényt integráljuk a T téglalapon:∫∫
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Fubini-tétel:
Az integrálásnál felcserélhet® a változók sorrendje:∫ 1

0

∫ 3

2

x2y dy dx =

∫ 3

2

∫ 1

0

x2y dx dy
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Normáltartomány

Normáltartomány:

N = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, f1(x) ≤ y ≤ f2(x)}

Ekkor az f(x, y) függvény integrálja
ezen a normáltartományon:∫∫
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Integrálcsere

∫ 2

0

∫ 1

y
2

ex
2

dxdy = ?

Az ex
2

függvény primitív függvénye
nem írható fel elemi függgvényekkel,
így ezt így nem tudjuk kiszámolni. De
az integrálás sorrendjét felcserélhetjük
(határokra �gyelni kell!):
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= e1 − e0 = e− 1
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Integráltranszformáció

Az x és y változók helyett új, u, v
változókat vezetünk be:
x(u, v)
y(u, v)
V és W között kölcsönösen egyértelm¶ leképezés
(az x, y legfeljebb véges számú értékének kivételével)

V

x

y
W

u

v

∫∫
V

f(x, y) dxdy =

∫∫
W

f(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv,
ahol a Jacobi-determináns abszolút értéke∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣det( ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)∣∣∣∣ .
Tipikus példa: polárkoordináták:

x = r cosϕ

y = r sinϕ

A Jacobi-determináns:

(r, ϕ)

ϕ
r

x

y

∣∣∣∣ cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣ = r cos2 ϕ− (−r sin2 ϕ) = r(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = r



Példa

A = {(x, y) | 0 < x, 0 < y, x2+y2 < 4}

Integráljuk az A-n az f(x, y) = xy függvényt.
−2 2
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2

]π
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Feladat

A = {(x, y) | x < 0, 0 < y, 1 < x2+y2 < 9}

Integráljuk az A-n az f(x, y) = 2x2y függvényt.
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Tömegközéppont

Egy A ∈ R2 lemez tömege, ha % : R2 → R a s¶r¶ségfüggvény:

m =

∫∫
A

%(x, y) d(x, y)

Homogén esetben vehetjük %-t 1-nek, ekkor

m =

∫∫
A

1 d(x, y)

A nyomatékok:

mx =

∫∫
A

x%(x, y) d(x, y)

my =

∫∫
A

y%(x, y) d(x, y)

Ekkor a tömegközéppont koordinátái:
(mx

m
,
my

m

)
.



Példa

A (0, 0), (2, 0), (0, 3) csúcsú homogén
háromszöglap tömegközéppontja.

1 2 3
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3

x

y

m =

∫ 2

0

∫ 3− 3
2x

0

1 dy dx =

∫ 2

0

3− 3

2
xdx =

[
3x− 3

2

x2

2

]2
0

= 6− 12

4
= 3

mx =

∫ 2

0

∫ 3− 3
2x

0

x dy dx =

∫ 2

0

3x− 3

2
x2 dx =

[
3
x2

2
− 3

2

x3

3

]2
0

=
12

2
− 24

6
= 2

my =

∫ 2

0

∫ 3− 3
2x

0

y dy dx =

∫ 2

0

[
y2

2

]3− 3
2x

y=0

dx =

∫ 2

0

1

2

(
3− 3

2
x

)2

dx =

=

∫ 2

0

9

2
− 9

2
x+

9

8
x2 dx =

[
9

2
x− 9

2

x2

2
+

9

8

x3

3

]2
0

= 9− 9 + 3 = 3

Így a tömegközéppont:
(mx

m
,
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m

)
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2

3
,
3

3

)
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(
2

3
, 1

)


