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Téglalapon

T {(=, y)|0<x<1 2 <y < 3} téglalap
f(z,y) = x?y fiiggvényt integréljuk a T téglalapon:

/ fz,y)d(z,y) //wydydx*/ Zmzdx{
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Ugyanez forditva:

/Tf<x,y)d(x,y>/j/olac?ydxdy



Téglalapon

T {(=, y)|0<x<1 2 <y < 3} téglalap
f(z,y) = x?y fiiggvényt integréljuk a T téglalapon:
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Fubini-tétel:

Az integralasnal felcserélhets a véltozék sorrendje:
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Normaltartomany

Normaltartomany:
N={(z,y)[a<z<b filz) <y< fa(2)}

Ekkor az f(z,y) fliggvény integralja
ezen a normaltartomanyon:

J[ e aean = | b / f(()) F(o,y) dy da

Példa:

a=1 fi(z) =a?
b=3 folz) = 4z
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/ / zydydr =
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flz,y) ==y



Normaltartomany

Normaltartomany: Y
N={(z,y)[a<z<b filz) <y< fa(2)}

Ekkor az f(z,y) fliggvény integralja
ezen a normaltartomanyon:

| s@naen = [ b / f(()) J,y) dy dz a b

Peélda:
a=1 filz) ==z flz,y) ==y
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Integralcsere

2 1
/ / e’ dxdy =7
U

Az e figgvény primitiv fliggvénye
nem irhat6 fel elemi fligggvényekkel,
igy ezt igy nem tudjuk kiszdmolni. De
az integralas sorrendjét felcserélhetjiik
(hatarokra figyelni kelll):
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Integralcsere
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Az e figgvény primitiv fliggvénye
nem irhat6 fel elemi fligggvényekkel, Ly
igy ezt igy nem tudjuk kiszdmolni. De x
az integralas sorrendjét felcserélhetjiik ] 1 2 3
(hatarokra figyelni kelll):
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Integraltranszformacio

Az x és y valtozok helyett aj, u, v Y v
véltozékat vezetiink be: @

z(u,v) x

y(u,v)
V és W kozott kolcsondsen egyértelmii leképezés
(az z,y legfeljebb véges szama értékének kivételével)

_ o(z,y)
//fxyda:dy //f x(u,v) uv))‘a(uv) dudv,
ahol a Jacobi-determinans abszolat értéke
Az, y) e &
= |det u Qo )
d(u,v) ¢ %% %
Tipikus példa: polarkoordinatak:
T = TCOS P y
Yy =rsiny r A p)
® x

A Jacobi-determinans:
cosp —rsing
sing rcosp

2

‘ = rcos®p — (—rsin ) = r(cos? ¢ +sin® ) = r



Példa

A={(z,y) |0 <z,0<y,z>+y* < 4}

Integraljuk az A-n az f(x,y) = zy figgvényt.

0<r<2&0<p<y
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Példa

A={(z,y) |0 <z,0<y,z>+y* < 4}

Integraljuk az A-n az f(x,y) = zy figgvényt.
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Feladat

A={(r,y)|z<0,0<y,1<2’+y* <9}

Integréljuk az A-n az f(x,y) = 222y fiiggvényt.



Feladat

A={(z,y) | r<0,0<y,1<z’+y? <9}

Integraljuk az A-n az f(x,y) = 222y fiiggvényt.

I<r<3éjg<p<m
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Tomegkozéppont

Egy A € R? lemez tdmege, ha o: R? — R a siiriiségfiiggvény:

m = / / o(z,y) d(z, )
A

Homogén esetben vehetjitk o-t 1-nek, ekkor

m=[[1a.y)
A

my = // zo(r,y)d(z,y)
A

my = [ [ vele.v) ey
A

Ekkor a tomegkdzéppont koordinatai: (%, @)
m’ m

A nyomatékok:



Példa

A (0,0),(2,0),(0,3) cstcst homogén
haromszoglap tdmegkdzéppontja.
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