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Fliggvénysorok

Z an, numerikus sor altalanositésa: Z fn(x) fliggvénysor

n=1 n 1
Ennek a részletdsszege: Sy (z E fn(x), mely bizonyos z-ekre konvergens,

bizonyosokra divergens. Azon x- ek halmaza melyre konvergens a

konvergenciatartomany. A sor Gsszege:
o0

Jim Sy (2) =Y fulw)

Példa: f,(z) = 2" -
Y ofalw) =) "=zt a2t + ..
n=1 n=1

A részletosszegek: N

1 -
Sy ’
n=1
ami pontosan akkor konvergens, ha |z| < 1, tehat a konvergenciatartomany (—1,1)
A sor Gsszege: 00 1

Zx” = lim Sy(z)==
n=1

N—o0 1—x



Hatvanysorok

A fliggvénysorok specialis esete, mikor f,,(z) = a,a", igy a sor a kdvetkezé:
(o]
n __ 2
Zano: =ag+ a1x + a2x” + ...
n=0

Ezt hatvanysornak nevezziik.



Cauchy—Hadamard-tétel

o0

n £ H 1
A E an,x™ hatvanysor konvergenciasugara r = T \/7
m v/ |a

> |x| < r esetén a hatvanysor abszolut konvergens,

, és

> |z| > r esetén divergens.

A konvergenciatartomany (—r,r), (—r, 7], [—r,7), [—r, ] kéziil valamelyik.
Ha lim %/|a,| = oo, akkor r = 0, azaz csak = = 0-ban konvergens.
n— oo
Ha lim %/|a,| =0, azaz r = oo, akkor minden = € R esetén konvergens a
n— oo

hatvanysor.

A konvergenciasugarat masképpen is kiszamithatjuk:

. an
r=———/—= lim
n—oo

an+1




Példa

oo
Z x™ esetén a, =1, igy
n=0
1 _ 1 1
1] 1

r =

n n

lim | lim
n— oo n—00

o0

x = 1 esetén Z 1™ divergens,
n=0

xr = —1 esetén

ha N péaros
0, ha N paratlan
oo
igy Z(—l)” szintén divergens.
n=0

A konvergenciatartomany: (—1,1).



Feladat

(oo}
- n . L L
Allapitsuk meg a E Q—nx” hatvanysor konvergenciatartomanyat.

n=0



Feladat

(oo}
- n . L L
Allapitsuk meg a E Z—nx” hatvanysor konvergenciatartomanyat.

n=0
no_ . N [ S VN
o = g gy Jim Vol = tim (|55 = i =5
1
Tehat r = —————— = 2.
3, Vienl
o0 n o0
T = 2 esetén: Z 272" = Zn ami divergens.
n=0 n=0
o0 n o0
x = —2 esetén: Z 2—71(—2)" = Zn(—l)”, ami szintén divergens.
n=0 n=0

A konvergenciaintervallum: (—2,2).



Még egy feladat

(3z)™

oo
Allapitsuk meg a Z hatvanysor konvergenciatartomanyat.
n=1



Még egy feladat

Allapitsuk meg a i (32)n hatvanysor konvergenciatartomanyat.
A hatvanysor: i (3o)" = i %
an:%,igy nh_)n;o m:ﬂli_)rr;o 3;” :nli_{%o%:& azazr:%.
= % esetén: i % (;)n = i % ami divergens.
n=1 n=1
r = —é esetén: ni_o:l % (—;)n = g (_i)n, ami Leibniz-sor:

» valtakozé eIc’SjeIL’i
H”
> a, = ( nullahoz tart
> la,| =1 monoton cs6kkend

11
A konvergenciaintervallum: {3, 3).



Altalanosabb hatvanysor

xo koriili havanysor (zo € R):

oo

>~ anle —20)" = a0 +ar(z = 20) + ax(w — 70)? + ..

n=0

Cauchy-Hadamard-tétel hasonlé:
o0

. 1
A Z an(x — x0)™ hatvanysor konvergenciasugara: r = ——————, és

lim 3/|ay| ’

n=0 n— oo

> |z — xg| < r esetén a hatvanysor abszolit konvergens,

> |z — o] > r esetén divergens.

A konvergenciaintervallum az alabbiak egyike:
> (xog— 71,20 + 1)

(xo — 7,20 + 7]

[xg — 7,0 + 1)

[ ]

>
>
> g —T,To +



Példa/feladat

oo
_ x—3)" . .
Allapitsuk meg a E (72) hatvanysor konvergenciatartomanyat.
n

n=1



Példa/feladat

oo
- x—3)" .
Allapitsuk meg a E (7) hatvanysor konvergenciatartomanyat.
n

n=1
, I
o =3 és a, = —5, igy
n
lim {/|a,| = lim {/|—|= lim L: lim #:1 azaz r = 1.
n—o00 " n—o00 n2 n—oo ,’"/nQ n—oo (W)Q '
R N (R ) LN |
z=3+1=4 esetén: Z:l SR Z:l 5 ami konvergens.
(2 - 3) — (="
rz=3—1=2 esetén: Zl — = Zl pORN ami Leibniz-sor:

> valtakozé elGjelii
—n" ,

> a, =t n2) nulldhoz tart

> |an| = -5 monoton csdkkend

o0 (o)
. 1 —-1H"
Mivel g —; konvergens, ezért E ( 2) abszolat konvergens, igy konvergens.
n=1 n n=1 n

A konvergenciaintervallum: [2,4].



Es még egy

-~ (2 +2)"
Allapitsuk meg a E — hatvanysor konvergenciatartomanyat.
n!

n=1



Es még egy

-~ (2 +2)"
Allapitsuk meg a E — hatvanysor konvergenciatartomanyat.
n!

n=1
1
Tog = —2és a, = = ekkor a hanyadost szamoljuk:
n!
a CEny n! n!
] . .
limﬂzlim@:hrnizlimizlm =0,

igy r = +o00. Ez azt jelenti, hogy minden = € R esetén konvergens a hatvanysor.



Derivalhatésag

A hatvanysorokat a konvergenciaintervallum belsejében lehet tagonként
derivalni.

flx) = Z anx”
n=0
f(z)= Z (anz™) = Z apnz" ! = Z(n + Dagppi2™
n=0 n=1 n=0
Példa:
1 - n
1—x - Z .
n=0
1 / o0
n=0
1 > n—1
(1 —x)2(7 )= an
n=1



Integralhatdsag

A hatvanysorokat a konvergenciaintervallum belsejében lehet tagonként

integralni.

Zan
/f t)dt = Z/ ant™dt =

n=0
Példa:

o[,

n+1

Zann+1 -

n=0

ia,

n

1




