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Magasabbrend¶ deriváltak

Az f : Df → R (Df ⊆ R) függvény másodrend¶/második deriváltja az f ′(x)
függvény deriváltja (feltéve, hogy létezik).

Jelölése: f ′′(x) vagy
d2f(x)

dx2
, stb.

Hasonlóan n-edrend¶/n-edik derivált az (n− 1)-edrend¶ deriváltnak a deriváltja
(feltéve, hogy létezik).

Jelölés: f (n)(x) vagy
dnf(x)

dxn
, stb.

Példák:

f(x) = sinx g(x) = x3 − 3x2 − 7x− 1

f ′(x) = cosx g′(x) = 3x2 − 6x− 7

f ′′(x) = − sinx g′′(x) = 6x− 6

f ′′′(x) = − cosx g′′′(x) = 6

f (4)(x) = sinx g(4)(x) = 0

f (5)(x) = cosx g(5)(x) = 0



Taylor-polinom

Cél: a függvényeket polinomokkal közelíteni.

El®ször legyen f(x) egy polinom.

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · ·+ anx
n f(0) = a0

f ′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + . . . f ′(0) = a1

f ′′(x) = 2a2 + 6a3x+ . . . f ′′(0) = 2a2

f ′′′(x) = 6a3 + . . . f ′′′(0) = 6a3

Általában: f (k)(0) = k!ak, így ak =
f (k)(0)

k!
.

Tehát:

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn

Ugyanezt felírhatjuk akkor is, ha f(x) egy tetsz®leges függvény (nem polinom):

f(x) ≈ f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn

Ez az f függvény n-edfokú Taylor-polinomja.
Néha a kapott polinom nem közelíti a függvényt (pl. f(x) = e−

1
x2 ).



Taylor-polinom kicsit általánosabban

Általánosítás, ha x0 körüli írjuk fel az el®z®t:

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

Ez az f függvény x0 körüli n-edfokú Taylor-polinomja.

Ezzel lehet közelíteni a függvényt.



Az exponenciális függvény Taylor-polinomjai

Az f(x) = ex függvény 0 körüli n-edfokú Taylor-polinomja:

f(x) = ex f(0) = 1

f ′(x) = ex f ′(0) = 1

f ′′(x) = ex f ′′(0) = 1

f (n)(x) = ex f (n)(0) = 1

Tehát:

ex ≈ 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+ · · ·+ xn

n!
=

n∑
k=0

xk

k!

Az ex függvény közelítései:

I els®rend¶: 1 + x

I másodrend¶: 1 + x+
x2

2

I harmadrend¶: 1 + x+
x2

2
+

x3

6 −2 −1 1 2

1

2
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4

x

y



A szinusz és a koszinusz sorfejtése

Az f(x) = sinx függvény 0 körüli Taylor-polinomjai:

f(x) = sinx f(0) = 0

f ′(x) = cosx f ′(0) = 1

f ′′(x) = − sinx f ′′(0) = 0

f ′′′(x) = − cosx f ′′′(0) = −1
f (4)(x) = sinx f (4)(0) = 0

f (5)(x) = cosx f (5)(0) = 1

Tehát:

sinx ≈ x− x3

6
+

x5

120
− · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
=

n∑
k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!

Hasonlóan a koszinusz sorfejtése:

cosx ≈ 1− x2

2
+

x4

24
− · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
=

n∑
k=0

(−1)k x2k

(2k)!



Feladatok

e3x ≈

n∑
k=0

1

k!
(3x)k =

n∑
k=0

3k

k!
xk = 1 + 3x+

9

2
x2 + · · ·+ 3n

n!
xn

sin
(
x2
)
≈

n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!

(
x2
)2k+1

=

n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x4k+2 =

= x2 − x6

6
+

x10

120
− · · ·+ (−1)n

(2n+ 1)!
x4n+2

sinx

x
≈

n∑
k=0

(−1)k
(2k+1)!x

2k+1

x
=

n∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k = 1−x2

6
+

x4

120
−· · ·+ (−1)n

(2n+ 1)!
x2n

xe−2x ≈

x

n∑
k=0

(−2x)k

k!
=

n∑
k=0

(−2)k

k!
xk+1 = x−2x2+2x3−4

3
x4+· · ·+(−2)n

n!
xn+1
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Még egy sorfejtés

f(x) =
1

1− x
f(0) = 1

f ′(x) =
1

(1− x)2
f ′(0) = 1

f ′′(x) =
2

(1− x)3
f ′′(0) = 2

f ′′′(x) =
6

(1− x)4
f ′′′(0) = 6

f (4)(x) =
24

(1− x)5
f (4)(0) = 24

f (n)(x) =
n!

(1− x)n+1
f (n)(0) = n!

A Taylor-polinom:

1

1− x
≈ 1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn

Nem túl meglep®, hiszen:

1− xn+1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn



Feladatok

1

1 + x

=
1

1− (−x)
≈

n∑
k=0

(−x)k =

n∑
k=0

(−1)kxk = 1−x+x2−x3+· · ·+(−1)nxn

1

4− x
=

1

4
· 1

1− x
4

≈ 1

4

n∑
k=0

(x
4

)k
=

n∑
k=0

1

4k+1
xk =

1

4
+

x

16
+

x2

64
+ · · ·+ 1

4n+1
xn

x

x+ 1

= x
1

1 + x
≈ x

n∑
k=0

(−1)kxk =

n∑
k=0

(−1)kxk+1 =

n+1∑
k=1

(−1)k−1xk =

= x− x2 + x3 − x4 + · · ·+ (−1)nxn+1

Másik lehet®ség:

x

x+ 1
=

x+ 1− 1

x+ 1
= 1− 1

1 + x
≈ 1−

n∑
k=0

(−1)kxk = −
n∑

k=1

(−1)kxk =

=
n∑

k=1

(−1)k+1xk = x− x2 + x3 − x4 + · · ·+ (−1)n+1xn
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Taylor-polinom Lagrange-maradéktaggal

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk

︸ ︷︷ ︸
Taylor-polinom

+
f (n+1)(t)

(n+ 1)!
xn+1︸ ︷︷ ︸

maradéktag

0 < t < x vagy x < t < 0

Példa:

ex =

n∑
k=0

1

k!
xk +

et

(n+ 1)!
xn+1

Ez x = 1 esetén:

e =

n∑
k=0

1

k!
+

et

(n+ 1)!
0 < t < 1,

tehát ∣∣∣∣∣e−
n∑

k=0

1

k!

∣∣∣∣∣ = et

(n+ 1)!
<

e

(n+ 1)!
,

így a relatív hiba: ∣∣∣∣e− n∑
k=0

1
k!

∣∣∣∣
e

<
1

(n+ 1)!
.


