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Magasabbrendi derivaltak

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény masodrendii/masodik derivéltja az f'(x)
fliggvény derivaltja (feltéve, hogy létezik).
d*f(z)

Jelolése: f'(x) vagy 022
x

, stb.

Hasonléan n-edrendii/n-edik derivalt az (n — 1)-edrendii derivaltnak a derivéltja
(feltéve, hogy létezik).

Jeldles: (™) (z) vagy i(a:) stb.
dxm
Példak:
f(z) =sinzx g(x) =a® =322 —Tx -1
f(x) = cosz g (x) =322 —6x—7
f'(x) = —sinz g"(r) =6z -6
" (z) = —cosw g"(x) =6
f®(z) =sinx gD (z) =0
O () = cosz g®(x)=0



Taylor-polinom

Cél: a fuggvényeket polinomokkal kdzeliteni.

El6szor legyen f(z) egy polinom.

f(l‘)=ao+a1z+a2x2+a3x3+-~+anx” f(0) =ag
f'(x) = a1 + 2asx + 3azz? + . 70)=a
" (x) = 2az + 6agz + . .. 77(0) = 2as
///(z) 6as + . f///(o) — 6as
(k)
Altalaban: £®)(0) = Klay, igy ar = © k'(o)

Tehat:

an n (n) 0
f(z) = f(0)+ f(0)z + f2(' )x2+ f 35 )x3+-~-+ 70 n'( )x”
Ugyanezt felirhatjuk akkor is, ha f(z) egy tetszéleges fiiggvény (nem polinom):

an n (n) 0
f(z) = f(0) + f(0)z + f2(' )a:2+ f?j >x3+-~-+7f n,( ) g
Ez az f fiiggvény n-edfokd Taylor-polinomja.

Néha a kapott polinom nem kozeliti a fiiggvényt (pl. f(x) = e_a%?).




Taylor-polinom kicsit altalanosabban

Altalanositas, ha o koriili irjuk fel az el6zé6t:

f" (o)

f(n) (LUO)

n!

f(xo) + f'(0)(x — x0) + (z —x0)? +- (z — x0)"

Ez az f fiiggvény xo koriili n-edfoka Taylor-polinomja.

Ezzel lehet kozeliteni a fliggvényt.



Az exponencialis fliggvény Taylor-polinomjai

Az f(x) = e® fuggveény 0 koriili n-edfokd Taylor-polinomja:

flx)=e" f(0)=1

fl(@)=e" f(0)=1

f(x) =e" f1(0) =1

(@) = e F(0) =1
Tehat: , _— o "k
em%1+x+?+€+ﬂ+.“+m:kz:oﬁ

Az ¢” fluggvény kozelitései:

4 1
> elsérendii: 3]
22
» masodrendii: 1 + x + 5 2+
2 3 L
» harmadrendi: 1 + o + T + T }
2 6 51 1 2



A szinusz és a koszinusz sorfejtése

Az f(x) = sinx figgvény 0 koriili Taylor-polinomjai:

f(z) =sinz f(0)y=0
f'(x) =cosz 1 0)=1
f'(x) = —sinx f(0)=0
" (xz) = —cosw 70)=-1
f®(z) =sinz f®0)=0
fO)(x) = cosx f0) =1
Tehat:
3?3 $5 $2n+1 n $2k+1
st g O e T 20
Hasonléan a koszinusz sorfejtése:
I 220 n 22k
R AR . =3 (-1t
cosw > tor T g ;)( el



3z



Feladatok

1 = 9 3"
3z k _ k_ Zr2 a4 g
e’ & E k!(3m) —E i 1+3£L’+2$ + +n!x



Feladatok

l‘k

sinx

Q

9 9 37L
=1+3zx+ 27+ + 2z
2 n!

n

" (1)
2 GEy 1

k=0
="
(2n+1)!

2k+1

ak+2 _

4An+2



Feladatok

- 1 n Sk 9 3n
3 ~ k = _— k = —_ 2 “ e JR— n
e’ & ZH(%) —Z ke =1+3z+ g¥ F T
k=0 k=0
n k n k
. 2 (-1 2\ 2k+1 (-1) ak+2
sin(¥) ~ > o O = gt
= (2k+1)! £ (2k + 1)!
:x2 £6+L107...+ﬂ 4n+2
6 120 (2n +1)!
N (C1)* okt
sin & - kX::O (2k+1)! B n (_l)k ok _ 1_58724_3;74_._._"_& .
z @ T2kt 1)! 6 ' 120 2n+1)!
—2x



Feladatok

1 n 3k 9 3n
3 ~ k = —_— k = — 2 “ee —__pn
exNZE(%) _Zk!m —1+3x+2m+ +
k=0 k=0
n k n k
2 (-1) 2\ 2k+1 (-1) 4k+2 _
sin (z7) 7(3;) 227'33 —
P 2k +1)! P (2k + 1)!
*xz—ﬁ+ﬁf...+ﬂx4n+2
B 6 120 (2n+1)
o _(DF okl
TN N N L L o R
z x T2kt 1)! 6 120 (2n +1)!
n B k n Y 72)’”
—2z (=22)" (=2)" jg1 _ 9.2 3 4 4 ( n+1
e T X —Z i T =z—2z°4+2x 3x—|— + o T



Még egy sorfejtés

fa) = F0) =1
f'@) = = 7o) =1
1@ = oo 7(0) =2
[ (x) = a fx)4 F(0)=6
fW (@) = a 3495)5 F9(0) = 24
F0) = 7 (0) =

A Taylor-polinom:

~lt+r4ai+2 442"
11—z

Nem tal meglepd, hiszen:
1— anrl

=l4+z+a*+2>+- +a"
1—=x
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Feladatok

n



Feladatok

n

— ~ Y (—x)f = Z(*l) " =1l-z+z"—2"+
l+z 1—(-2) =0 k=0
1 1 1 1” x\k n 1 k:_]' x 2172
4—33_1.1—%N1 (Z) _Z4k+1x 4+16+64+




Feladatok

n n n+1
z L kK k. k+1 k—1 _k
=z zazZ(fl) ¥ = E (—1)Fz (—1)F 1z =
z+1 1+z prs it ,;:1

:.'L'—LL'Q—I—J;?’—m4+...+(_1)nxn+1

Masik lehetGség:
x r+1-1 1 1 (_1)kxk=—2(—l)kxk:

= Z(il)]%i’lxk =T — xz +x3 _ $4 + .4 (71)n+1xn

1



Taylor-polinom Lagrange-maradéktaggal

Z f f(n+1)( )xn+1
MG
Taylor-polinom maradéktag
Példa: ,
* - k + et n+1
e’ = —x T
! !
k=0 k (n+1)

Ez z = 1 esetén:

tehat

igy a relativ hiba:

O<t<wzvagyz<t<O0



