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Globalis/abszolut szélséértékek

Az f: Dy — R (D; C R) fiiggvénynek az zy € D, pontja
globalis/abszolit maximumhely, ha f(z) < f(z¢) minden = € D esetén.

Az f: Dy — R (D; C R) fiiggvénynek az zy € Dy pontja
globalis/abszolat minimumhely, ha f(z) > f(x¢) minden & € Dy esetén.

A globalis minimum/maximum lehet lokalis szélséérték vagy az értelmezési
tartomany szélén is.

Példa:

f:00,1] = R, f(x) = « fiiggvény
globalis minimuma = = 0-ban 0, és
globalis maximuma x = 1-ben 1.




Példa

Keressitk meg az Y
2 A4
I3 [—\/3, 3] SR
f(z)=2° 32
. 1 ol an 2Lt -3 —1 1
fiiggvény globalis szélsGértékeit!
Lokalis szélssértekek: f/(z) = 322 — 3, 9l
azaz x1,2 = *1-ben.

Lokalis minimum az x; = +1 pontban —2,
mig lokalis maximum az x5 = —1 pontban +2.

Az intervallum szélein a fiiggvény értéke:
F(=V3) = (=v3)’ =3(=v3) = =3v3+3V3=0
f(3)=33-3.3=27-9=18

Igy az abszoltt minimumérték: —2 (x = 1-ben),
és az abszolat maximumérték: 18 (z = 3-ban).



Nem korlatos intervallum esete

Ha a fiiggvény nem korlatos intervallumon van értelmezve, akkor hatéarértéket
kell szamolni.

Példa: f:10,400) = R

f@) = —

A lokalis szélséérték kereséséhez
megnézziik a derivaltat:

oy l-(@+1)—2-1 1
fi(z)= (z + 1)2 - (x+1)2

ami soha nem 0, igy nincs lokalis szélsGérték.

Az intervallum szélein:

0
70)= 1 =0
. . . 1

Tehat a globalis minimumérték 0 (z = 0-ban), mig globalis maximum nincs,
mert az 1-et nem veszi fel a fiiggvény (ez a legkisebb fels6 korlat).



Nyilt intervallum esete

f(@x)=In(z —1) +In(2 — x)



Nyilt intervallum esete

f(@x)=In(z —1) +In(2 — x)
Ezt a fiiggvényt csak z — 1 > 0 és 2 — x > 0 esetén, azaz az (1,2)
intervallumon tudjuk értelmezni.

Lokalis széls6értékeihez a derivalt:
1 1 1 1 2-z)—(x—1)  3-—2
(2—z)(z—1)’

L e i [ e [ oo}

melynek nullhelye az g = 3/2-ben van. A masodik derivalt:

" __;_ _#. B _ 1 _ 1
f(z) = (x—1)2 ( (2 — )2 ( 1)> (x—1)2 (2—%)2,

melynek értéke zy = 3/2-ben:

2

ami negativ, tehat ez lokalis maximum. A fiiggvény értéke:

Flxo) = f @) =In (;) +In (;) = —2In2.



Nyilt intervallum esete — folytatas

f(@x)=In(z —1)+In(2 — x) (x € (1,2))
Az intervallum széls6 pontjaiban nincs értelmezve a fliggvény, igy ott csak
hatarértékeket tudunk venni:

T1_1>1{1+f(:13) = Tl_l)r{1+ In(z —1)+In(2 —2) = —00
lim f(z)= lim In(zx —1)+In(2—2) = -
T—2— r—2—
Tehat a fliggvény tetsz6legesen kicsi Y
értéket felvesz, igy nincs globalis
minimuma. :
1 2

A globalis maximum a lokalis
maximummal egyezik meg, melynek —921n2 +
értéke —21n 2.




Egy periodikus fliggvény

f(z) = sin®(2z) (x €R)



Egy periodikus fliggvény
f(z) = sin®(2z) (r €eR)
A derivélt értéke:

f'(x) = 2sin(2z) cos(2z) - 2 = 2sin(4x)
Ennek nullhelyei:

2sin(4x) =0
dz=kr  (keZ) |
kT (ke NI

A masodik derivalt:
I (z) = 2cos(4z) - 4 = 8 cos(4x),

melynek értéke a k7 helyeken:

I’ (k%) = 8cos(km) = 8- (—1)F,
mely paros k esetén 8 > 0, azaz lokalis minimum (fiiggvény értéke 0),
mig paratlan k esetén —8 < 0, azaz lokalis maximum (fliggvény értéke 1).

Az intervallum szélein ebben az esetben nem létezik a hatarérték, de azt tudjuk,
hogy a fiiggvény értéke 0 és +1 kozott van.



Hengeres feladat

Hatarozzuk meg az 1 literes, feliil nyitott legkisebb felszin(i henger adatait!



Hengeres feladat

Hatarozzuk meg az 1 literes, feliil nyitott legkisebb felszin(i henger adatait!

Ha a henger alapjanak a sugara r, és a magassaga m, akkor a térfogata r2mm,
melynek 1-nek kell lennie (feltéve, hogy deciméterben mérjiik a hosszakat):

rlam = 1,

ebbdl kifejezhetjiik a magassagot:

1
m= ——.
2T
A felszin felhasznalva a magassag kifejezését:

1 2
A:T27r+27r7’m:7"27r+27rr2— =77+ =
rim T

Ennek az r-t6l fiiggs kifejezésnek keressiik a minimumat.



Hengeres feladat — folytatas

2
A(r) = r’m + -

kifejezés minimumat keressiik. El6szor lokalis szélsGértékeket keresiink:

A(r) =2rm — 2

r2

Ennek Ilhelyére 2 = —2 amibél rg = !
nnek 7y nu re 2rom = —, amibél ry = .
0 y 0 8 0T m

A masodik derivalt értéke:

2 4
"

ami az rg helyen:

1 4
AH(TO):AN(%) 227T+(3:27T+47T:67T>0,
1
I

igy ez valéban lokalis minimum.



Hengeres feladat — folytatas

2
A(r) = r’m + -

kifejezés r € (0, 400) esetén értelmes, tehat ezen intervallum hatérain nézziik a
hatarértékeket:

2
lim A(r) = lim 7’7+ = = +oo
r—0+ r—0+ T

2
lim A(r) = lim 7?74 = = 400
r—-+00 r——+00 r

Tehat az ro = % pontban globalis minimum van.

Ugyanerre az eredményre juthatunk, ha meggondoljuk, hogy az A fiiggvény a
(0,70) intervallumban monoton csoékken, mig az (rg, +00) intervallumban
monoton né.

Ebben az esetben a henger magassaga:

1 1 1 1
m():i: = e

2
7"(2)71' 1 27( Tl=3 I
U




Populista Part

A Populista Part vezetgje tudja, hogy ha hatalomra keriilése esetére a bérek
x-szeresére valé ndvekedését igéri meg, akkor a szavazék 30(z — 1)? szazaléka
nem fog hinni neki (és igy nem fognak rajuk szavazni), viszont a maradék
szavazék 50(xz — 1) szazaléka a partra fog szavazni. Hanyszoros bérndvekedést
kell igérnie, hogy a lehet§ legtobb szavazatot kapja?



Populista Part

A Populista Part vezetgje tudja, hogy ha hatalomra keriilése esetére a bérek
x-szeresére valé ndvekedését igéri meg, akkor a szavazék 30(z — 1)? szazaléka
nem fog hinni neki (és igy nem fognak rajuk szavazni), viszont a maradék
szavazék 50(xz — 1) szazaléka a partra fog szavazni. Hanyszoros bérndvekedést
kell igérnie, hogy a lehet§ legtobb szavazatot kapja?

Ha a bérek z-szeresére val6 novekedését igérik (x > 1), akkor a szavazok

0,3(x — 1)? része nem hisz nekik, a maradék 1 — 0,3(x — 1)? rész viszont elhiszi.
Ezeknek csak a 0,5(z — 1) része fog ténylegesen rajuk szavazni, igy a
szavazatszam:

(1-03(z—1)%)-05(x—1)=05(x—1) = 0,15(z — 1)

Latjuk, hogy kényelmesebb az y = x — 1 > 0 valtozéval szamolni, igy ezzel irjuk
fel a fliggvényt:

f(y) = 075y - 0715?/3



Populista Part — folytatas

fly) =05y —0,15y>  (y>0)
fliggvény lokalis széls6értékeit keressiik elGszor:
f'(y) =0,5-0,15-3y> = 0,5 — 0,45y°,
melynek nullhelye (figyelembe véve, hogy y > 0):

05 V10
045 37

Yo =
A maésodik derivalt:
f//<y) = _0745 . 2y = —079%
ami pozitiv y esetén negativ, tehat f”(yo) < 0, tehat ez lokalis maximum.
A fiiggvény értéke 0-ban: f(0) = 0, mig a végtelenben a hatarérték:
1
. _ . 3 _ . 3 _
yEToof(y) = ygr-i{loo 0,5y —0,15y° = lim y (0,5y2 — 0715) = —00

Yy—r+oo
Igy yo-ban globalis maximum van. Tehat az optimalis z érték:

V10



Uszémedence

Fel szeretnénk tolteni a 10000 literes usziimedencénket a kozeli katrél. Ehhez
tetsz6legesen nagy vodrot hasznalhatunk, de ha [ literes vodrot hasznélunk,
akkor egy fordulé 64 + [2 masodpercig tart. Mekkora vodrét hasznaljunk, hogy a
lehetd leggyorsabban végezziink?



Uszémedence

Fel szeretnénk tolteni a 10000 literes usziimedencénket a kozeli katrél. Ehhez
tetsz6legesen nagy vodrot hasznalhatunk, de ha [ literes vodrot hasznélunk,
akkor egy fordulé 64 + [2 masodpercig tart. Mekkora vodrét hasznaljunk, hogy a
lehetd leggyorsabban végezziink?

Ha [ > 0 literes v&drét hasznélunk, akkor 1299 forduléra van sziikség, tehat a
teljes feltoltés id6tartama:

10000 640 000
)= / —— (64 +1?) = ;i -+ 10 0001.
Ennek a fliggvénynek keressiik a minimumat.
A hatérértékek a széleken:
4
lim f(I) = lim 640000 +10000! =

l—0+ =0+

lim f() = lim 20000

l—+oc0 l—+oc0

+10000! = 400



Uszémedence — folytatas

Az f(1) = 84909 4+ 10 000! fiiggvény derivéltja:

640 000
melynek nullhelye:
f()=0
64(;& +10000 =0
640000
10000 = —5—
12
10 00012 = 640 000
I = 64
=38
A masodik derivalt: 1280 000
0= —5

ami minden pozitiv helyen, igy az [ = 8-ban is pozitiv. Tehat [ = 8-ban lokalis
minimum van. Ez egyben globalis minimum is.



